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Cos’é il FEM?
Attualmente i software di tipo CAE più usati a livello industriale sono
basati su una tecnica numerica chiamata FEM (Finite Element Method),
ovveroMetodo agli Elementi Finiti.

Questa tecnica si basa sulla discretizzazione del modello in esame,
passando cosí da un sistema continuo a un sistema discreto.

Una generica struttura viene suddivisa in porzioni di spazio di estensione
finita, detti elementi, che possono essere di forma e caratteristiche diverse.

L’insieme di questi elementi viene denominato nella pratica “mesh”

I punti di connessione tra gli elementi vengono denominati “nodi”



Idealizzazione 

Discretizzazione 

Connessione tra elementi

Incognite:                       
spostamenti nodali– forze nodali

Approssimazioni introdotte

Cos’é il FEM?



FEM : idealizzazione



Si procede suddividendo un dominio in una serie di sottodomini e 
andando ad analizzare cosa avviene nei singoli  sottodomini

FEM : discretizzazione



Il  FEM permette di avere una griglia composta da 
elementi di differente dimensione.

 La mesh viene infittita in 
una zone di interesse  o 
in una zona considerata 
critica.

FEM : discretizzazione



FEM : Connessione tra elementi



FEM : Incognite del Problema



FEM: Incognite del Problema
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Supponiamo che siano noti gli 
spostamenti nodali, allora lo 
spostamento del punto P, interno 
al sottodominio, è pari a:
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• ui spostamento vettoriale del nodo i-esimo
• ai FUNZIONE DI FORMA relativa al nodo i-esimo. Fisicamente le funzioni di 

forma sono dei pesi che indicano quanto lo spostamento del nodo i-esimo influenza 
lo spostamento del punto P. Maggiore è la vicinanza del punto P  al nodo i, 
maggiore è il valore dello scalare ai . Le funzioni di forme sono delle funzioni 
semplici in genere note, in caso contrario vengono scelte arbitrariamente.

Più il dominio a cui appartiene P si riduce, più lo spostamento del punto P coincide 
con gli spostamenti nodali e quindi l’approssimazione diviene sempre più precisa.



FEM : Approssimazioni introdotte



Metodi Matriciali
Problema macroscopico: il sistema in esame si considera come una scatola 
chiusa in grado di assumere una certa configurazione deformata se 
assoggettato ad un opportuno sistema di forze:
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Metodi Matriciali

La relazione tra forze e deformazioni potrà esprimersi 
mediante un coefficiente costante

Ipotesi di Elasticità Lineare

F = k f
f = α F
 

F = FORZE GENERALIZZATE (possono essere sia forze [N] che momenti 
[N x m])

f = DEFORMAZIONI GENERALIZZATE (possono essere sia frecce [m] 
che rotazioni [rad])
k = COEFFICIENTE DI RIGIDEZZA ([N/m] o [N x m])
α = COEFFICIENTE DI DEFORMABILITA’ ([m/N] o [1/(N x m)])
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Metodi Matriciali
Solo nel caso di comportamento lineare è possibile applicare il principio di 
sovrapposizione degli effetti.

F0 = F1+F2 
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V f0 = f1+f2 

Comportamento Lineare

F0

F2

F1

f0f2f1 f

F Le due principali cause di non linearità 
sono:
1. Comportamento non lineare del 

materiale
2. Le deformazione subite dalla struttura 

non possono considerarsi piccole.

F0 = k f0 



Metodi Matriciali
Descrive il comportamento 
di un singolo nodo del 
sistema che ha un unico 
grado di libertà

F = k f
f = α F
 

Per un sistema composto da N elementi con n gradi di libertà per ogni 
elemento, l’equazione F= Kf assume una notazione matriciale:

{F} = [K]{f}
 {F} = VETTORE DELLE FORZE [(Nxn)]

{f} = VETTORE DELLE DEFORMAZIONI [(Nxn)]
[K] = MATRICE DI RIGIDEZZA [(Nxn) x (Nxn)]



Metodi Matriciali



Metodi Matriciali

Il numero di gradi di libertà di un punto materiale è il 
numero di variabili indipendenti necessarie per determinare 
univocamente la sua posizione nello spazio (coordinate).

Gradi di Libertà 

I gradi di libertà di un punto 
sono i possibili movimenti di 
questo nello spazio.



Metodi Matriciali

Un vincolo è qualsiasi condizione che limita il moto di un corpo. 
Vincoli 

In meccanica, essendo solo 
le forze capaci di 
modificare lo stato di 
quiete o di moto di un 
sistema, l'azione dei 
vincoli si esplica attraverso 
un insieme di forze dette 
forze vincolari o reazioni 
vincolari che agiscono sui 
punti del sistema, 
limitandone il moto.



Metodi Matriciali

Supponiamo i carichi, forze e momenti, sono applicati 
esclusivamente sulle estremità del singolo elemento.

Ipotesi: carichi nodali
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I carichi nodali sono un’idealizzazione dei 
carichi reali. I carichi reali sono delle 
pressioni, ovvero  forze distribuite su una 
certa area.



Carichi Termici
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I carichi termici producono esclusivamente delle deformazioni e 
non delle tensioni interne.
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Carichi Termici
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Tiniziale

l

x

T1 =Tiniziale+ ΔT

l Δl

Caso NON vincolato

A differenza di qualsiasi carico meccanico se la barra non viene 
vincolata, ossia non si impedisce la deformazione Δl, non si 
produce alcuna tensione. 



Carichi Termici
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Caso VINCOLATO

Carichi strutturali fittizi

Qualora il sistema sia
vincolato, i carichi termici

producono uno stato
tensionale, ossia un carico

fittizio che va annoverato
all’interno del vettore {F}.



Metodi Matriciali
Esempio: Elemento monoassiale sollecitato a trazione

N N
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A = sezione trasversale [mm2]
l = lunghezza [mm]
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Equazione Costitutiva:

Equazione di Equilibrio:

Equazione della linea elastica
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La linea elastica è una curva 

che rappresenta la forma 
assunta dall’asse della trave a 

deformazione avvenuta.



Esempio: Elemento monoassiale sollecitato a trazione
N N
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Equazione della linea elastica
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Soluzione analitica con condizioni al contorno

21)(
1)0(0

)(

uul
EA
Nlulx

Cuux

Cx
EA
Nxu

=+==

===

+=

l
xu

l
xuxu 211)( +-= ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

)(1 xa )(2 xa

u(x) è espresso come sommatoria degli spostamenti nodali 
moltiplicati per i rispettivi coefficienti di influenza, ai.

Metodi Matriciali
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Matrice di Rigidezza
La matrice di rigidezza [K] rappresenta il legame esistente tra le 
forze applicate su un corpo e gli spostamenti causati. [K] è 
sempre simmetrica, kij = kji
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kij rappresenta la forza applicata nel nodo i-esimo, Fi , che 
causa uno spostamento unitario nel nodo j-esimo, uj.
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Matrice di Rigidezza
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Esempio: Elemento monoassiale sollecitato a trazione
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A = sezione trasversale [mm2]
L = lunghezza [mm]

F1 F2

L

u1 u2 

F1+F2 = 0

F1 = -F2

𝒅𝒖
𝒅𝒙
= 𝑭
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 à ∫𝒖𝟏

𝒖𝟐𝒅𝒖 = ∫𝟎
𝒍 𝑭
𝑬𝑨
𝒅𝒙à 

                                 u2 – u1 = 𝑭𝟐
𝑬𝑨
l	 (1)

(2)

Le equazioni (1) e (2) forniscono tutte le informazioni necessarie 
a definire il comportamento statico dell’elemento asta.



Rigidezza

l
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La “RIGIDEZZA” rappresenta la resistenza che un corpo 
caricato  oppone alla deformazione.

σ

ε

EAlluminio = 70000 MPa

σ = E∗ε

EPolipropilene = 670 MPa

K

K α E



EAlluminio = 70000 MPaEPolipropilene = 670 MPa

Rigidezza
K α E

FTot = 9 N

FTot = 9 N

Incastri

l = 100 mm

5 m
m

10 mm

f z_Max = 42,6 mm f z_Max = 0,41 mm



Rigidezza

l
EAk =

La “RIGIDEZZA” rappresenta la resistenza che un corpo 
caricato  oppone alla deformazione.

K α A K α 1/l

Dimensioni = 10 x 10 x 100 mm Dimensioni = 5 x 10 x 200 mm

EPolipropilene = 670 MPa

Volume = 10000 mm3

f z_Max = 5,4 mm f z_Max = 342 mm



Matrice di Deformabilità
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Metodo degli Spostamenti
{ } { }

{ } { } FORZEDELLEMETODOKconFu

ISPOSTAMENTDEGLIMETODOuKF
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1. I termini della matrice [K] sono delle rigidezze, quindi sono termini 
elevati. Questo implica, che al contrario di quanto accade con l’utilizzo 
della matrice [α] , si incorre in errori minori;

2. La rigidezza gode della proprietà di additività;

3. Solitamente in meccanica è noto {F} e attraverso l’utilizzo del 
METODO DELLE FORZE si ricava una soluzione {u} congruente. 
Utilizzando il METODO DELLE FORZE se {u} non è congruente non 
si può avere una sola soluzione {F} equilibrata.

k1

k2 k= k1+ k2



Il Metodo degli Elementi Finiti



Errori

Gli errori in cui si incorre in un’analisi FEM sono:

• ERRORI DI MODELLAZIONE
• ERRORI DELL’UTENTE
• ERRORI DOVUTI AL SOFTWARE
• ERRORI DI DISCRETIZZAZIONE 
• ERRORI NUMERICI



Errori
• ERRORI DI MODELLAZIONE:

- semplificazioni eseguite sulle geometrie adottate 
(test case: trave esempio);
- eliminazione di concentrazioni di tensioni;
- semplificazioni sui vincoli (nella realtà i vincoli 
sono sempre cedevoli ma non vengono modellati 
come tali);
- semplificazioni sui carichi;
- …



Errori

• ERRORI DELL’UTENTE:

- scelta errata sulla tipologia di elementi;
- errata connettività degli elementi;
- introduzione di dati sbagliati (es. sulle 
caratteristiche del materiale, sui carichi , etc.);
- interpretazione errata dei risultati ottenuti;
- Set di unità di misura non coerente; 
- ….



Errori
• ERRORI DOVUTI AL SOFTWARE :

- bug nel codice del software

• ERRORI DI DISCRETIZZAZIONE: 
È una tipologia di errori che può essere eliminata attraverso 
l’esperienza acquisita nel campo degli elementi finiti
- numero insufficiente di elementi;
- dimensione elevata degli elementi;
- mancato infittimento della mesh nelle zone 
critiche o di interesse.



Errori
• ERRORI  NUMERICI :

- errori di troncamento (i codici FEM utilizzano 
10 -14 cifre significative, questo consente di avere 
una buona affidabilità dei risultati);
- errori di approssimazione;
- errori di manipolazione delle matrici;
- …



Errori
• ERRORI  NUMERICI 
 sistema numerico mal condizionato :

Un sistema numerico si definisce mal condizionato se 
a piccole variazioni dei dati in input corrispondono 
grandi variazione dei dati in output 

Questo avviene se vengono accoppiati elementi con 
rigidezze di entità notevolmente differente



Errori

Telaio fissato su un basamento di cemento

• Sistema numerico mal condizionato :



Errori
Sistema numerico è mal condizionato :
Modellazione di un telaio fissato su un basamento di cemento

Vincoli: incastri

Il sistema è mal 
condizionato. Ciò è 
facilmente constatabile:
risolvendo più volte il 
sistema il risultato 
cambia continuamente.

OK!!!

Componente infinitamente 
rigido 


