
Esonero di Analisi Matematica e Geometria I per Ingegneria Biomedica – 09/11/2023
Tempo concesso: 2 ore

Istruzioni:

(1) Non è concesso l’utilizzo di dispositivi dotati di connessione ad internet.
(2) Tutti i risultati devono essere giustificati con brevi e chiare spiegazioni.
(3) Scrivete il vostro nome, cognome e numero di matricola su ognuno dei fogli protocollo che

consegnerete.

Esercizio 1 (6 punti). Si dimostri, utilizzando il principio di induzione, che per ogni n ≥ 1 vale
n∑

k=1

k

2k
= 2− n+ 2

2n
.

Esercizio 2 (6 punti). Al variare di α ∈ R si calcoli il valore di Lα cos̀ı definito

Lα = lim
n→+∞

(
1− cos

1

n

)α
ln(n2 + n)− ln(n2 + 1)

n2 + sinn− 3n5 + lnn+ 11 cosn+ 2−n2+2n+17
.

Esercizio 3 (6 punti). Si dimostri che la seguente equazione complessa

Re(z2 + 3) + i Im(z(1 + 2i)) = 0,

ha esattamente due equazioni complesse che chiamiamo z1 e z2. Si calcolino le radici quadrate del numero
complesso w = iz1z2.

Esercizio 4 (6 punti). Si determinino il dominio e gli intervalli di positività della funzione

f(x) =
ln |x− 2|
x2 − 3

.

Esercizio 5 (6 punti). Si dica se esiste α ∈ R che rende la funzione fα : (0,+∞) → R cos̀ı definita

fα(x) =

{
sin(ln(x))

earctan(x−1)−1
, x ̸= 1;

α− 1, x = 1,

continua. In tutti gli altri casi si determini il tipo di discontinuità che essa presenta in x = 1.



1. Soluzioni

Esercizio 1. Iniziamo a mostrare il passo base, che per come è enunciato l’esercizio, è quello relativo a
n = 1. Tale passo segue dalla seguente osservazione

1∑
k=1

k

2k
=

1

2
= 2− 2 + 1

2
.

Per quanto riguarda il passo induttivo dobbiamo assumere che le disuguaglianze valgano per un certo n e
dimostrare che valgono anche per n+ 1. Utilizzando l’ipotesi di induzione otteniamo

n+1∑
k=1

k

2k
=

n∑
k=1

k

2k
+

n+ 1

2n+1
= 2− n+ 2

2n
+

n+ 1

2n+1
= 2 +

−2n− 4 + n+ 1

2n+1

= 2− n+ 3

2n+1
= 2− (n+ 1) + 2

2n+1
,

che era ciò che volevamo dimostrare.

Esercizio 2. Osserviamo che utilizzando il limite notevole del coseno otteniamo che(
1− cos

1

n

)α

∼ 1

2αn2α
.

Utilizzando il limite notevole del logaritmo e il fatto che limn→+∞
n2+n
n2+1 = 1 otteniamo invece che

ln(n2 + n)− ln(n2 + 1) = ln

(
n2 + n

n2 + 1

)
= ln

(
1 +

(
n2 + n

n2 + 1
− 1

))
∼ n2 + n

n2 + 1
− 1 =

n− 1

n2 + 1
∼ 1

n
.

Per quanto riguarda il denominatore osserviamo che

n2+sinn− 3n5 + lnn+ 11 cosn+ 2−n2+2n+17

= n5

(
1

n3
+

sinn

n5
− 3 +

lnn

n5
+

11 cosn

n5
+

2−n2+2n+17

n5

)
.

Inoltre siccome limn→+∞
1
n3 = 0, limn→+∞

sinn
n5 = limn→+∞

11 cosn
n5 = 0 (prodotto di una successione

limitata per una successione convergente a zero), limn→+∞
lnn
n5 = 0 (per la gerarchia degli infiniti) e

limn→+∞
2−n2+2n+17

n5 = 0 (prodotto di due successioni che convergono a zero) otteniamo.

n2+sinn− 3n5 + lnn+ 11 cosn+ 2−n2+2n+17 ∼ −3n5.

Ricombinando tutti questi dati otteniamo

Lα = lim
n→+∞

(
1− cos

1

n

)α
ln(n2 + n)− ln(n2 + 1)

n2 + sinn− 3n5 + lnn+ 11 cosn+ 2−n2+2n+17

=
1

2αn2α

1
n

(−3n5)
= − 1

3 · 2αn2α+6
=

 0, α > −3;
− 8

3 , α = −3;
−∞, α < −3.

Esercizio 3. Ponendo z = a+ ib otteniamo

0 = Re(z2 + 3) + i Im(z(1 + 2i))

= Re((a+ ib)2 + 3) + i Im((a− ib)(1 + 2i))

= Re(a2 − b2 + 2iab+ 3) + i Im(a+ 2ia− ib+ 2b)

= a2 − b2 + 3 + i(2a− b).



Siccome tale numero complesso deve essere uguale a zero otteniamo che le soluzioni di tale equazioni cor-
rispondono alle soluzioni del seguente sistema{

a2 − b2 + 3 = 0,
2a− b = 0;

⇐⇒
{

a2 − 4a2 + 3 = 0,
b = 2a;

⇐⇒
{

a2 = 1,
b = 2a;

⇐⇒
{

a = ±1,
b = ±2.

Quindi le sue soluzioni dell’equazione iniziale sono z1 = 1 + 2i e z2 = −1 − 2i. Il numero complesso w è
scritto in forma trigonometrica come

w = i(1 + 2i)(−1− 2i) = 5i = 5

(
cos

(
arctan

(
−4

3

))
+ i sin

(
arctan

(
−4

3

)))
.

Quindi w ha modulo ρ = 5 e argomento θ = arctan
(
− 4

3

)
. Le radici quadrate di w sono i numeri complessi

ζ0 =
√
5

(
cos

(
arctan

(
− 4

3

)
2

)
+ i sin

(
arctan

(
− 4

3

)
2

))
;

ζ1 =
√
5

(
cos

(
arctan

(
− 4

3

)
+ 2π

2

)
+ i sin

(
arctan

(
− 4

3

)
+ 2π

2

))
.

Esercizio 4. Per quanto riguarda il dominio abbiamo{
|x− 2| > 0;
x2 − 3 ̸= 0.

⇔ x ̸= 2 e x ̸= ±
√
3.

Per lo studio del segno si osservi che il numeratore è positivo per ln |x−2| ≥ 0, ovvero x ≤ 1 o x ≥ 3, mentre

il denominatore è positivo se x < −
√
3 o x >

√
3. Facendo uno studio del segno otteniamo che gli intervalli

di positività di f sono (−∞,−
√
3) ∪ [1,

√
3) ∪ [3,+∞).

Esercizio 5. La funzione è ovviamente continua per x ̸= 1. In x = 1 si osservi che

lim
x→1

sin(ln(x))

earctan(x−1) − 1
= lim

x→1

ln(x)

arctan(x− 1)
= lim

x→1

x− 1

x− 1
= 1.

Dunque la funzione fα è continua se, e solo se, α = 2. Per gli altri valori di α ha una discontinuità di terza
specie o eliminabile.
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