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Prefazione

Questi appunti vogliono essere una introduzione al problema del telerilevamento ( o re-
mote sensing che dir si voglia), in cui si mettono in risalto i principi fisici che sono alla base
delle diverse tecniche. Cerchiamo quindi di vedere che cosa si può misurare, da Terra o da
satellite, e come le misure possono essere utilizzate per ottenere informazioni su svariati
parametri legati all’atmosfera. Nella parte finale, diamo qualche cenno alla risoluzione di
alcuni problemi di inversione dei modelli. Volutamente, non si fa riferimento a dettagli
tecnici di strumenti, esperimenti e delle missioni spaziali, perché l’argomento diventerebbe
troppo vasto e la parte mnemonica prenderebbe il sopravvento. Cerchiamo di dare co-
munque un elenco di risorse in rete che possono essere utili. Questi appunti sono pensati
per studenti della laurea magistrale in fisica.

La maggior parte delle figure sono copiate dalla letteratura ( ma qualcuna l’ho fatta io).
POiché non c’è nessuno scopo di lucro ( scientifico,morale o materiale) nella pubblicazione
di queste dispense, mi ritengo autorizzato a non citare le fonte (solo per mancanza di
tempo, magari un giorno lo farò).
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Introduzione

Questo testo raccoglie appunti per le lezioni del corso “Tecniche Ottiche per l’Ambiente”.
Più precisamente, il corso verte su quello che viene chiamato “remote sensing”, in partico-
lare per l’atmosfera, anche se i concetti trattati potranno applicarsi al remote sensing delle
superfici marine e terrestri. Il corso risponde alla domanda: come possiamo conoscere la
composizione e le proprietà dell’atmosfera in un certo punto senza dovere andare in quel
punto a fare misure? Se ci interessa questa domanda vuol dire che a monte ci siamo già
chiesti “perché ci interessa lo stato dell’atmosfera” ? La risposta è intuitiva, ma, poiché
nel corso di Laurea in Fisica non si parla mai delle applicazioni della fisica all’ambiente in
cui viviamo può valere la pena elencare alcuni argomenti di interesse pratico per i quali
l’atmosfera è un argomento interessante. Proviamo a fare un elenco:

• La meteorologia è una scienza osservativa e computazionale che si basa sullo studio
fisico dell’evoluzione dell’atmosfera su scale temporali di qualche giorno. Come
qualsiasi altro sistema fisico, per predirre l’evoluzione occorre conoscere lo stato
iniziale, e quindi sono necessarie misure dello stato fisico dell’atmosfera. Avremo
quindi bisogno di :

– Conoscere le variabili termodinamiche (pressione, temperatura, umidità )

– Conoscere la velocità del vento (in senso vettoriale)

– Conoscere come la radiazione solare scalda la superficie terrestre e l’aria stessa,
e come, al contrario, la radiazione termica emessa dalla terra influenza lo stato
dell’atmosfera

In linea di principio, dato lo stato iniziale misurato, potremmo mettere tutto in
un modello fluidodinamico e prevedere l’evoluzione. Sappiamo che questo funziona
discretamente bene su scale di qualche giorno, ma che a lungo termine i modelli
sbagliano. Questo avviene perché la conoscenza dello stato iniziale non é completa
e perchè il modello non sará perfetto, ma anche per ragioni di principio, in quanto
l’atmosfera è un sistema caotico, in senso determinista 1. Questo fatto impone allora

1Negli anni 70 del secolo scorso è stato dimostrato che lo stato dinamico di sistemi semplici descrivibili
dalla meccanica classica può mostrare una forte sensibilità alle condizioni iniziali. Questo implica una
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Figure 1: Mappa globale delle stazioni di radiosondaggio

di conoscere al meglio lo stato dell’atmosfera; a questo scopo, nel corso del 900 si
è creata una rete di misurazione di grandezze atmosferiche basate a terra, e, con il
progredire dell’elettronica, una rete di stazioni che misurano lo stato dell’atmosfera
in quota attraverso dei palloni sonda. Si capisce però che queste misure non possono
essere troppo dense spazialmente e temporalmente: la sonda nella maggior parte
dei casi va perduta, e non possiamo nemmeno pensare di riempire il cielo di palloni.
Chiaramente, la copertura geografica sarà più rada nelle zone più remote del mondo,
come si può vedere dalla figura 1. Ovviamente gli oceani e le zone deserte sono
praticamente prive di stazioni meteorologiche. A causa di questo fatto, nella seconda
metà del 900 sono comparsi i satelliti meteorologici che sono uno dei primi esempi
di remote sensing. Nella prima versione facevano praticamente solo delle fotografie
della superficie terrestre per identificare i sistemi nuvolosi; attualmente le immagini
vengono prese a più lunghezze d’onda per ottenere più informazioni, per esempio
l’altezza delle nuvole (in maniera indiretta: lunghezze d’onda diverse sono assorbite
diversamente, e inoltre l’altezza influenza la temperatura della nube che a sua volta
influenza la lunghezza d’onda emessa).

Attualmente i satelliti per uso meteorologico permettono di ottenere misure su scala
globale della temperatura e umidità, e quindi integrano le misure fatte con i ra-
diosondaggi. Queste non sono delle misure dirette, ma sono ottenute da misure di
radiazione elettromagnetica e l’inversione di un modello. Sono inoltre in costruzione
sistemi satellitari per la misura diretta di queste grandezze.

imprevedibilità di questi sistemi a lungo termine, data l’impossibilità di conoscere le condizioni iniziali
con precisione infinita. Proprio la ricerca di soluzioni numeriche a una approssimazione delle equazioni
della fluidodinamica ha portato alla scoperta di questi sistemi detti caotici
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Oltre alla definizione dello stato iniziale, misure dello stato dell’atmosfera sono
importanti anche per il cosiddetto processo di “assimilazione”. Poiché il modello
sbaglia, per ragioni intrinseche, occorre in qualche modo correggerlo, e quindi oc-
corre confrontare quello che il modello prevede con quello che si osserva. Inoltre, un
modello meteorologico non funziona su tutte le scale, e alcuni parametri vengono
inseriti, in un certo senso, dall’esterno, anziché essere calcolati. Esempi di questo
tipo sono l’altezza delle nubi o l’altezza dello strato limite planetario ( PBL, Plane-
tary Boundary Layer ), quantità che possono essere misurate molto bene attraverso
tecniche ottiche attive come il LIDAR, di cui si parlerà in seguito estensivamente.

• Poiché l’aria la respiriamo, nei paesi industrializzati ( o, comunque, sufficientemente
ricchi), una particolare attenzione viene assegnata alla qualità dell’aria, cioé alla
determinazione della presenza di sostanze che possono risultare nocive. Questo si
fa principalmente tramite misurazioni locali, ma, per potere capire l’origine delle
sostanze inquinanti, o per poterne determinare l’evoluzione può essere necessario
vedere come queste variano con la quota. Questo tipo di informazione si può ottenere
con sistemi ottici attivi, che saranno discussi. Sempre in questo tema, occorre
considerare che per molte molecole la determinazione quantitativa più semplice si
ottiene con strumentazione di tipo ottico-spettroscopico. Da un altro punto di vista,
in molti casi è utile sapere come certe sostanze si distribuiscono a livello globale:
per questo l’unico modo è avere degli strumenti posti su satelliti, che analizzano
la radiazione solare diffusa dalla superficie terrestre o la radiazione termica emessa
dalle molecole stesse.

• Come si è già accennato nel caso della meteorologia, la radiazione solare incidente
sulla Terra fornisce l’energia primaria per tutta la dinamica del clima. Sapere quanta
energia arriva sulla Terra, e quanta va via, dipende, tra le altre cose, dallo stato
dell’atmosfera e dalle sue proprietà ottiche. Quindi, potere misurare queste proprietà
permette di rendere più affidabili i modelli per lo studio del clima, il che è di grande
importanza per predirre i cambiamenti climatici.

Fatto questo breve elenco dei motivi per cui è interessante conoscere lo stato dell’atmosfera
in tre dimensioni ( anzi in quattro, dato che ci interessa anche l’evoluzione temporale)
proviamo a fare un elenco delle principali proprietà che si misurano e a cui sarebbe aus-
picabile accedere tramite misure remote.

• La composizione dell’atmosfera e la presenza di molecole. La composizione
dell’atmosfera è praticamente una costante (circa N2 all’80 % e O2 al 20 % e una
traccia di Ar), ci sono tuttavia una serie di molecole che sono presenti in quantità
variabile e di cui è interessante conoscere la composizione. Per esempio vapore ac-
queo, ozono, CO e CO2, ossidi di azoto e ossidi di zolfo, metano, ammoniaca e molte
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altre molecole che saranno importanti in particolari situazioni. Le tecniche di spet-
troscopia possono essere applicate alle misure remote per risalire alla concentrazione
di molecole.

• Stato termodinamico: pressione e temperatura. La pressione atmosferica non
varia molto e di solito dalle misure a terra e dai palloni sonda si ottiene un quadro
abbastanza completo della situazione. La temperatura, invece, pur non variando
molto in assoluto influenza notevolmente molti processi e quindi la sua misura è
molto importante. Per la misura remota della temperatura si misura la radiazione
termica emessa dalle molecole, la distribuzione di stati eccitati di atomi e molecole,
o indirettamente si può cercare la concentrazione di molecole la cui percentuale in
atmosfera non cambia, come l’ossigeno.

• Gli aerosol. Gli aerosol, in un certo senso, costituiscono la transizione tra la Terra
“condensata” (solida e liquida) e l’aria. Sotto forma di particelle, materiale con-
densato viene immesso nell’atmosfera, oppure particelle vengono create dall’unione
di più molecole in particolari processi fisico-chimici. Allo stesso tempo, particelle
lasciano l’atmosfera per gravità o per trasformazione chimica. Il risultato è che la
quantità e il tipo di aerosol sono fortemente variabili nello spazio e nel tempo. Gli
aerosol, tuttavia, sono importanti per diversi motivi, tra cui:

– Gli aerosol fungono da centro di nucleazione per la formazione di nubi ( senza
aerosol, niente nubi: il ciclo dell’acqua sarebbe un po’ diverso da come lo
conosciamo)

– Gli aerosol influenzano direttamente il bilancio energetico terrestre (assorbono
e diffondono radiazione elettromagnetica)

– Gli aerosol influenzano la qualità dell’aria perche’ per il nostro organismo sono
sporcizia che ci respiriamo. Le particelle più grosse sono bloccate dal sistema
respiratorio esterno, invece quelle più piccole possono penetrare in profondità.

Lo studio degli aerosol riveste quindi una certa importanza, ed è piuttosto compli-
cato; anche in questo caso occorre fare delle misure a distanza che si fanno bene in
campo ottico poiché le dimensioni delle particelle sono paragonabili con quelle delle
lunghezze d’onda ottiche.

• Vento. La velocità e la direzione del vento, in funzione della quota, sono uno delle
variabili che definiscono lo stato dinamico dell’atmosfera e determinano quindi la sua
evoluzione. A quote diverse da zero, la sua misura viene tradizionalmente effettuata
attraverso i palloni sonda provvisti di un sensore GPS. Una misura indiretta può
essere ottenuta attraverso opportuni radar che sono sensibili ai vari tipi di idrom-
eteore (ovvero l’acqua condensata presente in atmosfera sotto forma di goccie o di
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ghiaccio). Una misura diretta si può invece ottenere sfruttando l’effetto Doppler
sulla radiazione diffusa ed esistono sistemi LIDAR progettati allo scopo.

• Lo stato dinamico dell’atmosfera. Un parametro molto importante è la stabilità
dell’atmosfera. Questo significa di solito che, se immaginiamo di far variare la
posizione di una “particella” d’aria, può succedere che questa si allontani dalla
posizione iniziale o che invece tenda a ritornarvi. Nel primo caso si parla di aria
“instabile”, mentre nel secondo caso si parla di aria stabile. In pratica quello che
succede di solito è che durante il giorno, in condizioni di riscaldamento del terreno,
l’aria tende a essere instabile fino a una quota di qualche centinaio di metri. In questo
primo strato instabile si ha che l’atmosfera tende a mescolarsi, come una pentola in
ebollizione. La notte invece l’aria tende a essere stabile, a causa del raffreddamento
del suolo. Interpretare bene queste condizioni diventa molto importante per potere
stimare la concentrazione di inquinanti, ma anche in tutte le situazioni in cui è
importante conoscere la dinamica dell’atmosfera. Per esempio le nuvole convettive
si formano in presenza di aria instabile. Lo studio della diffusione di luce permette
di acquisire informazioni sullo stato dinamico dell’atmosfera, praticamente in tempo
reale.

• Applicazioni alle scienze della terra. I satelliti permettono di ottenere infor-
mazioni di diverso tipo sulla superficie terrestre (stato della vegetazione e del mare,
estensione dei ghiacci o dei deserti, temperatura del mare). Per la corretta interpre-
tazione dei dati, occorre però conoscere le proprietà ottiche dell’atmosfera.

Da questa breve rassegna vediamo quindi che di indagini sull’atmosfera se ne possono
fare parecchie. L’intenzione di queste note è cercare di chiarire i principi fisici che sono
alla base delle tecniche di misura ottica e i vari metodi di indagine, chiarendo i limiti di
applicabilità e gli errori associati a determinate misure. Lo scopo finale è sapere come
funzionano un certo numero di strumenti e di metodi di analisi dati.

I fenomeni che sono alla base del remote sensing sono quelli consueti dell’interazione
radiazione-materia, ovvero:

• Assorbimento

• Emissione

• Diffusione o scattering

Alle lunghezze d’onda ottiche sono importanti soprattutto l’assorbimento e la diffu-
sione, mentre nell’infrarosso diventa importante anche l’emissione di tipo termico. Saremo
principalmente interessati all’interazione della luce con i componenti dell’atmosfera (
atomi e molecole, aerosol, idrometeore), ma in particolari applicazioni, ad esempio nel
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caso di rivelazione da satellite, occorrerà considerare anche le caratteristiche del suolo e
degli oceani.

Quali sono le sorgenti di radiazione da considerare? La più ovvia è il sole. Osservando
come la radiazione solare (che, ricordiamo, ha uno spettro di tipo termico con un picco
nel visibile) viene trasmessa attraverso l’atmosfera, in funzione della lunghezza d’onda,
si possono ottenere spettri di assorbimento dell’atmosfera che quindi danno informazioni
quantitative sulla presenza di determinate molecole. Dall’analisi della radiazione diffusa
si possono invece ottenere sia informazioni sulla presenza di aerosol che informazioni sulla
presenza di molecole. Se ci spostiamo nel dominio dell’infrarosso, occorre considerare che
la Terra e l’atmosfera emettono radiazione termica; l’analisi spettrale di questa radiazione
permette di avere informazioni sul profilo di temperatura e di stabilire il bilancio ener-
getico della Terra. Il vapore acqueo stesso emette radiazione termica e si sfrutta questa
radiazione per conoscere la quantità totale di vapore acqueo presente.

Questi esempi appartengono alla classe delle cosiddette misure passive, in cui la ra-
diazione è esterna all’apparato di misura. Le quantità misurabili saranno allora delle
quantità integrate sul cammino che la radiazione compie.

Invece in un sistema attivo si invia della radiazione e.m. le cui caratteristiche sono
note e si studia la radiazione diffusa. In questo modo si possono anche misurare delle
proprietà risolte spazialmente ( trasformando segnali dipendenti dal tempo nel dominio
dello spazio). Un esempio comune è il radar ( RAdio Detection And Ranging, che si basa
sull’emissione di impulsi di radiazione nel dominio delle microonde. Lo stesso concetto si
applica al dominio ottico con il LIDAR ( LIgth Detection And Ranging), in cui la sorgente
di energia è un laser impulsato.

Nelle misure remote, distingueremo inoltre tra misure di tipo diretto, in cui la misura
della proprietà atmosferica di interesse è legata in maniera semplice alle quantità ottiche
misurate, e misure indirette che richiedono invece l’inversione di un modello più o meno
complicato.

Per esempio, misure di tipo diretto saranno:

• La misura di concentrazione di una molecola per assorbimento differenziale

• La misura di alcune proprietà ottiche dell’atmosfera, come coefficiente di estinzione
e di scattering, spessore ottico, etc

• La misura della velocità del vento

In questi casi, almeno in linea di principio, dai dati misurati si risale alle grandezze di
interesse attraverso un calcolo relativamente semplice.

Misure di tipo indiretto potrebbero invece essere:

• La misura di un profilo di temperatura o di vapore acqueo dalla registrazione di uno
spettro di radiazione termica da un sensore posto su di un satellite
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• La determinazione della distribuzione dimensionale di una popolazione di aerosol
da misure ottiche a più lunghezze d’onda.

In questi casi, invece, per passare dai dati misurati occorre ipotizzare un modello del
processo fisico considerato ( per esempio la diffusione di luce da parte di aerosol e molecole)
e determinare quali valori delle variabili di interesse riproducono al meglio le osservazioni.
Questa operazione, da un punto di vista matematico, richiede spesso la soluzione di un
cosiddetto problema malposto. In pratica, ci si trova davanti ad equazioni che sono
estremamente sensibili alle incertezze dei dati, per cui occorre potere eliminare le soluzioni
che non sono accettabili dal punto di vista fisico.

Nel seguito descriviamo un possibile sviluppo del corso ( gli argomenti sono elencati
secondo un ordine logico; non tutti sono completamente necessari, e non è detto che
l’elenco corrisponda all’ordine dei capitoli nel testo.)

• Generalità sull’atmosfera. Questa parte ci serve per fissare le idee riguardo
l’oggetto delle nostre indagini, anche se non c’è bisogno in linea di principio di entrare
nei dettagli. È importante comunque conoscere a grandi linee la stratificazione
dell’atmosfera. Mostriamo degli esempi di misura delle variabili termodinamiche
dell’atmosfera attraverso i radiosondaggi.

• Gli aerosol atmosferici. Tutti siamo familiari con la polvere. Però non tutti
sanno come la polvere si origina e che i granelli di polvere possono avere dimensioni
microscopiche tali da rimanere sospesi nell’atmosfera per tempi variabili tra ore e
giorni. Come risultato, si ha che l’atmosfera contiene una quantità molto variabile
di polveri, dette anche aerosol atmosferico. La maggior parte degli aerosol sono
contenuti nello strato limite atmosferico, grosso modo entro 1 km di quota, ma
possono essere misurati anche ad altezze maggiori e anche nella stratosfera ( oltre i
10 km di altezza). Una descrizione semplificata, ma efficace delle proprietà ottiche
degli aerosol si può ottenere assumendo che si tratti di particelle sferiche con un certo
indice di rifrazione e un raggio descritto da una distribuzione statistica formata da
una sovrapposizione di distribuzioni log-normali, ovvero gaussiane nel logaritmo dei
raggi.

• Interazione di radiazione con atomi e molecole. Sappiamo che la luce ha
un’interazione di tipo risonante con atomi e molecole potendo essere assorbita a par-
ticolare frequenze corrispondenti a transizioni tra i livelli energetici. Per le molecole
presenti nell’atmosfera, come ossigeno e azoto, e ozono, questi assorbimenti sono
situati soprattutto nell’ultravioletto, e in effetti contribuiscono allo spettro solare
osservato. Altri assorbimenti sono dati dalle molecole di vapore acqueo. Per ra-
diazioni di frequenza intorno al visibile, il processo di interazione principale è la
diffusione, in base al quale si ha il noto fenomeno del cielo azzurro. Occorre sempre



INTRODUZIONE ix

tenere conto di questo processo perché è sempre presente; dalla meccanica quantis-
tica è possibile calcolare accuratamente la sezione d’urto alle varie frequenze, per
cui è relativamente facile modellizzare questo processo dalle densità molecolari.

• Interazione di radiazione con la materia macroscopica. Gli aerosol sono,
rispetto ad atomi e molecole, materia macroscopica, per cui la loro interazione con
la radiazione viene descritta tramite il loro indice di rifrazione e le equazioni di
Maxwell. Esiste una teoria analitica per la sezione d’urto di diffusione da parte di
sfere, che però richiede l’uso di funzioni speciali e una risoluzione numerica. Con
l’aumentare della potenza di calcolo disponibile, attualmente è facile calcolare le
sezioni d’urto da parte di popolazioni di aerosol.

• Propagazione della radiazione in atmosfera. Supponendo di conoscere le
sezioni d’urto è facile scrivere un’equazione generale che descrive come la radiazione
si propaga da un punto all’altro dell’atmosfera. Nei casi più semplici questa è
la familiare legge dell’attenuazione esponenziale. Quest’equazione descrive dunque
quanta radiazione EM arriva su uno strumento, date le caratteristiche dell’atmosfera
e della sorgente di radiazione ( che di solito è il sole, ma potrebbe anche essere un
laser basato a terra). L’uso di questa equazione è duplice : potremo, dai dati sper-
imentali, calcolare alcuni parametri ottici dell’atmosfera, oppure si può cercare di
invertirla per ottenere delle quantità fisiche di interesse.

• Il fotometro solare. Uno strumento semplice e versatile è il fotometro solare, che
permette di ottenere delle proprietà ottiche mediate dell’atmosfera. Vedremo come
si possono misurare gli spessori ottici dell’atmosfera a diverse lunghezze d’onda e
ottenere le proprietà di diffusione, per diversi angoli e diverse lunghezze d’onda.
Queste quantità formano il dato sperimentale primario per potere ottenere le pro-
prietà degli aeorosol.

• LIDAR. Il lidar è il più importante e diffuso strumento ottico attivo. Attraverso
un impulso di luce monocromatica della durata di qualche nanosecondo, si ottiene
un segnale di luce diffusa dipendente dal tempo, che è equivalente ad un segnale
dipendente dallo spazio. Le misure che si possono ottenere sono molteplici. Per
esempio, altezza delle nubi e dello strato limite atmosferico, altezza massima degli
aerosol, coefficiente di retrodiffusione, nel caso di lidar basati su segnale elastico.
Utilizzando due lunghezze d’onda vicine ad assorbimenti molecolari è possibile de-
terminare la concentrazione di una particolare molecola, in funzione dell’altezza.
Con un laser stabilizzato in frequenza, è possibile sfruttare l’effetto Doppler sulla
radiazione diffusa per ottenere la velocità del vento. Se si utilizza anche la com-
ponente anelastica del segnale, dovuta all’effetto Raman da parte delle molecole di
N2 e O2 si possono ottenere importanti informazioni sulle proprietà ottiche degli
aerosol, come il coefficiente di backscattering ed estinzione. Con una rivelazione più
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sofisticata dell’effetto Raman si può misurare lo spettro rotazionale delle molecole,
per cui si può ottenere la misura della temperatura. Un’altra applicazione basata
sull’effetto Raman sta nella misura di particolari specie molecolari relativamente
abbondanti come il vapore acqueo.

• Spettri di radiazione termica La misura, da terra o da un satellite della radi-
azione termica permette di ottenere informazioni sulla temperatura dell’aria o di
ottenere informazioni sulla concentrazioni di molecole che in questa regione spet-
trale presentano degli assorbimenti. Passare dai dati misurati alle proprietà fisiche
desiderate richiede la soluzione dell’equazione del trasporto radiativo, che in alcuni
casi può essere complicata, come si vede nel punto seguente.

• Inversione dei dati ottici. I dati che si possono misurare attraverso misure re-
mote sono delle proprietà ottiche che dipendono dalle proprietà chimiche e fisiche
dei costituenti l’atmosfera. Per esempio, le proprietà ottiche degli aerosol dipen-
dono dall’indice di rifrazione delle particelle e dalla loro distribuzione dimensionale,
attraverso un integrale delle sezioni d’urto moltiplicate per la distribuzione dimen-
sionale. Bisogna quindi invertire un’equazione integrale, che è un operazione in
generale piuttosto delicata dato che in generale sono possibili infinite soluzioni. Es-
istono comunque delle tecniche che permettono di selezionare le soluzioni che hanno
senso dal punto di vista fisico.

0.1 Suggerimenti bibliografici

Queste note non hanno nessuna pretesa di completezza e sono pensate solo come una
guida. I vari argomenti sono trattati, piú o meno bene, in un numero di libri sterminato.
Quindi qui mi limito a dare qualche suggerimento di testi disponibili presso la nostra
biblioteca o facilmente (e legalmente) reperibili in rete.

• C Bohren, E Clothiaux: Fundamentals of Atmospheric Radiation, 2006.

Questo è un testo eccellente per un’introduzione ai problemi che si incontrano nel
trattare l’interazione materia-atmosfera. Ne raccomando lo studio, o anche solo la
lettura anche a chi non si interessa di fisica dell’atmosfera. In effetti solo l’ultimo
capitolo è dedicato specificamente all’ottica atmosferica. Tutto il resto è un trat-
tato, informale ma rigoroso, sull’interazione radiazione materia, con applicazioni
alla propagazione in atmosfera.

• C Bohren, Huffmann: Absorption and Scattering of light by small particles.

Questo libro spiega tutto quello che succede quando la luce incontra delle particelle. I
risultati quantitativi sono limitati al caso di particelle sferiche e altre forme trattabili
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semi analiticamente. Le appendici di queste note, in cui si calcolano le sezioni d’urto
da parte di sfere, sono basate su questo libro.

• Wallace e Hobbs: Atmospheric Science: An introductory survey.

Come dice il titolo, questa è un’introduzione alla fisica e alla chimica dell’atmosfera.
Raccomando la lettura dei capitoli introduttivi (1,2, eventualmente 3) per chiarire
il contesto di questo corso. Il capitolo 4 può essere considerato un buon riassunto
del corso, con figure fatte piuttosto bene.

• Catherine Lenoble: Atmospheric Radiative Transpher

questo libro è piuttosto completo anche se un po’ datato, sia come stile che per
quanto riguarda i riferimenti alle applicazioni. Tuttavia l’ho trovato utile per quello
che riguarda la derivazione del trasporto radiativo e qualche caso particolare.

• Lenoble, Rehmer, Tanré (editors) : Aerosol Remote Sensing

Questo è un libro che parla dei vari aspetti del remote sensing di aerosol, sia da
terra che da satellite, con tecniche attive e passive, nei diversi domini di lunghezza
d’onda. E’ apprezzabile lo sforzo di utilizzare una prospettiva storica. I libri scritti
a più mani sono inevitabilmente frammentari, comunque questo è un riferimento
abbastanza recente e completo, e puó servire per avere un quadro della ricerca
attuale. Non è molto adatti per un primo approccio. Il capitolo sull’inversione di
dati fotometrici è scritto da due creatori del progetto AERONET e contiene molti
spunti sulle tecniche di inversione.

• C Weitkamp (editor) Lidar: range resolved remote sensing of the atmosphere.

Questo è il riferimento più recente per la tecnica lidar, in tutti i suoi vari aspetti.

• John P. Burrows,Ulrich Platt,Peter Borrell (eds): The Remote Sensing of Tropo-
spheric Composition from Space

Questo libro è scritto a più mani (e quindi ha il difetto che ogni autore vuole met-
tere in risalto la sua ricerca, a scapito dell’aspetto didattico), ma contiene molte
informazioni sulle tecniche da satellite per lo studio della troposfera, utilizzando
radiazione visibile, infrarossa e a microonde. Raccomando la lettura del capitolo
introduttivo e delle parti generali dei capitoli 2-3-4-6.



Chapter 1

Trasporto radiativo

Come sappiamo dall’elettromagnetismo, conoscere E e B in una regione di spazio in
funzione del tempo permette in linea di principio una descrizione completa del campo di
radiazione. In qualsiasi punto potremmo calcolare l’energia elettromagnetica presente, e
potremmo calcolare l’evoluzione del campo dovuta all’interazione con la materia.

Quando però il campo elettromagnetico (EM) è la sovrapposizione di tante onde em,
con diverse direzioni, polarizzazioni e frequenze, la somma coerente di tutte le componenti
può essere complicata, e anche inutile se le diverse componenti non sono, appunto, coer-
enti. Questo significa, nell’accezione più semplice, che nell’eseguire la media del quadrato
della somma di diverse onde elettromagnetiche, i termini corrispondenti all’interferenza
tra le diverse onde scompaiono. Diventa allora più conveniente usare una descrizione
scalare della radiazione elettromagnetica basata sull’energia.

Definiamo dunque alcune quantità:
Flusso radiante:
Φ
In pratica è la potenza totale che si misura attraverso una superficie, ovvero il flusso

del vettore di Poynting. Nel caso di campi incoerenti è la somma dei flussi associati a
ciascun campo.

Densità di flusso radiante:
F
È quella che comunemente chiamiamo intensità ( anche se il termine è abusato; a causa

di questo fatto si eviterà di parlare di intensità in questi termini). Quindi è la potenza
totale (cioè proveniente da tutte le direzioni) che passa per una superficie infinitesima,
diviso la superficie. Casi particolari sarebbero l’irradianza e l’“exitance” ( traduzione ??
) per radiazione che arriva su una superficie o per radiazione che lascia una superficie.

Spesso si usa il linguaggio infinitesimale:

F =
dΦ

dS
(1.1)

1
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che ci dice che operativamente, il flusso radiante sarebbe l’energia per unità di tempo che
passa attraverso una superficie infinitesima, diviso la superficie stessa.

Intensità radiante ( si noti che questa definizione di intensità è abbastanza diversa
da quella in uso in altri campi)

È la potenza per unità di angolo solido dΩ:

I =
dΦ

dΩ
(1.2)

In pratica è utile per caratterizzare una sorgente che si può considerare puntiforme, e
trova applicazione quando si considerano processi di scattering.

Radianza
L
Se consideriamo una direzione, e un elemento infinitesimo di superficie ortogonale,

vogliamo caratterizzare la quantità di luce proveniente da questa direzione e che incide su
questa superficie. Nel caso ideale di un’onda piana, questa sarebbe collegata alla densità
di flusso radiante, che in questo caso sarebbe associata a una sola direzione. In un caso
reale, la radiazione proverrà da più direzioni. Ogni direzione porterà allora un contributo
infinitesimo di densità di flusso radiante e quindi, per caratterizzare l’energia che arriva
da una direzione ha senso dividere per l’elemento differenziale di angolo solido e per
l’elemento di superficie ortogonale. Scriveremo quindi

L =
d2Φ

dΣdΩ
(1.3)

Per fare un esempio pratico, supponiamo di avere un rivelatore piano e di poterne vari-
are la superficie sensibile con un diaframma; supponiamo anche di potere variare, con un
secondo diaframma posto a una certa distanza lungo la direzione ortogonale al rivelatore,
l’angolo solido di accettazione. Riducendo il diametro dei diaframmi, il rapporto tra la
potenza totale misurata dal rivelatore e il prodotto della sua superficie con l’angolo solido
tenderà a una costante che è appunto la radianza definita per il punto in cui è situato il
rivelatore e la sua direzione ortogonale.

In linea di principio la radianza è la quantità che descrive completamente un campo
radiante scalare ( cioè di luce non polarizzata o quando non riveliamo la polarizzazione).
In una situazione in cui la radiazione elettromagnetica ha molte sorgenti occorrerà in ogni
punto definire la radianza per tutte le direzioni.

In un certo punto M, possiamo chiederci quale sarà la relazione tra la densità di flusso
radiante e la radianza.

La densità di flusso radiante è riferita a una superficie, e non a una direzione, mentre
la radianza è definita per ogni direzione. Quindi, se prendo una superficie dS, e conosco
la radianza in tutte le direzioni che partono da dS, avrò che la radianza per ogni direzione
contribuisce alla densità di flusso per
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dF = L(θ, φ)cos(θ)dΩ (1.4)

dove θ sarà l’angolo tra la superficie e la direzione considerata. Il fattore cos(θ) esprime
il fatto che la radianza è definita per una superficie ortogonale alla direzione considerata;
quindi, all’aumentare dell’angolo rispetto alla normale alla superficie, la radianza con-
tribuisce sempre meno alla densità di flusso.

La densità di flusso sarà quindi data da

F =

∫
dΩL(θ, φ)cos(θ) (1.5)

Avvertenza: In molti testi la radianza viene chiamata “Intensità” ( o “Intensity).

1.1 Assorbimento, scattering ed estinzione

Supponiamo che i principi fisici dei fenomeni di assorbimento e diffusione ( scattering)
siano stati introdotti nei corsi di base. Qui introduciamo i fenomeni empiricamente:
sappiamo che la radiazione elettromagnetica può essere assorbita dalla materia, con prob-
abilità che dipenderà dalla frequenza della luce e dalla natura del mezzo che stiamo
considerando. Ma sappiamo anche che la radiazione può essere deflessa dalla direzione
originaria. A questo fenomeno si da il nome di diffusione e microscopicamente possiamo
pensare che sia dovuto all’eccitazione di dipoli elementari che a loro volta irradiano. Nel
caso di mezzi costituiti da particelle i due fenomeni non sono indipendenti ( i calcoli per
particelle sferiche sono riportati nelle appendici). In ogni caso, occorrerà conoscere le
probabilità di assorbimento e diffusione; il concetto di cui c’è bisogno è quello di sezione
d’urto.

1.1.1 Definizione di sezione d’urto

Per definire i processi di interazione luce-materia in maniera generale, ma intuitiva, ci con-
viene ricorrere alla descrizione corpuscolare. Se consideriamo un’onda piana monocromat-
ica con una certa intensità (intesa come densità di flusso) I ( o un campo elettromagnetico
che localmente può essere approssimato da un’onda piana), possiamo schematizzarla come
un insieme di fotoni di energia E = h̄ω che si muovono tutti nella stessa direzione. Data
la densità spaziale di fotoni nf , potremo scrivere che l’intensità è data da I = cnh̄ω.
Supponiamo di avere una certa densità di particelle bersaglio nb, che possiamo pensare in
quiete; se si immagina che l’interazione sia del tipo “a sfere dure” ( ovviamente non è cos̀ı,
ma serve a fissare le idee), analoga cioè a quello che si avrebbe in una collisione classica
tra sfere, allora si potrà scrivere un’equazione per il numero di eventi di interazione che
si osservano per unità di tempo e per unità di volume:

dnev
dtdV

= cnfnbσ (1.6)
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dove σ è la sezione d’urto, che nel caso di sfere dure è semplicemente la superficie
della sfera proiettata sulla direzione del moto relativo. Quest’equazione si può ricavare in
realtà per ogni tipo di interazione. Ogni tipo di interazione avrà una sua sezione d’urto,
e quando ci sono più processi che possono coesistere la sezione d’urto totale è la somma
delle sezioni d’urto.

Se si guarda il numero di eventi di scattering in una singola direzione, occorre intro-
durre la cosiddetta sezione d’urto differenziale, che ci da il numero di eventi di scattering
in una determinata direzione. La notazione che si usa in questo caso è:

dnev
dtdV dΩ

= cninb
dσ

dΩ
(1.7)

Si ottiene la relazione tra la sezione d’urto differenziale e totale integrando su tutto
l’angolo solido:

σ =

∫
dσ

dΩ
dΩ (1.8)

Quindi, nel parametro dσ
dΩ

, che sarà in generale una funzione dell’angolo di scattering è
contenuta tutta l’informazione sul tipo di interazione. In particolare noi saremo interessati
all’interazione di radiazione con molecole ( quelle costituenti l’atmosfera) e con particelle
macroscopiche. Nel primo caso si potranno utilizzare i risultati della teoria semiclassica
dell’interazione radiazione-molecole, che sono ben noti. La sezione d’urto in questo caso
viene scritta a partire dall’indice di rifrazione dell’insieme di molecole, che dipenderà dalla
struttura dei livelli energetici. Per i nostri scopi, si utilizzeranno delle formule che tengono
conto dell’andamento dell’indice di rifrazione dell’atmosfera in funzione della frequenza.
Per frequenze vicine a transizioni atomiche o molecolari, la stessa teoria permetterà di
calcolare la sezione d’urto di assorbimento.

Nel caso in cui i bersagli sono costituiti da particelle macroscopiche (nel senso che
hanno dimensioni lineari grandi rispetto a quelle atomiche e dell’ordine o maggiori della
lunghezza d’onda) le sezioni d’urto si calcolano a partire dal valore dell’indice di rifrazione
complesso (tenendo conto quindi anche dell’assorbimento) del materiale utilizzando le
equazioni di Maxwell. Una teoria analitica esiste solo per le particelle di forma sfer-
ica (teoria di Mie) o sferoidale, mentre per forme più complicate il calcolo viene svolto
prevalentemente in maniera numerica. Nel seguito considereremo solo particelle sferiche e
utilizzeremo i risultati della teoria, che fornisce il risultato sotto forma di serie numeriche e
funzioni speciali. Calcolare le sezioni d’urto in questi casi non è complicato con la potenza
di calcolo che si ha a disposizione attualmente, almeno per particelle non troppo grandi
rispetto alla lunghezza d’onda.

Per potere calcolare come la radiazione si trasforma viaggiando in un mezzo, potremo
usare l’equazione 1.6 direttamente, quando potremo approssimare la radiazione con un’onda
piana, oppure in una forma leggermente modificata che dovrà tenere conto della dis-
tribuzione angolare della radiazione stessa. In effetti, se non si può identificare una
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direzione precisa dell’onda incidente, dovremo isolare il contributo della radiazione in-
cidente attorno a una certa direzione, per cui dovremo scrivere l’equazione in termini
della radianza.

Nel caso di un’onda piana monocromatica di frequenza angolare ω, che potrà essere
definita da una densità di fotoni nf , la densità di flusso radiante sarà E = cnf (h̄ω);
l’equazione 1.7 ci dice che un volume infinitesimo dV caratterizzato da una densità di
bersagli nb produce un’intensità radiante

dI = Einb
dσ

dΩ
dV = EiβdV (1.9)

dove si è definita la funzione di scattering:

β = nb
dσ

dΩ
(1.10)

che in generale sarà una funzione dell’angolo di scattering. ( Nel caso del lidar, il laser
può essere descritto da un’onda piana e si applica l’equazione 1.9 per ottenere l’equazione
lidar. In questo caso l’angolo di scattering è di 180◦ e di solito β(180◦) si indica con
coefficiente di backscattering.)

La funzione di scattering integrata su tutto l’angolo solido dà il coefficiente totale di
scattering ( spesso indicato semplicemente come coefficiente di scattering), che indichiamo
con αsca

αsca =

∫
dΩβ(θ, φ) (1.11)

Nel caso di presenza di diversi tipi di diffusori, il coefficiente di scattering sarà dato
dalla somma di diversi termini:

β =
∑
j

nbj
dσj
dΩ

(1.12)

supponendo che le diverse classi di diffusori siano numerate dall’indice j ( per esempio,
nel caso delle molecole dell’atmosfera dovremo sommare su molecole di ossigeno e azoto).
Inoltre, i diversi diffusori possono essere descritti da una funzione di distribuzione su un
parametro continuo. Il caso più comune è quello di una collezione di particelle sferiche
descrivibile da una una distribuzione in raggio; in questo caso scriviamo :

N(r) = N0P (r) (1.13)

dove N0 rappresenta la densità totale di particelle e P (r) la probabilità di trovare una
particella di raggio compreso tra r e r + dr. Poiché in generale per ogni raggio si ha una
sezione d’urto diversa, per ottenere il coefficiente di scattering occorrerà generalizzare la
1.12:
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β =

∫ ∞
0

N(r)
dσ(r)

dΩ
dr (1.14)

Nel caso più generale, il campo sarà descritto da una radianza. Il problema generale
che ci si pone è di stabilire come la radianza si trasforma per effetto dei processi di
scattering e assorbimento ed eventuali fenomeni di guadagno.

1.1.2 Assorbimento ed estinzione

Il concetto di sezione d’urto si applica ad ogni tipo di interazione, in particolare all’assorbimento,
ovvero la conversione di energia elettromagnetica in altre forme di energia. Analogamente
a quanto abbiamo fatto per lo scattering, si può definire una sezione d’urto di assorbi-
mento che descrive la probabilità che luce di una determinata frequenza venga assorbita
da molecole o particelle.

Se abbiamo una sezione d’urto di assorbimento σabs, si definisce quindi il coefficiente
di assorbimento:

αabs = nbσabs (1.15)

Se è presente solo il fenomeno di assorbimento, il numero di fotoni in un fascio di luce
monocromatico che si propaga lungo l’asse x si attenuerà esponenzialmente, nel caso di
assorbimento costante spazialmente, secondo la nota legge:

nf (x) = nf (0)exp(−αabsx) (1.16)

Nel caso in cui il coefficiente di assorbimento sia variabile, la generalizzazione é

nf (x) = nf (0)exp(−
∫ x

0

αabs(x
′)dx′) (1.17)

E’ importante sottolineare che questa legge di attenuazione vale solo per radiazione
monocromatica o per coefficienti di assorbimento che non variano con la frequenza. In
seguito vedremo la generalizzazione di questa legge al caso di radiazione non monocro-
matica.

Nel caso in cui si assume un mezzo continuo, la definizione 1.15 non ha evidentemente
molto senso non potendo definire una densità di assorbitori, ma il coefficiente di assorbi-
mento resta comunque definito dall’equazione 1.16, che può essere ottenuta direttamente
dalle equazioni di Maxwell in un mezzo dielettrico. In tal caso si usa spesso la parte
immaginaria dell’indice di rifrazione secondo la relazione

αabs = 2
ω

c
nim (1.18)

Nel caso in cui abbiamo un insieme di particelle che possono sia diffondere che as-
sorbire, sia il processo di scattering che quello di assorbimento portano a una riduzione
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dell’energia che viaggia in una determinata direzione, per cui si definisce un coefficiente
di estinzione che è la somma del coefficiente totale di scattering e del coefficiente di assor-
bimento. Il coefficiente totale di scattering è l’integrale sull’angolo solido del coefficiente
di scattering 1.9. Si ha quindi:

α = αsca + αabs (1.19)

Conoscendo i coefficienti β(Ω) e α in una regione di spazio, e le sorgenti del campo
elettromagnetico possiamo in linea di principio determinare la radianza in tutta la regione
di spazio di interesse.

1.2 Equazione del trasporto radiativo

.
L’equazione che descrive come la radianza si trasforma per interazione con un mezzo

in cui ci sono scattering, assorbimento ed emissione di radiazione si chiama equazione del
trasporto radiativo e si può ottenere facilmente applicando il principio di conservazione
dell’energia a un volume infinitesimo in cui siano note le precedenti grandezze. Supponi-
amo che il volume infinitesimo sia un cilindro di con area di base dA e altezza dr. Sup-
poniamo di studiare la variazione della radianza lungo la direzione dell’altezza del cilindro,
che assumiamo come asse z. I processi di cui dobbiamo tenere conto sono dunque:

• estinzione della radianza a causa di scattering e assorbimento

• guadagno della radianza dovuto a sorgenti di radiazione ( per esempio radiazione
termica) e a scattering di radiazione dalle altre direzioni verso la direzione z

Nella figura 1.1 è schematizzata la geometria dei diversi processi. Dobbiamo quindi
scrivere che la variazione di radianza tra z e z + dz è dovuta a questi processi:

dL = (dL)ex + (dL)sca + (dL)source (1.20)

Il primo termine è negativo ed è dato da:

(dL)ex = −αL(z)dz (1.21)

Per scrivere il secondo termine teniamo presente l’equazione 1.9; questa equazione è
stata definita per un’onda piana; per generalizzarla, occorre sostituire alla densità di flusso
radiante Ei per l’onda piana la quantità corrispondente per un campo generico definito
da una radianza

dEi(θ′, φ′, z) = L(θ′, φ′, z)dΩ′ (1.22)
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Figure 1.1: Schematizzazione dei processi che concorrono a cambiare la radianza.

dove intendiamo con θ′, φ′ gli angoli polari di una direzione generica con l’asse z.
L’intensità che viene creata nella direzione z a causa dello scattering da una direzione θ′è
quindi:

d2I = L(θ′, φ′, z)dΩ′β(θ′)dV (1.23)

( con la notazione d2I si intende che è una quantità doppiamente differenziale in quanto
dipende dall’elemento di angolo solido e di volume) e, ricordando la relazione tra radianza
e intensità e scrivendo dV = dadz abbiamo:

d2LscadA = L(θ′, φ′, z)dΩ′β(θ′)dAdz (1.24)

da cui

d2Lsca = L(θ′, φ′, z)dΩ′β(θ′)dz (1.25)

A questo punto occorre integrare su tutto l’angolo solido per avere il contributo dello
scattering al guadagno della radianza, quindi ottenere:

dLsca = (

∫
L(θ′, φ′, z)β(θ′)dΩ′)dz (1.26)

Scriveremo dunque:

dL = −αLdz + (

∫
L(θ′, φ′, z)β(θ′)dΩ′)dz + dLsource (1.27)
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E’ ragionevole che il termine di guadagno dovuto alla sorgente (radiazione termica)
possa essere schematizzato come proporzionale alla lunghezza dz, per cui si potrà scrivere
dLsource = Sdz.

La forma finale dell’equazione è quindi:

dL

dz
= −αL+

∫
L(θ′, φ′, z)β(θ′)dΩ′ + S (1.28)

1.3 Alcune definizioni

1.3.1 Albedo di singolo scattering

Abbiamo visto che un mezzo composto da particelle che diffondono e assorbono può
essere definito un coefficiente totale di scattering e un coefficiente di assorbimento, che
sommati danno il coefficiente di estinzione. Per caratterizzare un mezzo (tipicamente una
popolazione di aerosol) un parametro importante è il rapporto tra coefficiente di scattering
e coefficiente di estinzione, detto albedo di singolo scattering

ω =
αsca

αsca + αabs
(1.29)

1.3.2 Funzione di fase

Ricordiamo la relazione tra la funzione di scattering e il coefficiente totale di scattering è:

αsca =

∫
β(θ)dΩ (1.30)

Per mettere in evidenza la distribuzione angolare della radianza diffusa, si usa una
funzione di scattering normalizzata chiamata funzione di fase:

p(θ) = 4π
β(θ)

αsca
(1.31)

( La ragione di questa normalizzazione è che una diffusione isotropa potrà essere
individuata da una funzione di fase uguale a 1, e la funzione di scattering sarà 1/(4π)αsca
)

Con questa definizione, la normalizzazione della funzione p(θ) è data da∫
(p(θ)dΩ) = 4π (1.32)∫

(p(θ)d(cos(θ))) = 2 (1.33)
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1.3.3 Forma standard dell’equazione del trasporto radiativo

il coefficiente di guadagno dovuto allo scattering nell’equazione del trasporto radiativo si
scrive:

∫
L(θ′, φ′, z)β(θ′)dΩ′ =

αsca
4π

∫
L(θ′, φ′, z)p(θ′)dΩ′ = αω

1

4π

∫
L(θ′, φ′, z)p(θ′)dΩ′ (1.34)

Definendo quindi:

Jsca =
ω

4π

∫
L(θ′, φ′, z)p(θ′)dΩ′ (1.35)

Jsource =
S

α
(1.36)

l’equazione del trasporto radiativo assume la forma

dL

dz
= −α(L− Jsca − Jsource) (1.37)

1.3.4 Il termine di emissione termica

Il termine di emissione è importante quando si lavora nelle regioni spettrali dell’infrarosso
e delle microonde. In questo caso l’emissione termica è importante, mentre lo scattering
da molecole e da aerosol è trascurabile ( mentre è importante lo scattering da particelle
di acqua liquida o solida). Dalla teoria dell’emissione termica si può scrivere:

Jsource = (1− ω)LB(T ) (1.38)

dove LB è la radianza monocromatica di corpo nero alla temperatura considerata:

LB(T, ν) =
2hν3

c2[exp
(
hν
kT

)
− 1]

(1.39)

(h costante di Plank, k costante di Boltzmann, c velocità della luce) Si ricorda che,
come si vede dalla 1.38, l’emissione di radiazione termica è proporzionale all’assorbimento.
Questo significa che, quando si osserva l’atmosfera terrestre in una regione spettrale in
cui l’emissione termica non è trascurabile, si ha emissione solo se c’é assorbimento, e
viceversa; quindi, quello che si osserva, per esempio da un satellite, è dovuto al bilancio
tra questi due processi, che si puó calcolare con la forma integrale dell’equazione del
trasporto radiativo presentata nel prossimo paragrafo.
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1.4 Forma integrale dell’equazione del trasporto ra-

diativo

Possiamo trasformare l’equazione 1.37 scrivendo:

dL

dz
+ αL = α(Jsca + Jsource) = αJ (1.40)

Supponendo che J sia nota, potremmo integrare lungo z, sfruttando il fatto che

dLe
∫ z
0 α(z′)dz′

dz
= (

dL

dz
+ αL)e

∫ z
0 α(z′)dz′ (1.41)

Quindi, si potrà scrivere

(
dL

dz
+ αL)e

∫ z
0 α(z′)dz′ = αJe

∫ z
0 α(z′)dz′ (1.42)

da cui

dLe
∫ z
0 α(z′)dz′

dz
= αJe

∫ z
0 α(z′)dz′ (1.43)

Si può a questo punto integrare su z per ottenere

Le
∫ z
0 α(z′)dz′ − L(0) =

∫ z

0

α(s)J(s)e
∫ s
0 α(z′)dz′ds (1.44)

e quindi:

L(z) = L(0)e−
∫ z
0 α(z′)dz′ +

∫ z

0

α(s)J(s)e−
∫ z
0 α(z′)dz′+

∫ s
0 α(z′)dz′ (1.45)

Definendo lo spessore ottico tra due punti:

τ(z1, z2) =

∫ z2

z1

dz′α(z′)dz′ (1.46)

si ottiene

L(z) = L(0)e−τ(0,z) +

∫ z

0

α(s)J(s)e−τ(s,z)ds (1.47)

che ha quindi una semplice interpretazione: la radianza in un punto generico lungo z
è data dalla radianza nel punto 0 attenuata più l’integrale sulle radianze emesse da ogni
punto (in direzione z), attenuate per lo spessore ottico corrispondente.
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1.5 Soluzione dell’equazione del trasporto radiativo

in casi semplici

In generale l’equazione del trasporto radiativo è un’equazione non lineare e non ha soluzioni
analitiche. Ci sono tuttavia dei casi semplici che possono essere usati come base per casi
più realistici.

1.5.1 Propagazione da una sorgente localizzata.

Il primo caso che possiamo considerare è abbastanza ovvio: se abbiamo un mezzo in
cui conosciamo il coefficiente di estinzione,e supponiamo di conoscere la radianza in un
punto, trascurando lo scattering multiplo e i processi di emissione (in pratica, trascuri-
amo il termine di guadagno), è facile conoscere come la radianza si modifica lungo una
certa direzione. L’equazione 1.28 diventa lineare e quindi si ottiene la familiare legge
esponenziale:

L(z) = L(0)exp(−
∫ z

0

α(z′)dz′) (1.48)

dove supponiamo di conoscere la radianza nel punto z=0. Alternativamente, si ottiene
questo risultato semplicemente da 1.47 trascurando l’ultimo termine. Rimarchiamo di
nuovo che l’equazione del trasporto radiativo è scritta per le radianze monocromatiche, e
che l’equazione 1.48 è valida solo per radianze monocromatiche.

In particolare, possiamo pensare di considerare lo spessore ottico dell’atmosfera in un
certo punto della superficie terrestre calcolando l’integrale tra la quota z=0 e un’altezza
per la quale possiamo considerare la densità dell’atmosfera trascurabile. Quindi, l’espressione
per la radianza della radiazione solare diretta misurata a terra si scrive:

L = L(0)exp(−m0τ) (1.49)

dove τ =
∫∞

0
α(z′)dz′ ( l’integrale si intende effettuato lungo la direzione verticale fino

a un’altezza tale che l’estinzione atmosferica si annulla) e m0 = 1/cos(θ0) con θ0 angolo
zenitale del sole. Questo fattore (si chiama massa d’aria) tiene conto del fatto che il
cammino percorso dai raggi solari si allunga con l’inclinazione.

Ribadiamo che questa soluzione è valida in assenza di emissione e in assenza di scat-
tering multiplo. Quindi si suppone che la luce sottratta per diffusione alla direzione
originale non possa tornare a essere diffusa una seconda volta. Questo non sarà vero se
la probabilità di scattering è abbastanza alta, per esempio questa è una condizione che
è abbastanza ben soddisfatta in un’atmosfera “pulita”, mentre non lo è certamente in
presenza di nebbia o all’interno di una nuvola.

La misura dello spessore ottico dell’atmosfera a diverse lunghezze d’onda attraverso
misure della radianza solare è probabilmente l’indagine più semplice e diretta che si può
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fare per ottenere informazioni con tecniche ottiche. Gli strumenti per effettuare tali
misure sono i fotometri solari, che sono concettualmente molto semplici: basta un sensore
di luce con un campo di vista sufficientemente ristretto da puntare in direzione del sole
per misurare la quantità di luce che arriva a terra. Se si può stimare ( nel seguito vedremo
come) la quantità L(0), si può ottenere lo spessore ottico.

1.5.2 Emissione in assenza di scattering

Un altro esempio semplice, che sarà utile nel seguito, è il caso di un mezzo che non presenta
scattering, ma solo emissione e assorbimento. In questo caso, il termine di sorgente è dato
da:

Jsource = LB (1.50)

l’equazione del trasporto radiativo in forma integrale diventa:

L(z) = L(0)e−τ(0,z) +

∫ z

0

α(s)LB(T (s))e−τ(s,z)ds (1.51)

dove è sottinteso che α è dato solo dall’assorbimento.
se supponiamo di conoscere la radianza in z = 0 e le caratteristiche del mezzo, possiamo

calcolare la radianza in z. Supponendo di conoscere la funzione Jsource e il coefficiente
α, dato in questo caso dall’assorbimento, si può allora ottenere una relazione che lega
la radianza misurata alle caratteristiche del mezzo. Nelle applicazioni di remote sensing
si utilizza questa propriet’a per ottenere il profilo di temperatura o di gas in traccie
attraverso misure di radianza nella regione dell’infrarosso o delle microonde.

1.5.3 Radianza diffusa in assenza di scattering multiplo-1

Infine, vediamo come si può risolvere l’equazione per ottenere informazioni sulle proprietà
di scattering dell’atmosfera. In questo caso occorre risolvere l’equazione del trasporto
radiativo nell’atmosfera in presenza di scattering. E’ intuitivo che il problema è piuttosto
complicato, poiché l’atmosfera non è omogenea e perché la luce che arriva da una determi-
nata direzione può essere dovuta a un evento di scattering singolo della radiazione solare,
ma anche ad eventi di scattering multiplo. Per esempio, la radiazione solare arriva sulla
terra, viene riflessa dal suolo, e poi può essere diffusa di nuovo dall’atmosfera; a causa di
questo fenomeno, diventa molto complicato scrivere il termine di guadagno per scattering
nell’equazione 1.28.

Il primo passo per risolvere l’equazione del trasporto radiativo in questa geometria è
allora considerare un’atmosfera omogenea “piano-parallela” e considerare solo gli eventi di
scattering singolo. Atmosfera piano parallela significa che supponiamo che l’atmosfera sia
contenuta tra due piani infiniti; ovviamente questo è un modello realistico solo localmente.
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In più, si considera che le proprietà dell’atmosfera siano costanti; si può poi pensare di
costruire un modello migliore sovrapponendo molti strati che possono essere considerati
omogenei. Una volta stabilito come avviene la diffusione nel singolo strato, si può pensare
di simulare i processi di diffusione multipla per approssimazioni successive.

Analogamente a quanto è stato fatto nell’esempio precedente, potremmo scrivere una
soluzione formale; è interessante però partire con argomenti di plausibilità. Partiamo
quindi con uno strato che ha proprietà costanti e si estende da 0 a una altezza zm.
Supponiamo che il sole si trovi a un angolo θ0 rispetto alla verticale e di misurare la
radianza dell’atmosfera a un certo angolo θ. Nelle condizioni in cui ci siamo messi, per
calcolare questa radianza ci basterà sommare le radianze diffuse in ogni punto lungo
la direzione θ, tenendo presente che per ogni punto si ha una diversa attenuazione della
radiazione solare che arriva fino a quel punto, e una diversa attenuazione della luce diffusa
fino al punto di osservazione. Facciamo riferimento alla figura 1.5.3(a)

Dato un punto di altezza z nella direzione θ la lunghezza di un raggio solare per
arrivare fin qui sarà data da

S0 = (zm − z)/cos(θ0) (1.52)

mentre il cammino per andare verso il punto di osservazione sarà lungo

S = z/cos(θ) (1.53)

Introducendo il fattore “massa d’aria” m = 1/cos(θ) avremo che il contributo alla
radianza diffusa del punto considerato sarà

dL ∝ exp(−(mz)α)exp(−(m0(zm − z)α)dz (1.54)

Integrando quindi da 0 a zm (ricordiamo che si suppone che l’atmosfera sia omogenea
) si ottiene

L(θ, θ0) ∝ 1

α(m−m0)
(e−m0τ − e−mτ ) (1.55)

τ è lo spessore ottico totale dell’atmosfera ( in questo caso semplicemente αzm).
In realtà possiamo generalizzare questo risultato in maniera semplice a una situazione

in cui consideriamo lo strato omogeneo per quanto riguarda le proprietà intensive, cioè
quelle che non dipendono dal numero totale di diffusori. In effetti, possiamo pensare a
uno strato in cui abbiamo diversi tipi di diffusori, ma in cui il numero relativo dei diversi
tipi rimane costante. Questo significa che la funzione di fase p(Θ) e l’albedo di singolo
scattering rimarranno costanti. L’angolo Θ è l’angolo di scattering. Riscriviamo allora in
maniera leggermente più generale la 1.54, ricordando che:

• la luce diffusa da una densità di diffusori n sarà proporzionale a da nσs(Θ), uguale
per definizione a 1

4π
αexωp(θ)
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Figure 1.2: a) geometria di osservazione per un fotometro basato a terra che punta nella
direzione θ; si suppone che il sole sia a un angolo θ0 e che il sensore sia al centro del
sistema di riferimento. L’angolo di scattering é indicato in grassetto. b) geometria di
osservazione per un fotometro basato su satellite. Si suppone che il satellite sia al di
fuori dell’atmosfera, lungo la retta che parte dal centro e va in direzione θ. La radiazione
rivelata é quella diffusa verso l’alto e contiene sia i contributi dall’atmosfera che quelli
dalla superficie.
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• la trasmissione lungo una direzione in cui il coefficiente di estinzione varia è dato da
exp−

∫
α(s)ds

Potremo quindi congetturare che:

dL =
1

4π
(αex(z)ωp(θ)dz)

(
f0e
−m

∫ z
0 αex(z′)dz′e−m0

∫ zm
z αex(z′)dz′

)
(1.56)

Avendo chiamato f0 l’irradianza solare, il primo termine tra parentesi indica quanta
luce può venire diffusa da un volume infinitesimo alla quota z, mentre il secondo descrive
l’attenuazione della luce nel percorso. A questo punto, potremmo cambiare variabile in
τ =

∫ zm
z

αex(z)dz e quindi considerare lo spessore ottico infinitesimo dτ = −αexdz, per
cui l’equazione 1.56 potrà essere riscritta come:

dL = − 1

4π
ωp(θ)dτf0e

−m(τ0−τ(z))e−m0τ = f0ωp(θ)e
−mτ0e(m−m0)τdτ (1.57)

Quindi, integrando tra τ0 e 0 (corrispondenti rispettivamente alle quote 0 e zm si
otterrà, se θ 6= θ0

L(θ, θ0) = f0
m

4π

(e−m0τ0 − e−mτ0)
m−m0

ωp(Θ) (1.58)

mentre per (θ = θ0)

L(θ0) = f0
m

4π
e−m0τ0τ0ωp(Θ) (1.59)

Il caso (θ = θ0) corrisponde al caso in cui la radiazione diffusa viene osservata a un
angolo uguale a quello zenitale; questa configurazione verrà illustrata nel capitolo sulla
fotometria solare.

Le equazioni 1.57 e 1.58 potrebbero essere ottenute formalmente dall’equazione del
trasporto radiativo considerando le corrette condizioni al contorno, cioè che al di fuori
dell’atmosfera la radianza è solo la radianza solare definita da Ls = f0δ(Ω−Ω′); si scrive
la radianza totale come la parte diretta e la parte diffusa:

Lt = L+ Ls = L(z) + f0δ(Ω−Ω′) (1.60)

sostituendo nell’equazione del trasporto radiativo, il termine con la radianza solare
viene integrato, dando cos̀ı il contributo alla radianza totale dello scattering della radi-
azione solare. Se si trascura lo scattering multiplo si ottiene un’equazione differenziale
facile da integrare da cui si riottengono le 1.58 e 1.59.

Le equazioni 1.49 e 1.58 mostrano come dalle misure di radianza trasmessa e diffusa a
diversi angoli sia possibile ottenere parametri ottici dell’atmosfera come la funzione di fase,
lo spessore ottico e l’albedo di singolo scattering. Le misure vengono inoltre effettuate a
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diverse lunghezze d’onda e questo permette di potere ottenere informazioni sulle caratter-
istiche degli aerosol e sulla concentrazione delle componenti variabili dell’atmosfera come
il vapore acqueo.

1.5.4 Radianza diffusa in assenza di scattering multiplo-2

Analogamente a quanto visto prima, possiamo calcolare la radianza solare diffusa misurata
da un sensore imbarcato su un satellite che punta verso la superficie terrestre (configu-
razione nadir looking). Consideriamo sempre una atmosfera piano parallela con proprietà
di scattering omogenee. Con riferimento alla figura 1.5.3b), il contributo della superficie
è semplicemente dato dalla radianza solare attenuata moltiplicata per la riflettività della
superficie. Questo coefficiente, in generale, dipende dagli angoli zenitali del sole e del
satellite, e dalle caratteristiche della superficie. Per quanto riguarda invece l’atmosfera,
possiamo, come prima, integrare formalmente l’equazione del trasporto radiativo oppure
scriverci, direttamente il contributo infinitesimo alla radianza di un elemento di atmosfera
di spessore dz. Con le stesse notazioni del paragrafo precedente si ha:

dL =
(
f0e
−m0τ(z)

) (m
4π
αsp(Θ)dz

)
e−mτ(z) =

m

4π
f0ωp(Θ)e−(m0+m)τ(z)α(z)dz (1.61)

cambiando variabile da z a τ(z) si ottiene:

dL = −m
4π
f0ωp(Θ)e−(m0+m)τdτ (1.62)

da cui, integrando tra tau0 e 0 si ottiene:

L =
mωf0p(Θ)

4π(m+m0)

(
1− e−(m+m0)τ0

)
(1.63)

In caso di spessore ottico piccolo , l’esponente tende a zero per cui si ha la forma
semplificata:

L =
m

4π
ωf0τ0p(Θ) (1.64)

1.6 Richiami sulle funzioni di assorbimento

Per comodità dello studente che ha visto questi concetti anni prima, richiamiamo alcune
caratteristiche della sezione d’urto di assorbimento.

Come è noto dalla meccanica quantistica, date le funzioni d’onda di due stati di un
atomo o di una molecola con energia diversa, si può calcolare la probabilità di transizione
tra i due stati in presenza di un’onda elettromagnetica monocromatica. Nel seguito sup-
porremo sempre di avere a che fare con molecole ( è raro che ci siano atomi otticamente
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attivi in atmosfera: l’ossigeno che si può formare reagisce subito). Supporremo inoltre
che si ottengano probabilità di transizione per luce non monocromatica integrando sulla
frequenza le sezioni d’urto che si ottengono per luce monocromatica. Inoltre, parleremo
il più delle volte di assorbimento perché i processi di emissione stimolata sono analoghi,
mentre il processo di emissione spontanea per le molecole nell’infrarosso è trascurabile.

1.6.1 Allargamento omogeneo

In prima approssimazione, si ha una probabilità di transizione solo quando la frequenza
della luce incidente è risonante con la frequenza corrispondente alla differenza di energia
ν0 = ∆E

h
tra i livelli; calcoli più dettagliati portano a considerare il tempo di interazione

tra la radiazione e la molecola: quando l’interazione presenta delle interruzioni dovute
a collisioni o all’emissione spontanea, il risultato per l’assorbimento è che la probabilità
viene a dipendere dalla frequenza secondo una funzione lorenziana:

σ(ν) = σ0
1

2π

Γ
Γ
2

2
+ (ν − ν0)2

(1.65)

Il valore massimo σ0 dipende dalla struttura molecolare ( momento di dipolo elettrico della
transizione, nel caso di frequenze ottiche), mentre il parametro Γ dipende dalla frequenza
di collisioni, e quindi dalla pressione, e rappresenta la larghezza intera della curva a mezza
altezza.Esistono delle formule semiempiriche per l’allargamento spettrale Γ delle diverse
molecole. L’ordine di grandezza in MHz è dato da Γ ∼ 10(Mhz/torr) ∗ p(torr). Nel
caso di frequenze ottiche o UV, occorrerà sommare anche la larghezza corrispondente
all’emissione spontanea, che diventa importante per pressioni basse.

1.6.2 Allargamento Doppler e profilo Voigt

In un gas a temperatura diversa da zero le molecole si muovono: quindi, nell’interazione
tra un’onda di frequenza ν e il campione di molecole occorre considerare l’effetto Doppler;
se nel sistema di riferimento del laboratorio la radiazione ha frequenza ν, nel sistema di
riferimento di una molecola che si muove con velocità v lungo l’asse della radiazione la
frequenza diventa

ν′ = ν − νv/c (1.66)

Le molecole che hanno questa velocità assorbono quindi con una probabilità che è data
dall’ eq. 1.65 alla frequenza ν′.

Si otterrà dunque, sostituendo ν′ nella 1.65:

σ(ν, v) = σ0
1

2π

Γ
Γ
2

2
+ (ν − νv/c− ν0)2

(1.67)
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Per trovare quanta radiazione sarà assorbita occorrerà integrare su tutta la distribuzione
di velocità, che è data dalla distribuzione di Maxwell-Boltzmann:

P (v) =
1√
π∆v

exp(− v

∆v

)2 (1.68)

con ∆v =
√

kT
m

. Si otterrà quindi una sezione d’urto di assorbimento efficace data da
:

σeff (ν) =

∫ ∞
−∞

σ0
1

2π

Γ
Γ
2

2
+ (ν − νv/c− ν0)2

P (v)dv (1.69)

Cambiando variabile, possiamo trasformare questo integrale in un prodotto di con-
voluzione tra una funzione della frequenza Gaussiana e una Lorenziana. In questa forma
la funzione di allargamento è nota come profilo di Voigt:

σeff (ν) =

∫ ∞
−∞

dδν′σ0
1

2π

Γ
Γ
2

2
+ (ν − δν′ − ν0)2

1√
π∆νD

exp−(
δν′

∆νD
)2 (1.70)

con ∆νD = ∆v ν
c

Nel caso in cui ∆νD >> Γ la curva tende a una gaussiana data da:

σ(ν) = σ0(
1

2
√
π∆νD

exp−(
ν − ν0

∆νD
)2 (1.71)

Questo è il caso quando la pressione è molto bassa. Occorre tuttavia notare che, anche
quando la curva Gaussiana è una buona approssimazione del profilo Voigt non lontano
dal centro della curva di assorbimento, le code dell’assorbimento sono sempre di tipo
Lorenziano.

Nel caso opposto di pressioni alte, per esempio a bassa quota, ci si aspetta che il profilo
di assorbimento sia dato dalla curva Lorenziana.

1.6.3 Propagazione di un fascio in un’atmosfera con assorbi-
mento

Se abbiamo un gas con una singola transizione, integrando l’equazione del trasporto ra-
diativo si ottiene, per la radianza monocromatica trasmessa dopo una distanza Z:

L(Z, ν) = L(0, ν) exp−
(∫ Z

0

α(ν, z)dz

)
(1.72)

Questa semplice espressione permette di calcolare lo spessore ottico tra 0 e Z noto il
rapporto L(Z)/L(0). Si vedranno applicazioni di questa formula in diversi casi.
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Questa espressione è però valida solo quando si considerano radianze monocromatiche.
Tranne nei casi in cui si utilizzano per misure atmosferiche dei laser o dei radar, abbiamo a
che fare con luce naturale che ha uno spettro esteso; inoltre, un rivelatore avrà una banda
passante che di solito è confrontabile o più grande con la larghezza della transizione.
Quindi, se supponiamo di avere nel punto z = 0 una radianza con uno spettro arbitrario
L(0, ν), la radianza integrata su un intervallo di frequenza ∆ν sarà dato dall’integrale

Lint(Z,∆ν) =

∫
∆ν

dνL(0, ν) exp

(
−
∫ Z

0

α(ν, z)dz

)
(1.73)

Nel caso più semplice di un coefficiente di assorbimento costante in z, e di uno spettro
iniziale che si può considerare costante, si ottiene

Lint(Z,∆ν) = L(0, ν)

∫
∆ν

dν exp−Zα(ν) (1.74)

Esplicitando il coefficiente di assorbimento come α(ν) = nσ(ν), vediamo quindi che la
radianza trasmessa sull’intervallo ∆ν è data da:

Lint(Z,∆ν) = L(0, ν)

∫
∆ν

dν exp−Znσ(ν) (1.75)

In questo caso non c’è una maniera semplice di ottenere la densità n dalla misura della
radiazione trasmessa.

Nel caso di prodotto nZ piccolo, si potrà scrivere :

Lint(Z,∆ν) = L(0, ν)

∫
∆ν

dν(1− σ(ν)nZ) = L(0, ν)(∆ν − nZ
∫

∆ν

σ(ν)) (1.76)

Da questo si vede che la trasmissione in regime lineare dipende sostanzialmente dall’integrale
della sezione d’urto.

Può capitare che un certo numero di transizioni ( in gergo: righe) siano raggruppate,
ad esempio quando si considerano le transizioni rotovibrazionali di una molecola nell’IR,
e che la loro distanza in frequenza sia dello stesso ordine degli allargamenti. In questo
caso occorrerà tenere conto del contributo di tutte le righe, quindi la sezione d’urto totale
di assorbimento per una radiazione monocromatica sarà data da una somma di termini
del tipo 1.70.

Nel caso in cui nell’intervallo ∆ν siano presenti più transizioni, il coefficiente di assor-
bimento si scriverà

α(ν) = n
∑
i

σi(ν) (1.77)

e le equazioni 1.75,1.76 saranno opportunamente generalizzate. Si otterrà quindi per
il caso generale:
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Lint(Z,∆ν) = L(0, ν)

∫
∆ν

dν exp−nZ
∑
i

σi(ν) (1.78)

L’approssimazione lineare sarà sostituita da :

Lint(Z,∆ν) = L(0, ν)(∆ν − nZ
∫

∆ν

∑
i

σi(ν)) (1.79)

E’ da notare che, tranne per il caso lineare, dato un certo numero di righe contenuto in
∆ν, la trasmissione totale sarà maggiore per righe che si sovrappongono rispetto a righe
che non si sovrappongono.

Dall’espressione 1.78 si vede che, per potere calcolare l’assorbimento della radianza su
un certo intervallo di frequenze occorre calcolare degli integrali del tipo∫

∆ν

dν exp−(nZ)
∑
i

σi(ν) (1.80)

Questi integrali vanno calcolati a partire dai dati spettroscopici delle molecole, in
diverse condizioni di allargamento, e non hanno in generale un’espressione analitica. In
passato, il problema non poteva essere affrontato direttamente in maniera numerica, e
questo ha portato allo sviluppo di diversi modelli. Attualmente, è invece possibile il
cosiddetto calcolo line-by-line ed esistono diverse basi di dati che permettono di ottenere
gli assorbimenti da parte delle molecole presenti in atmosfera, in diverse condizioni.

1.6.4 Formule semiempiriche per l’assorbimento

In alcuni casi esistono delle formule semiempiriche che correggono l’equazione valida per
radiazione monocromatica; per esempio per il vapore acqueo che assorbe nel vicino in-
frarosso si utilizza per la trasmissione attraverso l’atmosfera una formula del tipo:

TWV = exp(a− bPW β) (1.81)

dove PW è il contenuto colonnare di vapore acqueo PW =
∫
ρWV dz, cioè l’integrale in

altezza della concentrazione di vapore acqueo e a, b, β delle costanti che dipendono dalla
frequenza e dalla larghezza spettrale del rivelatore.

Nel caso di percorsi non brevi rispetto alla distanza tipica di assorbimento data da
1/α, ci si dovrà aspettare che lo spettro cambi lungo il percorso; la conseguenza è che,
in presenza di assorbimenti, la radiazione solare che arriva sulla terra, o che arriva su
un satellite dopo essere stata diffusa dall’atmosfera non è legata in maniera semplice allo
spessore ottico corrispondente a una transizione singola, ma occorre risolvere in maniera
completa l’equazione del trasporto radiativo.
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Richiami sull’atmosfera

2.1 Composizione

L’atmosfera è composta quasi totalmente da molecole di Azoto e Ossigeno. In quantità
variabili, troviamo vapore acqueo. Ci sono poi una serie di gas in traccia , come CO2,
CH4, sia di origine naturale che antropica e ben mescolati. Altre molecole sono emesse
a causa di processi naturali ma sono fortemente reattive per cui la loro concentrazione
varia notevolmente. Un caso particolare è l’ozono, che è presente in alta concentrazione
nella stratosfera e in bassa concentrazione nella troposfera. Infine si hanno moltissimi gas
dovuti ad attività umane.

Il vapore acqueo in particolari condizioni cambia stato e da luogo alla presenza di
acqua liquida o solida (nuvole di acqua o ghiaccio, pioggia, neve). Infine, in atmosfera
sono presenti particelle di grandezza variabile da pochi nm a una decina di micron, note
collettivamente sotto il nome di aerosol. Tali particelle possono rimanere sospese a lungo
nell’atmosfera anche per parecchi giorni, ma possono anche andare incontro a molteplici
trasformazioni. La molteplicità di sorgenti e di processi fisici, insieme con la vita media
relativamente breve, fanno si che la concentrazione di aerosol sia estremamente variabile.
Gli aerosol si trovano soprattutto nella parte più bassa dell’atmosfera ( lo strato limite,
circa i primi 1000 m di quota ), o nella stratosfera ( oltre 10 km).

2.2 Richiami di termodinamica

La Terra ha un raggio (medio) di circa 6000 km. L’atmosfera si estende per circa un
centinaio di km, ma non c’è un limite netto. E’ utile richiamare alcune considerazioni
termodinamiche che ci permettono di stimare come varia la densità e la temperatura della
terra.

Consideriamo un gas perfetto (biatomico) che circonda la terra, che per il momento
supponiamo sferica e a temperatura costante. Anzi, in prima approssimazione consideri-

22



CHAPTER 2. RICHIAMI SULL’ATMOSFERA 23

amo una Terra “piatta” e un’atmosfera altrettanto piatta.
A una certa altezza, se l’aria è in equilibrio, avremo che la pressione dovrà essere data

dal peso dell’aria sovrastante, quindi

p(z) =

∫ ∞
z

mρ(z′)gdz′ (2.1)

dove ρ(z′) è la densità in numero di molecole dell’aria, m la massa media di una
molecola d’aria (cioè una media pesata delle masse molecolari di azoto e ossigeno) e g
l’accelerazione di gravità ( che dipende anch’essa da z, ma che in prima approssimazione
possiamo considerare costante. Quindi, differenziando, si ottiene l’equazione idrostatica
che fornisce la variazione di pressione con la quota:

dp

dz
= −mρg (2.2)

Se utilizziamo l’equazione di stato dei gas perfetti, p = kρT , si ottiene un’equazione
che lega pressione e temperatura:

dp

dz
= −m p

kT
g (2.3)

Se pensiamo di spostare un volumetto d’aria lungo una certa altezza, poiché i gas
sono cattivi conduttori di calore possiamo pensare che pressione e temperatura cambino
seguendo la legge di una trasformazione adiabatica:

T

p
γ−1
γ

= costante (2.4)

con γ = 5/2 per molecole biatomiche; facendo la derivata logaritmica si ottiene

dp

p
=

γ

γ − 1

dT

T
(2.5)

che sostituita nella 2.3 dà:

dT

T
= −mg

kT

γ − 1

γ
dz (2.6)

da cui si otterrebbe, per quote piccole, una variazione costante di temperatura. Sos-
tituendo i numeri si ha il cosiddetto “gradiente adiabatico secco” che è circa di 10 gradi
per kilometro. ( Ovviamente in questa approssimazione c’è un’altezza per la quale la
temperatura diventa zero; è facile vedere che se si considera la corretta variazione di g
con l’altezza questo non si verifica).

Possiamo a questo punto calcolare come variano la pressione e la densità, e otterremo
quindi ( in approssimazione di g costante) :
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Figure 2.1: Andamento della pressione con l’altezza. L’andamento può essere approssi-
mato con una legge esponenziale. Anche la densità molecolare ha un andamento simile e
può essere approssimata allo stesso modo.

p(z) = p(0)

(
T (0)− α(z)

T (0)

)mg
kα

(2.7)

Il caso in cui teniamo conto della variazione di g è leggermente più complicato, tuttavia
qui non lo usiamo perché quello che ci interessa adesso è capire che, se consideriamo una
Terra a temperatura T (0) e pressione p0, abbiamo una temperatura dell’aria che decresce
con l’altezza e una pressione che decresce anch’essa. Anche la densità, come è noto
sperimentalmente, decresce con l’altezza.

È inoltre interessante risolvere l’equazione idrostatica supponendo la temperatura
costante. In questo caso è facile vedere che l’andamento della pressione è esponenziale.
L’andamento esponenziale della pressione è una buona approssimazione per l’andamento
reale, anche se la temperatura non è costante. Nella figura 2.1 è riportato l’andamento
della pressione e della densità in un caso reale e una approssimazione esponenziale. Come
si vedrà nel prossimo paragrafo, c’è comunque una situazione in cui la temperatura può
essere considerata costante.

2.3 Stratificazione dell’atmosfera

In questa derivazione non abbiamo però tenuto conto dei processi radiativi: la terra a
una certa temperatura emette radiazione elettromagnetica (radiazione termica), e se non
ricevesse energia dal Sole, non potrebbe avere temperatura costante. D’altra parte le
molecole dell’aria interagiscono sia con la radiazione solare che con la radiazione termica,
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per cui non si hanno in realtà i semplici profili di temperatura e pressione che abbiamo
calcolato. Le caratteristiche termodinamiche dell’atmosfera sono state estensivamente
studiate a partire dalla fine dell’800. Sappiamo quindi che la temperatura dell’aria non
ha un andamento costante, ma presenta delle inversioni che danno luogo a degli strati
ben definiti. La parte più bassa dell’atmosfera è chiamata troposfera, e la temperatura
decresce più o meno come è stato calcolato. Il motivo è che in questo caso lo spettro
della radiazione solare va dal vicino UV al vicino infrarosso, e le molecole di O2 e N2 non
assorbono in questo intervallo spettrale, e non assorbono nemmeno alle lunghezze d’onda
corrispondenti alla radiazione termica.

A un’altezza di circa 10 km la temperatura riprende a crescere: questa zona è chia-
mata stratosfera. Il tratto in cui comincia l’inversione, e la temperatura è quindi quasi
costante, si chiama tropopausa. La stratosfera si estende fino a circa 50 km, dopodichè
la temperatura riprende a scendere fino a un’altezza di circa 90 km. Al di là di queste
altezze la temperatura riprende a crescere e questa zona si chiama termosfera. La densità
continua però sempre a scendere; non esiste un limite preciso dell’atmosfera: la termosfera
arriva fino a circa 700 km, al di là si parla di esosfera (temperatura costante) fino a circa
10000 km.

Uno schema degli strati atmosferici e delle corrispondenti variazioni di atmosfera è
mostrato nella figura 2.2.

Queste differenze nell’andamento della temperatura sono dovute all’interazione tra
la radiazione solare e le molecole. Molto qualitativamente, si può dire che, partendo
dall’esterno dell’atmosfera, la radiazione solare ultravioletta eccita e ionizza le molecole:
il risultato finale è quindi un riscaldamento dei primi strati, che però diminuisce scen-
dendo di quota dato che si ha meno radiazione ultravioletta a disposizione. Si arriverà
quindi a un equilibrio tra l’effetto idrostatico della discesa di temperatura e l’effetto di
riscaldamento diretto del sole e si avrà la transizione tra la termosfera e la mesosfera (
mesopausa). Tra circa 60 e 450 km di altezza la radiazione ionizza le molecole e si ha quindi
un’atmosfera che è composta parzialmente da specie cariche (ioni e elettroni): si parla per
questo di ionosfera. Nella mesosfera l’effetto di riscaldamento diretto non prevale rispetto
all’abbassamento termodinamico, per cui la temperatura cresce scendendo di quota, fino
ad arrivare alla stratopausa e entrare nella stratosfera. Nella stratosfera si ha di nuovo
una decrescita di temperatura. Quello che succede è che le condizioni sono favorevoli alla
produzione di ozono, a causa di complicati processi fotochimici. L’ozono può assorbire
radiazione ultravioletta e quindi l’effetto finale è un riscaldamento, che diventa meno effi-
cace man mano che si scende con la quota. Una volta che gran parte della radiazione UV
è stata assorbita, non si ha più effetto di riscaldamento diretto, non si produce più ozono
e quindi la temperatura riprende a crescere con la quota, entrando nella troposfera. Ovvi-
amente quanto descritto è valido solo nell’emisfero illuminato: di notte non avvengono
processi indotti dalla luce solare, ma la struttura degli strati rimane inalterata 1.

1Nell’alternarsi tra giorno e notte si hanno però variazioni nella composizione della ionosfera. Questo
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Figure 2.2: Schema della stratificazione dell’atmosfera. Lo strato più basso è la troposfera,
ed è quello in cui avvengono i fenomeni meteorologici e la maggior parte dei fenomeni di
trasporto. La parte più bassa della troposfera (non rappresentata nella figura) è lo strato
limite planetario (PBL, planetary boundary layer)
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Figure 2.3: Illustrazione del concetto di stabilità.

Questa struttura dell’atmosfera è stata studiata nel corso del secolo scorso con vari
metodi, tra cui i palloni sonda, che continuano a essere usati sistematicamente per scopi
meteorologici. Attualmente, le informazioni delle radiosonde sono completate anche da
diversi sistemi in orbita e da strumentazione basata a terra come lidar o radar. Sono
stati inoltre elaborati diversi modelli che permettono di ottenere una rappresentazione
abbastanza fedele dell’andamento di pressione e temperatura con l’altezza, in funzione
della posizione geografica e del periodo dell’anno.

2.3.1 Stabilità

E’ facile rendersi conto che, se la temperatura aumenta con l’altezza, come nel caso della
stratosfera, si è in condizioni di stabilità per quanto riguarda il movimento verticale di
particelle d’aria ( particella d’aria è la traduzione di “air parcel”, ovvero un piccolo volume
di aria che però contiene abbastanza molecole da potere definire le grandezze termodi-
namiche: io me le immagino come palloncini di massa nulla e infinitamente estensibili).
Come si vede nella figura 2.3, quando un piccolo volume d’aria si muove verso l’alto,
tende a espandersi adiabaticamente, e la sua temperatura diminuisce. Questo volume
d’aria viene ad avere allora una densità maggiore dell’aria circostante, che è a temper-

fatto era di una grande importanza pratica quando si utilizzava la la riflessione della ionosfera per effet-
tuare trasmissioni radio a grandi distanze (onde corte)
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atura maggiore ma alla stessa pressione, per cui tende a ricadere in basso. Il viceversa
avviene a dell’aria che tende ad andare in basso, che verrà spinta verso l’alto. Quindi
la stratosfera, in cui la temperatura permanentemente aumenta con la quota, è stabile.
Una conseguenza di questo è che la stratosfera dal punto di vista dinamico è praticamente
disaccopiata dalla troposfera. Si hanno pochi scambi tra la troposfera e la stratosfera che
si comporta come una sorta di coperchio per l’aria che è più in basso. Ci sono 2 con-
seguenze rilevanti: la prima è che tutti i cambiamenti del tempo meteorologico avvengono
nella troposfera. Il secondo è che, se delle molecole emesse in basso arrivano in qualche
modo nella troposfera, tendono a rimanerci. Gli scambi tra stratosfera e troposfera avven-
gono in prevalenza durante temporali oppure durante eruzioni vulcaniche.

Perché una porzione di atmosfera sia stabile, non è però necessario che si abbia un
aumento della temperatura con la quota: riprendendo il discorso fatto precedentemente,
una particella d’aria tenderà a tornare giù quando trova dell’aria meno densa: per questo
basterà che la temperatura non scenda più velocemente di quello che si avrebbe nel caso
visto prima di gradiente adiabatico. Per questo si introduce il concetto di temperatura
potenziale: la temperatura potenziale è la temperatura che una particella d’aria avrebbe
se fosse portata a quota zero in maniera adiabatica, quindi si scrive:

Tpot = T
p

p(0)
(2.8)

dove p è la pressione della particella d’aria considerata e p0 la pressione a livello del
mare.

Se la temperatura dell’aria segue il profilo che si ottiene dalla legge idrostatica e
supponendo una trasformazione adiabatica, la temperatura potenziale è costante. Se
la temperatura decresce meno velocemente del caso adiabatico ( o cresce) l’atmosfera è
stabile, e la temperatura potenziale aumenta con la quota. Se invece la temperatura
decresce più velocemente del caso adiabatico, allora la temperatura potenziale descresce
con la quota e l’atmosfera è instabile: in questo caso, se una particella d’aria si sposta verso
l’alto, tenderà a essere più leggera dell’aria circostante e quindi può continuare a salire
( cosa succede dopo, ovviamente, richiede di scrivere un complesso sistema di equazioni
dinamiche che non si risolvono facilmente, entriamo nel mondo della fluidodinamica).

2.4 Lo strato limite

Lo strato più basso dell’atmosfera, alto mediamente 1000 m, si chiama strato limite. E’
definito empiricamente come lo strato che “sente” le variazioni delle caratteristiche del
terreno. Per esempio, supponiamo che una massa d’aria scorra sul mare verso la costa:
quando si arriva sulla costa, il cambio di rugosità induce una serie di cambiamenti nelle
caratteristiche della massa d’aria. E’ intuitivo che più si sale di quota, meno si sentirà
questo cambiamento. Oppure, se consideriamo una massa d’aria ferma ( senza vento)
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Figure 2.4: Schema dell’evoluzione dello strato limite.

e stabile su un terreno omogeneo, quando il sole sorge comincia riscaldare il terreno,
l’aria a contatto con il terreno si riscalda e questo crea della turbolenza e si formano
dei vortici. Abbiamo quindi uno strato di aria instabile a contatto con il terreno, la cui
ampiezza cambierà a seconda della quantità e delle modalità di riscaldamento del suolo.
Uno schema dell’evoluzione dello strato limite nell’alternarsi di giorno e notte è mostrato
in figura 2.4 Una conseguenza di questo fatto sta nell’osservazioni di nuvole cumuliformi.
Queste nuvole si formano perché dell’aria umida viene spinta verso l’alto, e la temperatura
scende al di sotto di quella di condensazione dell’acqua. Però quest’aria non potrà salire
ulteriormente quando l’atmosfera diventa di nuovo stabile, e questo corrisponderà grosso
modo al limite di altezza dei cumuli, che varia appunto da qualche centinaio di metri a
1000-1500.

Molta ricerca viene condotta sulla fisica dello strato limite, e molte tecniche di remote
sensing sono pensate per essere applicate nello strato limite. Il motivo è tutto sommato
molto semplice: l’aria che respiriamo è quella dello strato limite.

Il fatto che nello strato limite sia presente della turbolenza fa si che molecole o particelle
emesse a livello del terreno si mescolino dentro lo strato turbolento. Una conseguenza è
quindi che nello strato limite normalmente siano presenti molte più sostanze estranee
rispetto alla composizione base dell’atmosfera di quanto non si abbia nella troposfera.

2.5 Proprietà ottiche dell’atmosfera

Le proprietà ottiche dell’atmosfera sono importanti da diversi punti di vista. Qui siamo
interessati al remote sensing, quindi quello che ci interessa è capire come un segnale radia-
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tivo viene creato e modificato dall’atmosfera. La regione spettrale a cui siamo interessati
va dalle microonde all’ultravioletto. Infatti nella regione delle microonde e dell’infrarosso
troviamo la radiazione termica emessa dalla terra e dall’atmosfera stessa, mentre andando
dall’infrarosso verso l’ultravioletto troviamo lo spettro della radiazione solare. La regione
dell’ultravioletto è fortemente influenzata dall’assorbimento da parte di ozono, O2 e N2.
In pratica la radiazione si può propagare solo per piccole distanze a queste lunghezze
d’onda, e quindi questa regione non è usata per il telerilevamento. Fanno eccezioni al-
cune applicazioni in cui si vuole eliminare l’effetto della radiazione solare, come i lidar
cosiddetti “solar blind”.

2.5.1 Assorbimento

Lo spettro della radiazione solare è rappresentato in Figura 2.5.1 dove vediamo il confronto
tra lo spettro solare misurato fuori dall’atmosfera e quello misurato al livello del mare.
Oltre al già citato assorbimento nell’UV notiamo assorbimento da parte di:

• ozono nel visibile

• H2O

• CH4

• CO2

• H2O

A lunghezze d’onda più grandi, andando verso l’infrarosso, la radiazione solare diventa
trascurabile. In questa regione si ha però la radiazione termica terrestre, che può essere
assorbita sia dalle molecole normalmente presenti in atmosfera che da molecole presenti in
traccie. E’ da notare che se una molecola puà assorbire a determinate lunghezze d’onda,
essa può anche emettere. Per risalire alla concentrazione di molecole utilizzando lo spettro
della radiazione termica occorrerà quindi in generale considerare entrambi i processi.

In questa regione, gli assorbimenti principali sono dati da (figura 2.5.1) :

• rotazionale H2O

• rotazionale O2 e N2

• rotovibrazionale CO2

• continuo H2O
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Figure 2.5: Confronto tra lo spettro solare a livello del mare e fuori dall’atmosfera.

Alcuni intervalli hanno un assorbimento molto piccolo e queste zone sono utili per
il remote sensing basato su diffusione o emissione; in questo caso non si avranno inter-
ferenze tra il segnale della specie che si vuole studiare e l’assorbimento. Ovviamente si
sfrutta l’assorbimento da parte di determinate molecole quando si vuole determinarne la
concentrazione. In altri casi, si sfrutta l’assorbimento di molecole ben mescolate, quali ad
esempio CO2 nell’infrarosso o O2 nelle microonde, per potere risalire al profilo verticale
della spettro di radiazione termica, da cui si può determinare la temperatura.

2.5.2 Diffusione Rayleigh

La diffusione da parte di molecole, nota come diffusione Rayleigh ( che fu il primo a
spiegarne teoricamente, e con considerazioni puramente dimensionali, l’andamento spet-
trale), è il processo per cui un’onda elettromagnetica induce un dipolo elettrico oscil-
lante in un atomo o in una molecola. Dal punto di vista dell’elettromagnetismo classico,
sappiamo che la potenza irradiata da una carica accelerata è proporzionale al quadrato
dell’accelerazione, e che in un oscillatore classico l’accelerazione è proporzionale alla fre-
quenza al quadrato. Ne consegue che l’energia irradiata sarà proporzionale alla frequenza
alla quarta. Un calcolo esatto conferma questo risultato. Quindi lo spettro solare diretto
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Figure 2.6: Assorbimento dell’atmosfera nel visibile e nell’infrarosso.Il grafico in alto
mostra lo spettro della radiazione solare e lo spettro della radiazione infrarossa. Le due
curve non hanno la stessa scala in ordinata, per chiarezza. I grafici in basso mostrano
l’estinzione totale dovuta all’assorbimento sommato allo scattering, e i contributi delle
varie molecole e dello scattering di Rayleigh preso singolarmente.
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sarà ridotto per estinzione Rayleigh alle frequenze più alte. Questo si può vedere dalla
figura 2.5.1, in cui la parte di spettro corrispondente al visibile è attenuata anche se non ci
sono assorbimenti. D’altra parte la radiazione diffusa dal cielo sarà piccata alle frequenze
più alte, effetto che spiega il cielo azzurro.

Il coefficiente di diffusione molecolare si calcola dalla struttura molecolare dell’azoto
e dell’ossigeno. Il livello di accuratezza del calcolo deve essere elevato perché nei calcoli
di trasporto radiativo e remote sensing, errori su questa componente portano ad errori
sistematici non trascurabili. Una formula (non modernissima) per il coefficiente di scat-
tering, per esempio è:

βR =
24

π3

(
m2
s − 1

m2
s + 2

)2
N

N2
s

(2.9)

dove il pedice s si riferisce alle condizioni di aria a pressione e temperatura standard.
ms è l’indice di rifrazione dell’aria standard. L’andamento dell’indice di rifrazione con la
lunghezza d’onda può essere fittato con

ms = 1 +
(
77.46 + 0.459/λ2

)
10−6 ps

Ts
(2.10)

La funzione di fase sarà quella per lo scattering di dipolo elettrico; in caso di radiazione
incidente non polarizzata si ha

p(θ) =
3

4
(1 + cos2(θ)) (2.11)

Quello che occorre tenere a mente è che l’andamento spettrale è λ−4, per cui spostan-
dosi dall’UV all’infrarosso la diffusione Rayleigh diventa trascurabile, e che la funzione
di fase è simmetrica nell’angolo di scattering. Queste caratteristiche non sono proprie
delle molecole ma di tutte le particelle le cui dimensioni lineari sono piccole rispetto alla
lunghezza d’onda.

2.5.3 Diffusione da parte di aerosol e idrometeore

La teoria della diffusione da parte di sfere dielettriche ci dice che il massimo dell’efficienza
di diffusione si ottiene per lunghezze d’onda uguali al diametro della sfera. Quindi gli
aerosol, che tipicamente hanno una dimensione al di sotto del micron, diffondono efficace-
mente la luce visibile. Questo è il motivo per cui la spettrometria della luce solare da
informazioni sulle caratteristiche degli aerosol. Nell’infrarosso solo gli aerosol di dimen-
sioni più grandi diffondono efficacemente la luce. Sia nel visibile, che nell’infrarosso, le
particelle di acqua o ghiaccio che costituiscono le nuvole diffondono molto efficacemente
la luce, riducendo notevolmente la radiazione solare che può arrivare a terra. Queste par-
ticelle però diventano “piccole” rispetto alla lunghezza d’onda delle microonde, che può



CHAPTER 2. RICHIAMI SULL’ATMOSFERA 34

Figure 2.7: Schema dei regimi di scattering per diverse lunghezze d’onda e dimensioni delle
particelle. Le linee oblique rappresentano valori del parametro di scattering costanti.

arrivare fino a parecchi centimetri. In questo caso la sezione d’urto di diffusione può di-
ventare molto piccola e questo è molto importante per il remote sensing; sfruttando questa
proprietà, è possibile ottenere delle informazioni anche quando è presente una copertura
nuvolosa.

Nel diagramma riportato in figura 2.5.3 si vede come variano i diversi regimi di scat-
tering in funzione della lunghezza d’onda e del raggio delle particelle.

Tipicamente, all’aumentare del rapporto λ/d dove d è una dimensione lineare, la fun-
zione di fase cambia da una funzione simmetrica in θ (angolo di scattering) a una funzione
piccata in avanti.



Chapter 3

Generalità sugli aerosol

Gli aerosol sono le particelle presenti nell’atmosfera. Sono sempre presenti negli strati più
bassi ma possono essere presenti anche fino alla stratosfera. Il ciclo di origine e rimozione
degli aerosol ha un’estensione temporale di qualche giorno, e questo ha come conseguenza
che le proprietà degli aerosol sono estremamente variabili. La forma e le dimensioni
degli aerosol sono estremamente variabili, per cui per dare una descrizione delle proprietà
ottiche è necessario è necessario assumere un modello che descriva la probabilità di avere
particelle con un determinato indice di rifrazione e determinate dimensioni.

3.1 Distribuzione dimensionale degli aerosol

La distribuzione di probabilità delle dimensioni delle particelle che compongono l’aerosol
atmosferico si può misurare in diversi modi, sia di tipo meccanico (impattori a più stadi,
separatori inerziali) che, nel caso di particelle non troppo piccole, con metodi ottici. In-
fatti l’interazione di una singola particella con un fascio luminoso produce una figura
di diffrazione che può essere misurata e da questa si può risalire alla dimensione della
particella.Da misure di questo tipo, svolte negli ultimi decenni, risulta che nella maggior
parte dei casi la distribuzione dimensionale degli aerosol è descritta da una somma di
distribuzioni log-normali.

Nella figura 3.1 sono mostrati i processi che originano diversi tipi di aerosol e quella
che può essere la distribuzione dimensionale finale.

Una distribuzione log-normale è una distribuzione gaussiana nel logaritmo della vari-
abile di interesse, in questo caso quindi nel logaritmo dei raggi. Si ha quindi

P (r) =
∑

aiPi(r, ri, σi) (3.1)

Pi(ln(r), ri, σi)dln(r) =
1√

(2πσi)
exp(−(ln(r)− ln(ri)

2

ln(σi)
)dln(r) (3.2)

35
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Figure 3.1: Schema dei processi di creazione e rimozione degli aerosol.
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Figure 3.2: Un esempio di distribuzione bimodale di aerosol. La linea tratteggiata rap-
presenta la funzione di distribuzione in raggio riferita al numero di particelle (asse di
sinistra). La linea continua rappresenta invece la distribuzione del volume occupato dalle
particelle in funzione del raggio.

con
∑
ai = 1, supponendo ogni singola distribuzione normalizzata.

Ogni singola distribuzione lognormale ha quindi, rispetto ai logaritmi dei raggi, media
ln(ri) e deviazione standard ln(σi). In pratica la somma è limitata a 2 o 3 termini (modi)
(Fig. 3.1)

3.2 Caratteristiche ottiche di una singola particella

sferica

Il problema della diffusione di radiazione elettromagnetica da parte di una particella di
forma generica è un problema di elettromagnetismo classico e attualmente viene risolto
attraverso svariate tecniche numeriche. Si tratta comunque di un problema molto comp-
lesso, per cui in una trattazione introduttiva si parte da particelle sferiche.

Per particelle sferiche le proprietà di diffusione possono essere calcolate analiticamente,
e i calcoli sono riportati nelle appendici; quello che ci interessa sapere qui è che, attraverso
delle formule basate su funzioni speciali si possono calcolare i coefficienti di scattering, es-
tinzione, e assorbimento in funzione della dimensione della sfera e della lunghezza d’onda.
In particolare, per un dato indice di rifrazione, le formule dipendono dal parametro x = kr
con k vettore d’onda e r raggio della particella. Per rappresentare la sezione d’urto di
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estinzione e altre quantità collegate, può convenire riferirsi all’efficienza Qext in funzione
del parametro x.

Q =
σ

πr2
(3.3)

Nella figura 3.2 è rappresentata l’efficienza di estinzione per un indice di rifrazione reale
in assenza di assorbimento. Si vede che questa efficienza ha un andamento complicato
con il parametro x, dovuto all’interferenza tra la diffusione degli elementi di volume molto
piccoli rispetto alla lunghezza d’onda. Si ha il massimo dell’efficienza per x ∼ 1 e per
x → ∞ l’efficienza diventa costante (Q → 2). Si possono ottenere simili curve per
l’efficienza di scattering e per il coefficiente di scattering a diversi angoli.

3.3 Caratteristiche ottiche di un insieme di particelle

Nell’approssimazione in cui le particelle possono essere considerate indipendenti, si avrà
che le caratteristiche ottiche, quali estinzione e distribuzione angolare, saranno la somma
delle caratteristiche di ogni singola particella. Quindi potremo scrivere, se abbiamo una
concentrazione totale di N particelle

dN = N
∑

bi,jPi,mj(r)dr (3.4)

X = N
∑∫

drbi,jPi,mj(r)X(r,mj) (3.5)

dove X è la quantità considerata, l’indice i si riferisce al modo di distribuzione dei raggi
e l’indice j si riferisce ai diversi indici di rifrazione, nel caso in cui abbiamo a che fare con
particelle di composizione chimica diversa.

Si avrà quindi per il coefficiente di estinzione di una popolazione di aerosol:

α(λ) = N
∑∫

draiPi(r)Qext(kr)πr
2 = N

π

k2

∑∫
dxaiPi(x)Qext(x)x2 (3.6)

e in maniera analoga si calcoleranno i coefficienti di backscattering o le distribuzioni
angolari. Partendo da queste formule si possono quindi calcolare in maniera relativa-
mente semplice le caratteristiche ottiche di qualsiasi popolazione di particelle sferiche.
Tenendo presente l’andamento dell’efficienza di estinzione avremo quindi che, per esem-
pio, particelle con x << 1, quindi raggio molto piccolo rispetto alla lunghezza d’onda,
contribuiscono poco all’estinzione totale.

L’equazione (3.5) ci mostra anche che i rapporti tra le caratteristiche ottiche di un
insieme di particelle non dipendono dalla concentrazione totale. Il valore di questi rapporti
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Figure 3.3: Efficienze di estinzione per un dato indice di rifrazione reale. Alto: la curva
è mostrata per un indice di rifrazione reale fino. Basso: effetto dell’indice di rifrazione
complesso
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dipende solo dalla distribuzione dei raggi; questo fatto può essere sfruttato per ottenere
delle informazioni sulla distribuzione. Per esempio, quantità molto usate sono il “lidar
ratio” dato dal rapporto tra estinzione e backscattering S = α/β e lo scattering di singolo
albedo, che è una misura dell’importanza della diffusione rispetto all’estinzione totale.

3.3.1 Esempi

L’efficienza di estinzione o di backscattering ha un andamento oscillante al variare del rag-
gio della sfera; queste oscillazioni sono una manifestazione dell’interferenza tra la onde dif-
fuse dalle singole regioni della sfera di dimensioni lineari molto più piccole della lunghezza
d’onda. Tuttavia questo andamento non è praticamente mai osservato in natura perché
non si hanno mai delle popolazioni di particelle dello stesso raggio ( “monodisperse”), ma
delle popolazioni per le quali si dovranno usare equazioni come la 3.5. A titolo di esem-
pio, riportiamo in figura l’estinzione ( per particella, dividendo quindi l’equazione 3.6 per
N) di una popolazione log-normale in funzione del parametro di scattering e per diversi
valori della larghezza; si vede quindi che le oscillazioni vengono notevolmente smorzate.
Riportiamo anche l’andamento dell’estinzione in funzione della lunghezza d’onda per di-
verse popolazioni. Come si nota, particelle mediamente più grandi hanno un andamento
dell’estinzione con la lunghezza d’onda che è meno ripido. Spesso, quindi, si usa questo
andamento per avere una prima stima del tipo di particelle con cui si ha a che fare.
Più in generale, per ottenere informazioni sul carico aerosolico dell’atmosfera, si cerca di
effettuare misure di estinzione e distribuzione angolare a più lunghezze d’onda.

In realtà il problema dell’inversione delle misure ottiche per ottenere dati sulla popo-
lazione di aerosol è piuttosto complesso, sia dal punto di vista matematico che fisico.
Dal punto di vista fisico, occorre dire che una popolazione descritta da una singola dis-
tribuzione è di solito un caso particolare. Più spesso si ha a che fare con più “modi” di
particelle, ovvero con la somma di più distribuzioni corrispondenti a diversi raggi cen-
trali. Per esempio, vediamo come l’andamento spettrale dell’estinzione viene modificato
aggiungendo una frazione di particelle più grandi.
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Figure 3.4: Efficienza di estinzione in funzione del parametro di scattering per una dis-
tribuzione lognormale e per diversi valori della larghezza (le curve sono traslate di due
per chiarezza)
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Figure 3.5: Sezione d’urto di diffusione media in funzione della lunghezza d’onda per
diversi valori del raggio centrale di una distribuzione lognormale: 0.1, 0.2, 0.3, 0.5, 2µm



Chapter 4

Fotometria solare (da terra)

Dal punto di vista sperimentale, la misura della radianza della luce solare a terra è il mezzo
più semplice per ottenere delle informazioni remote sullo stato dell’atmosfera. Attual-
mente, grazie a delle reti di osservazione basate su sistemi automatici semplici e affidabili,
e un protocollo di calibrazione centralizzato, questa tecnica è un riferimento per tutte le
altre, nel senso che sono possibili misure dirette dello spessore ottico a diverse lunghezze
d’onda con una piccola incertezza. La misura della radiazione diffusa dall’atmosfera a
diversi angoli e a diverse lunghezze d’onda permette invece di ottenere delle misure me-
diate delle proprietà di scattering ( funzione di fase e albedo). Quindi, da tutte queste
misure, utilizzando le proprietà della parte molecolare dell’atmosfera, è possibile ottenere
informazioni sulle proprietà medie degli aerosol presenti nella zona di atmosfera vicina al
luogo di osservazione.

Nel seguito considereremo solo sensori che misurano l’energia elettromagnetica in re-
gioni dello spettro solare in un piccolo angolo solido attorno a una direzione ben specifi-
cata. In questo modo dal flusso radiante misurato si può risalire alla radianza lungo la
direzione considerata. L’angolo solido di misura è di solito indicato con “campo di vista”.
In alcuni casi si utilizzano anche sensori che hanno un campo di vista grande per cui la
radiazione misurata non è associata a una direzione particolare, ma non consideriamo qui
questo tipo di strumento.

4.1 Misure di radianza diretta

Data la distanza Terra-Sole, e le loro relative dimensioni, possiamo ben approssimare
la radiazione solare come un’onda piana. Uno strumento che misura la radianza solare
diretta, ovvero la radiazione che non ha subito scattering da parte dell’atmosfera, dovrà
essere un sensore con un campo di vista abbastanza piccolo; più il campo di vista è piccolo
e meno importante sarà il ruolo della radiazione diffusa. Dalla misura dell’energia che

43
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arriva sul sensore potremo risalire alla radianza, che quindi in questo caso sarà descritta
dall’equazione 1.49. Supponendo per semplicità costanti le caratteristiche del Sole, e
quindi la radianza L(0), vediamo che gli elementi variabili dell’equazione sono lo spessore
ottico e il fattore massa d’aria m. Supponendo, in prima approssimazione1, che il fattore
m dipenda solo dall’angolo zenitale, e quindi dall’orario di osservazione e dalle coordinate
geografiche del luogo di osservazione, arriviamo alla conclusione che è possibile calcolare
lo spessore ottico totale a una certa lunghezza d’onda.

Nella regione spettrale del visibile e vicino infrarosso, i processi che influenzano la
propagazione della radiazione solare sono i seguenti:

• assorbimento da parte di molecole

• diffusione da parte di molecole

• assorbimento e diffusione da parte di aerosol

Scegliendo in maniera opportuna le lunghezze d’onda, si può fare in modo che l’assorbimento
da parte delle molecole sia trascurabile (o, comunque,una piccola correzione che si può
calcolare da altre misure). L’estinzione molecolare è allora principalmente dovuta al pro-
cesso di diffusione, che è calcolabile con ottima precisione dato che la quasi totalità delle
molecole in atmosfera sono O2 e N2, quindi molecole semplici. Inoltre la densità delle
molecole può essere ottenuta da dati e modelli meteorologici, e in ogni caso non cambia
molto nel corso del tempo.

Potremo quindi scrivere che l’estinzione d̀ata da:

α(z) = αmol(z) + αaer(z) (4.1)

e che lo spessore ottico nella direzione verticale sarà dato da:

τ =

∫ ∞
0

dz(αmol(z) + αaer(z)) = τmol + τaer (4.2)

Quindi, per raggi che si propagano lungo una direzione zenitale θ scriveremo:

Lterra = L0e
−mτmole−mτaer (4.3)

con m = 1/cos(θ) il fattore di massa d’aria. E’ da notare che possiamo scrivere la
radianza in questa forma sotto l’ipotesi che:

• L’estinzione dipenda da z e non dalle altre coordinate ( non sarà valido per angoli
vicini a π/2)

1La variazione dell’indice di rifrazione dell’atmosfera fa si che le traiettorie dei raggi luminosi non
siano esattamente rettilinee, quindi il percorso può non dipendere solo dall’angolo
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• La traiettoria dei raggi sia assimilabile a una retta ( in linea di principio potrebbe
non essere cos̀ı a causa delle variazioni di indice di rifrazione)

Chiamiamo allora τ lo spessore ottico totale; la quantità misurata sarà un segnale
elettrico proporzionale all’irradianza solare:

V = CL0e
−mτ (4.4)

quindi la quantità importante da determinare è V0 = CL0. Il metodo più semplice (in
linea di principio) e accurato si basa sulla misura della radianza per diverse masse d’aria
in condizioni in cui lo spessore ottico non varia. Prendendo i logaritmi della 4.4 si ottiene:

ln(V ) = ln(V0)−mτ (4.5)

quindi, a parità di τ , ln(V ) varia linearmente con la massa d’aria m. ln(V0) è ottenuto
come l’estrapolazione a massa d’aria nulla del logaritmo del segnale. Perché questo metodo
funzioni è necessario che lo spessore ottico sia costante. Questa condizione si ottiene
di solito in siti di alta montagna, in cui il contributo principale allo spessore ottico è
molecolare. Questo metodo è chiamato “Langley plot” ed è alla base della calibrazione
dei fotometri. Un esempio di plot di questo tipo è riportato in Fig. 4.1

Poiché il contributo molecolare allo spessore ottico è noto, si potrà ottenere quindi da
misure di irradianza solare diretta lo spessore ottico aerosolico. Questa quantità dipenderà
quindi dal carico totale di aerosol ma non permetterà da sola di ottenere delle informazioni
sulle caratteristiche microscopiche del sistema. Infatti lo spessore ottico dipende da molti
parametri legati alla distribuzione dimensionale degli aerosol, alla concentrazione totale e
alle caratteristiche di rifrazione e assorbimento.

Per potere legare le misure alle caratteristiche degli aerosol abbiamo bisogno prima di
tutto di un modello che descriva gli aerosol. Per chiarire le idee, possiamo pensare a una
distribuzione di aerosol sferici con lo stesso indice di rifrazione, lasciando la possibilità
che la funzione di distribuzione possa cambiare con la quota. In questo caso, scriveremmo
dall’equazione 3.5 o 3.6

αaer(z) =

∫
drn(r, z)σex(r) (4.6)

Per lo spessore ottico avremo

τaer =

∫
dzαaer(z) =

∫
dz

∫
drn(r, z)σex(r) =

∫
drσex(r)nc(r) (4.7)

avendo definito

nc(r) =

∫
n(r, z)dz (4.8)
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Figure 4.1: Esempio di “Langley Plot”. In ascissa è riportato il fattore massa d’aria (
secante dell’angolo zenitale) e in ordinata il logaritmo della radianza spettrale trasmessa.
In caso di spessore ottico costante, questo plot è una retta. L’estrapolazione a massa
d’aria nulla permette di ottenere il fattore di calibrazione del fotometro.
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Vediamo quindi che l’informazione che possiamo avere dallo spessore ottico aerosolico è
l’integrale sulla quota della funzione di distribuzione nc(r), avendo supposto di potere de-
scrivere gli aerosol in questo modo. Supponendo che questo sia lecito ( l’approssimazione
di aerosol sferici è valida solo in particolari casi), è chiaro che una sola misura di spes-
sore ottico a una data lunghezza d’onda non sarà sufficiente per determinare la funzione
nc(r). Saranno necessarie più misure per potere determinare, almeno da un punto di vista
matematico, una funzione discretizzata. Questo è in realtà un problema del tutto generale
che si presenta quasi sempre nel remote sensing, per cui post-poniamo una discussione di
questo argomento. Aggiungiamo solo che, poiché le funzioni σex(r, λ) (cfr cap. 3) dipen-
dono poco da λ quando r >∼ λ ci dobbiamo aspettare che le misure di spessore ottico
non siano molto adatte a discriminare particelle abbastanza più grandi della lunghezza
d’onda.

4.2 Misure di radiazione diffusa

Nel paragrafo 1.5.3 è stata calcolata la radianza diffusa da uno strato piano-parallelo
di atmosfera omogeneo, supponendo un’onda piana incidente e trascurando la diffusione
multipla e la diffusione da parte del terreno. Anche se questo è un caso idealizzato,
è importante perché è il primo elemento per la costruzione di modelli completi in cui
la variazione spaziale dell’atmosfera, la diffusione del terreno e la diffusione multipla
sono trattati correttamente. E’ importante notare che “omogeneo” non significa che
consideriamo uno strato di atmosfera con densità di molecole e aerosol costante, ma uno
strato in cui le sezioni d’urto medie rimangono costanti. In pratica questa descrizione si
applica quindi a uno strato in cui le densità di molecole e particelle variano alla stessa
maniera.

Con riferimento alla figura 1.5.3 vediamo che la luce irradiata dall’atmosfera a un certo
angolo rispetto al sole dipende dalla funzione di fase del sistema di aerosol all’angolo di
scattering Θ . Quindi misure a diversi angoli di scattering permetteranno di ricostruire
la funzione di fase. Operativamente, si considerano misure nel piano zenitale, e misure
nell’almucantar, ovvero l’insieme di direzioni con lo stesso zenit e angolo azimutale diverso.
Questa configurazione permette di esplorare angoli di scattering grandi .

Sempre da un punto di vista sperimentale, è intuitivo che l’energia che arriva su un
sensore per diffusione è molto più bassa di quella che arriva facendo misure di radiazione
diretta. In effetti, anche in un singolo strumento si utilizzano sensori di tipo diverso per
i due tipi di misura.

Riscriviamo la formula per la radianza diffusa:

L(λ,Θ) = L0m0
e−m0τ − e−mτ

m−m0

(ω0P (Θ, λ) +G..) (4.9)

con m0 la massa d’aria in direzione del sole, ω0 albedo di singolo scattering, P (θ, λ)
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Figure 4.2: Geometria di misura per un fotometro solare basato a terra. La linea rossa
corrisponde alla posizione del sole, la linea blu alla direzione centrale del campo di vista
del fotometro.L’angolo di scattering è indicato con χ a) misure in almucantar: la linea di
vista varia mantendendo costante il suo angolo zenitale. b) misure nel piano principale:
la linea di vista varia nel piano contenente il sole e lo zenit.
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funzione di fase e G termini correttivi dovuti allo scattering multiplo.
Per potere mettere in relazione la radianza misurata con le proprietà degli aerosol

atmosferici occorre considerare che questa formula si riferisce a spessori ottici, albedo e
funzioni di fase totali. Dovremo quindi mettere in evidenza le parti dovute agli aerosol;
come fatto precedentemente, si considerano noti i contributi molecolari e la radianza
solare.

Ricordiamo la definizione della funzione di fase dal coefficiente di scattering β:

4πβ = αsP (Θ) (4.10)

Si può allora scrivere:

ωP (Θ) =
αs
α

4πβ

αs
=

4πβ

α
(4.11)

Essendo il coefficiente di scattering β la somma dei coefficienti di scattering dei singoli
processi potremo scrivere:

ωP (Θ) = 4π
βmol + βaer

α
=
αmols Pmol + αaers P aer

α
(4.12)

e quindi

L = L0m0
e−m0τ − e−mτ

m−m0

αmols Pmol + αaers P aer

α
(4.13)

da cui si vede come in linea di principio si può ottenere la funzione di fase aerosolica da
misure di radianza per diversi angoli di scattering. Esplicitiamo l’equazione che si ottiene
nel caso in cui si considerano piccoli spessori ottici τ << 1 si ha:

L =
L0m0

4π
(τmols Pmol + τaers P aer) (4.14)

dove i termini τs sono il contributo allo spessore ottico dei soli processi di scattering.
Come è stato fatto nel paragrafo precedente, se supponiamo che la popolazione di

aerosol sia composta da sfere, possiamo scrivere la funzione di fase totale come sovrappo-
sizione delle funzioni di fase delle singole sfere:

βaer(Θ) =

∫
n(r)σs(r,Θ)dr (4.15)

P aer(Θ) =
1

4παs

∫
n(r)σs(r,Θ)dr (4.16)

dove σs(r,Θ) è la sezione d’urto differenziale di una sfera di raggio r. Scrivendola in
termini della funzione di fase della sfera, si ottiene:

σs(r,Θ) = 4πp(Θ, r)σs(r) (4.17)
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con σs sezione d’urto totale di scattering, che di solito si esprime per le sfere in termini
dell’area della sfera e dell’efficienza σs(r) = πr2Qs(r). Alla fine si potrà allora scrivere:

P aer(Θ) =
1

αaers

∫
n(r)p(Θ, r)πr2Qs(r)dr (4.18)

da cui

P aer(Θ)αaers =

∫
n(r)p(Θ, r)πr2Qs(r)dr (4.19)

Per le nostre ipotesi, i fattori che possono dipendere dalla quota in questa espressione
sono n(r) e αs. Integrando quindi su tutto lo strato ambo i membri si otterrà

P aer(Θ)τs =

∫ ∫
dzdrn(z, r) p(Θ, r)πr2Qs(r)dr =

∫
drnc(r)p(Θ, r)πr

2Qs(r) (4.20)

dove nc è la funzione di distribuzione colonnare 4.8 introdotta nel paragrafo precedente.
Sostituendo l’equazione precedente nella 4.14 si ottiene quindi un’equazione che lega

le radianze osservate alla distribuzione

4π

m0

L(Θ)

L0

− (τmols Pmol(Θ) =

∫
Ksca(Θ, r)nc(r)dr (4.21)

dove la funzione Ksca(Θ, r) è definita come

Ksca(Θ, r) = p(Θ, r)πr2Qs(r) (4.22)

Dal punto di vista matematico è il kernel dell’equazione integrale. Per una data sfera
di raggio r, con un certo indice di rifrazione complesso, si può calcolare Ksca(Θ, r) per
ogni angolo di scattering attraverso le formule della teoria di Mie che sono riportate in
appendice.

L’equazione 4.21 ha la stessa forma che abbiamo già visto nel caso della misura degli
spessori ottici. I termini a sinistra contengono le misure e i valori che sono supposti
noti mentre a destra troviamo la funzione incognita nc(r), sotto forma di un integrale.
In questo caso però la dipendenza angolare aggiunge un grado di sensibilità in più che
permetterà di discriminare anche le particelle più grandi. Questa equazione potrebbe
essere trasformata in un’equazione lineare discretizzando la funzione nc(r); si può cos̀ı
ottenere, attraverso misure a più angoli e più lunghezze d’onda, un sistema di equazioni
lineari in N incognite nc(ri), che in linea di principio può venire risolta.

Rimangono, tuttavia, i problemi generali legati alle equazioni integrali per cui sono
necessarie tecniche particolari. Ulteriori dettagli su queste tecniche di inversione possono
essere trovati nel capitolo 7. Qui menzioniamo comunque che un algoritmo di inversione
molto sofisticato è stato sviluppato nel quadro della rete di misurazione AERONET.
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Questo algoritmo inverte simultaneamente le misure di spessore ottico e di radianza diffusa
per dare la distribuzione di aerosol, l’albedo e l’indice di rifrazione degli aerosol mediati
sulla colonna verticale, tenendo anche conto delle deviazioni dalla sfericità delle particelle.

4.3 La tecnica di deconvoluzione spettrale per la de-

terminazione di proprietà aerosoliche

Abbiamo visto che gli aerosol atmosferici sono descrivibili da una somma di distribuzioni
lognormali nei raggi, e che diverse distribuzioni lognormali centrate su raggi diversi danno
luogo a diversi andamento spettrali del coefficiente di estinzione. Qualitativamente, si può
dire che la derivata rispetto alla lunghezza d’onda dell’estinzione è maggiore per parti-
celle piccole rispetto a particelle grandi. Ci si può quindi chiedere se l’andamento spettrale
degli spessori ottici non sia sufficiente a determinare le caratteristiche della distribuzione
lognormale. Si può pensare di si, ma questo risultato avrebbe scarse possibilità di ap-
plicazione dato che, in atmosfera, si ha sempre a che fare con più modi di distribuzione.
Possiamo comunque sfruttare il fatto che il più delle volte due soli modi, corrispondenti a
particelle piccole e particelle più grandi, sono sufficienti a descriverne le proprietà ottiche.
In effetti le particelle più piccole, da 0.1 micron in giù, hanno piccole sezioni di diffu-
sione e quindi, se non sono presenti in gran numero, possono essere trascurate. Quindi,
le distribuzioni bimodali di aerosol hanno una grande importanza per le proprietà ottiche
dell’atmosfera e può valere la pena studiarle approfonditamente. In una serie di lavori,
si è mostrato che le caratteristiche spettrali delle proprietà ottiche di una popolazione
bimodale possono essere calcolate a partire dai singoli modi, per cui, al contrario, dalle
caratteristiche spettrali sarà possibile ottenere i parametri della distribuzione bimodale.

Per una trattazione dettagliata rimandiamo ai lavori originali. Qui ci limitiamo a
fornire degli argomenti euristici per mostrare come alcune caratteristiche di una popo-
lazione influenzano le caratteristiche spettrali. Daremo poi una descrizione di un metodo
grafico che permette di ottenere con una buona approssimazione alcuni parametri della
popolazione.

Consideriamo due modi, uno centrato su un valore di raggio tipico delle cosiddette “fine
particles” (< 1µm)e un altro su un raggio tipico delle particelle più grandi (> 1−2µm). La
variabilità degli aerosol in superficie, nei casi più semplici, può essere legata a modifiche di
uno solo dei parametri. Per esempio, può succedere che particelle di polvere desertica siano
trasportate, per cui lo spessore ottico a causa di questo cambierà. Questo processo si può
schematizzare come un aumento di particelle nel modo “coarse”. Oppure può accadere che
particelle piccole si idratino, crescendo di raggio. In questo altro caso possiamo pensare
che vari il raggio delle particelle.

Nella figura 4.3 guardiamo come si comporta lo spettro dello spessore ottico in funzione
del cambiamento del numero di particelle nel modo coarse. I diversi casi corrispondono
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Figure 4.3: Sezione d’urto di estinzione media in funzione della lunghezza d’onda per una
distribuzione bimodale con rf = 0.3µm e rc = 2µm e diversi valori della frazione fine.

a diverse percentuali del contributo del modo fine allo spessore ottico totale. Quello che
può notare è un cambiamento della pendenza e della curvatura. Una cosa analoga si può
osservare per il cambiamento del raggio fine. Quindi, se si individuano due parametri
che descrivono pendenza e curvatura della curva si può vedere se questi due parametri
individuano i due parametri della distribuzione che si stanno variando. Considerato che
queste misure si fanno di solito vicino al visibile, grosso modo tra 350 e 1000 nm, possiamo
pensare di calcolare un parametro che ci dia la misura della pendenza generale della curva,
e un parametro che ne riproduca la curvatura. Per motivi prettamente storici, si preferisce
lavorare in termini del logaritmo dello spessore ottico e dell’esponente di Angstrom.

Il motivo è che l’andamento dello spessore ottico per un’atmosfera con un carico di
aerosol è stato schematizzato come

τ(λ) ∝ λ−Å (4.23)

Se questa legge è valida, allora il logaritmo di τ avrebbe una variazione lineare con
il logaritmo della lunghezza d’onda; l’esponente di Angstrom sarebbe semplicemente la
pendenza della retta cambiata di segno. Nel caso di scattering molecolare, l’esponente di
Angstrom è esattamente 4, e questo comportamento si avrebbe come caso limite anche
per particelle di raggio molto piccolo rispetto alla lunghezza d’onda. Nei casi reali, per at-
mosfere con un carico aerosolico,si puó dire che tipicamente i valori dell’esponente intorno
al visibile sono compresi tra 0 e 1, ma la validità della 4.23 é limitata a degli intervalli
ristretti.

Qualitativamente ci si puó aspettare che Angstrom piú piccoli corrispondono a par-
ticelle grandi, ma, specialmente nel caso di distribuzioni multimodali, non si possono
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trarre conclusioni definitive, tantopiù che il valore dell’esponente dipenderà dalla coppia
di lunghezze d’onda che si scelgono per definirlo, se la legge di dipendenza spettrale 4.23
non è seguita esattamente.

Si potrà comunque sempre definire un esponente di Angstrom tra due lunghezze d’onda
supponendo che lo spessore ottico segua una legge del tipo 4.23 solo per le due lunghezze
d’onda considerate. Date due lunghezze d’onda λ1 e λ2, si potrá scrivere

τ(λ1) = Cλ
−Å(λ1,λ2)
1 (4.24)

τ(λ2) = Cλ
−Å(λ1,λ2)
2 (4.25)

di conseguenza potremo ricavare:

Å12 = −
ln( τ(λ1)

τ(λ2)

ln(λ1
λ2

)
(4.26)

In pratica l’esponente di Angstrom tra due lunghezze d’onda ha il significato di pen-
denza della retta che congiunge i due punti sperimentali nello spazio ln(τ), ln(λ).

È da notare che questo parametro è intensivo, cio‘e non dipende dal numero totale di
aerosol, ma solo dalla distibuzione dimensionale e dall’andamento spettrale dell’indice di
rifrazione.

Se in questo spazio l’andamento spettrale non é una retta, si puó pensare che una
relazione di tipo polinomiale possa approssimare meglio l’andamento dello spessore ottico.
In effetti si puó vedere che distribuzioni di aerosol di tipo bimodale danno origine a un
andamento spettrale di questo genere.

Su un intervallo di lunghezze d’onde che coprono l’intero spettro visibile, l’esponente di
Angstrom riferito alle lunghezze d’onda estreme dello spettro di interesse ci potrà fornire
quindi un informazione sull’andamento medio della pendenza del logaritmo dello spessore
ottico. Una misura della curvatura sarà invece data dalla differenza tra due esponenti di
Angstrom riferiti a due zone di lunghezza d’onda intermedie.

In formule, se chiamiamo λ1, λ2, λ3 tre lunghezze d’onda crescenti che ricoprono la
regione spettrale di interesse, dalla definizione di esponente di Angstrom:

Åij = −
ln( τ(λi)

τ(λj)

ln( λi
λj

)
(4.27)

possiamo andare a calcolare i coefficienti Å13 e ∆13 = Å12 − Å23.
Nella fig. ?? vediamo l’andamento di questi coefficienti nel caso di variazioni della

fine mode fraction e per diversi valori del raggio fine. Quello che si può notare è che
l’andamento dei coefficienti in funzione della η è monotono e diversi valori di r producono
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diversi valori dei coefficienti. Ci si può allora chiedere se le coppie (rf , η) sono in cor-
rispondenza biunivoca con le coppie (Å13,∆13). In effetti, se riportiamo su un grafico
(fig. ??)le coppie ∆13, Å13) per diversi eventi di crescita della fine mode fraction, e per
diversi valori di rf , notiamo che si genera una famiglia di curve che non si interseca;
se inoltre evidenziamo i punti corrispondenti a un certo numero di η, ci ritroviamo che
congiungendo i punti che hanno lo stesso valore si ottiene un’altra famiglia di curve cor-
rispondenti a η costante. Abbiamo quindi ottenuto un sistema di coordinate curvilineo in
corrispondenza biunivoca con il sistema di coordinate originale corrispondenti a quantità
misurabili (∆13, Å13), che permette immediatamente di ottenere la coppia di parametri
(rf , η) da quantità facilmente misurabili.

In maniera alternativa, ma che si può dimostrare essere equivalente, si può pensare
di realizzare un fit del logaritmo dello spettro dello spessore ottico con un polinomio
di secondo grado e utilizzare i coefficienti di questo polinomio per caratterizzare la dis-
tribuzione. Questo metodo ha il vantaggio di evitare complessi algoritmi di inversione e di
utilizzare soltanto la misura di spessore ottico, che è la più semplice da ottenere. Infatti,
misure di radianza diffusa a diversi angoli richiedono un cielo sgombro di nubi nel settore
di interesse, che evidentemente è una condizione meno probabile di un sole non coperto
da nubi. Ovviamente questo metodo ha degli svantaggi:

• Si assume una forma per la distribuzione in popolazione (oltre alla forma sferica
delle particelle)

• Si assumono un certo numero di parametri:

– larghezza delle log-normali

– raggio centrale della distribuzione coarse

– indice di rifrazione (nei due modi)

Per cui bisogna attendersi che i parametri microfisici calcolati siano affetti da un certo
errore sistematico, che si può stimare generando diversi grafici come quello di figura 4.4.

In effetti si vede che la dipendenza dal raggio del modo coarse non è molto marcata
per cui nella pratica si usa un grafico ottenuto mediando le diverse linee. Il metodo è
comunque valido per determinare le variazioni di questi parametri quando si ritiene che
sia causato da particolari processi come l’avvezione (trasporto orizzontale di masse d’aria)
o l’accrescimento del modo fine.

4.4 Determinazione di gas in traccie

La determinazione di gas in traccia nell’atmosfera attraverso le tecniche di fotometria
solare si basa sull’assorbimento differenziale. Concettualmente è molto semplice: se sup-
poniamo che una molecola presenti una sezione d’urto di assorbimento in funzione della
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Figure 4.4: Sistema di coordinate curvilinee nello spazio ∆Å − Å13 per distribuzioni
bimodali con rf e η variabile. Le curve continue corrispondono a valori di rf costante e
le curve tratteggiate corrispondono a η costante.

frequenza che non cambia con la quota, e di potere rivelare la radiazione trasmessa con
una banda passante piccola rispetto alla larghezza spettrale della transizione, allora la
radianza rilevata sarà data da:

L(ν) = C exp−mτabs(ν) (4.28)

dove lo spessore ottico di assorbimento d̀ato da

τabs(ν) =

∫ ∞
0

n(z)σabs(ν)dz = σabs(ν)

∫ ∞
0

n(z)dz (4.29)

e m è il fattore massa d’aria. Sotto queste ipotesi, lo spessore ottico è proporzionale al
cosiddetto contenuto colonnare del gas in traccie,nc =

∫∞
0
n(z)dz cioè all’integrale della
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concentrazione lungo il percorso, e dipende dalla frequenza secondo l’andamento della
sezione d’urto σ(ν). Per ricavare il contenuto colonnare, basta quindi avere due misure,
tipicamente una al massimo dell’assorbimento e un’altra a frequenze per cui l’assorbimento
è trascurabile. Nel caso dell’Ozono, per cui la curva di assorbimento nell’UV è molto larga
e l’assorbimento molto elevato, si scelgono invece coppie di frequenze tali da massimizzare
il rapporto segnale / rumore. Con l’ulteriore ipotesi semplificatrice che il fattore C, che
tiene conto dell’estinzione dovuta allo scattering e della calibrazione dello strumento, sia
indipendente dalla frequenza, si può risolvere il sistema di equazione dato dalla 4.28 a
frequenze diverse ν1 e ν2 per ottenere

nc =
1

σ(ν1)− σ(ν2)
ln

(
L(ν1)

L(ν2)

)
(4.30)

Una simile relazione si ottiene nel caso del lidar DIAL che opera secondo questo
stesso concetto, e anche per fotometri che operano da satellite come si vedrà nel prossimo
paragrafo.

Occorre però sottolineare che l’assunzione che ci dà una formula cos̀ı semplice può
non essere soddisfatta. Come s̀tato mostrato nel paragrafo 1.6. la sezione d’urto di
assorbimento dipende sia dalla temperatura che dalla pressione, quindi lo spessore ottico
potrà dipendere dalla distribuzione verticale della concentrazione di gas. Inoltre, sarà
importante anche la risposta in frequenza del rivelatore, per cui la radianza misurata si
scriverà generalizzando opportunamente l’equazione 1.75 :

Lint(∆ν) = L(0, ν)

∫
∆ν

dν

(
exp

(
−
∫ ∞

0

dzn(z)σ(ν, z)

))
(4.31)

Per potere invertire questa equazione e ottenere il contenuto colonnare saranno nec-
essarie delle ipotesi sulla variazione della forma della sezione di assorbimento σ(ν, z) con
l’altezza.

Per complicare ulteriormente le cose, nella banda passante del rivelatore la sezione
d’urto potrà essere composta dalla somma di diverse transizioni. Per determinare il
contenuto colonnare occorrono allora delle tecniche di inversione più raffinate unite a
delle considerazioni empiriche. Nel passato sono state sviluppate delle diverse tecniche
di approssimazione per integrali del tipo 1.78 . Attualmente, integrali di questo tipo
vengono calcolati numericamente utilizzando tutte le righe di assorbimento delle molecole
di interesse. Per esempio, si può guardare il portale dellla base di dati HITRAN, su cui
questi calcoli possono essere fatti on-line.

Per quanto riguarda l’assorbimento del vapore acqueo nel vicino infrarosso, nell’ambito
della rete AERONET si utilizza la formula semiempirica introdotta nel capitolo ?? per il
fattore di trasmissione:

TWV = exp(a− bPW β) (4.32)
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dove PW è il contenuto colonnare di vapore acqueo PW =
∫
ρWV dz, cioè l’integrale

in altezza della concentrazione di vapore acqueo e a, b, β delle costanti che dipendono
dalla frequenza e dalla larghezza spettrale del rivelatore. Misurando quindi le radianze
attorno a una frequenza per la quale si ha assorbimento e una vicina per la quale non si
ha assorbimento, si ottiene la trasmissione dalla quale è possibile risalire a PW note le
costanti a, b, β.



Chapter 5

Fotometria Solare ( da satellite)

La misura della radiazione solare diffusa dall’atmosfera con sensori a bordo di un satellite
permette di ottenere delle informazioni sull’atmosfera stessa con una copertura spaziale
molto più ampia di quella che si può ottenere da misure basate a terra. Ovviamente, da un
punto di vista tecnico la misura sarà più difficile, e quindi non bisogna aspettarsi da questo
tipo di misure la stessa accuratezza che si può avere da misure a terra; anche l’inversione
dei dati potrà essere più complicata perché potrà capitare che i processi di diffusione
ed estinzione non possono essere disgiunti. Come nel capitolo precedente, consideriamo
sensori che operano secondo un campo di vista ( angolo solido) centrato attorno a una
direzione definita.

Figure 5.1: Elenco di alcune specie troposferiche rivelabili da satellite attraverso misure
nella zona dello spettro solare.

Poiché la radiazione solare è centrata nel visibile, in questo capitolo parleremo delle

58
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misure che si possono effettuare a bordo di un satellite in questa regione spettrale. In
particolare, la radiazione solare interagisce con gli aerosol e le idrometeore attraverso il
processo di diffusione, per cui questi due elementi costituiscono un settore importante
di indagine. Inoltre, alcune molecole presentano assorbimenti in questa radiazione. La
tabella riprodotta in figura 5.1 mostra un elenco delle principali molecole identificabili
attraverso queste tecniche. In un prossimo capitolo ci occuperemo invece delle misure
nell’infrarosso e nella regione delle microonde, basate sulla radiazione termica emessa
dalla Terra.

5.1 Orbite

Le orbite dei satelliti che trasportano strumentazione per il remote sensing sono di due tipi:
le orbite geostazionarie e le orbite circumpolari. Le prime sono quelle dei satelliti a circa
36000 km di altezza che hanno lo stesso periodo della rotazione terrestre. L’uso principale
di questi satelliti è di ottenere delle immagini della Terra per scopi meteorologici, dato
che, alla grande distanza alla quale operano, i sistemi che si vedono meglio sono quelli
nuvolosi. Quindi non consideriamo qui questo tipo di orbite, anche se occorre menzionare
che è possibile ottenere informazioni sulla fisica e chimica dell’atmosfera anche da questo
tipo di satelliti1.

Le orbite circumpolari avvengono invece a una distanza molto più piccola, intorno
ai 500-700 km. L’orbita di questi satelliti avviene in un piano leggermente inclinato
rispetto all’asse di rotazione terrestre, e il periodo dell’orbita è piccolo rispetto alla ro-
tazione terrestre. (In alcuni casi si considerano anche orbite molto inclinate rispetto
all’asse, utilizzate per studiare una determinata fascia di latitudini). Il nadir del satel-
lite, cioè la retta che dal satellite va verso il centro della Terra spazza la superfie ter-
restre descrivendo delle curve andando da un polo all’altro in un tempo dell’ordine di
un’ora. In questa maniera si può ottenere una serie di misure relative a tutta la su-
perficie terrestre nell’arco di una giornata, anche se la copertura potrebbe non essere
totale.Il periodo dell’orbita è di solito sincronizzato con la rotazione terrestre in modo
che il satellite passi in una determinata posizione alla stessa ora solare. Un esempio di
orbite proiettate sul piano terrestre è mostrato in figura ??. Informazioni generali e ani-
mazioni sui satelliti e le loro orbite possono essere trovati sui siti della NASA o dell’ESA,
o anche su You Tube ( per esempio, https://www.youtube.com/watch?v=0E0QuxVt6V4,
https://www.youtube.com/watch?v=mWl-5m14nKk ).

1Per esempio, si possono guardare i prodotti del satellite europeo Meteosat:
https://eumetview.eumetsat.int/mapviewer/. Oltre alle immagini a diverse lunghezze d’onda, si
possono ottenere delle visualizzazioni del carico aerosolico, del vapore acqueo, ceneri vulcaniche. etc
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Figure 5.2: Schema di un’orbita circumpolare sincronizzata con il sole.

5.2 Geometrie di osservazione

Le configurazioni con cui si svolgono osservazioni da satellite dell’atmosfera sono 3, l’occultazione
solare, “nadir looking”, e “limb”. Il nadir è la direzione opposta allo zenit, quindi è utiliz-
zata per indicare un sensore che guarda verso il bassp. Nel caso di satelliti geostazionari
l’unica geometria possibile è ovviamente il nadir-looking.

5.2.1 Occultazione solare

Nella configurazioni di occultazione, il sensore e il sole sono da parti opposte rispetto
alla terra, come si vede in Figura 5.4. In pratica il satellite esegue misure quando vede
l’alba o il tramonto. (Per avere un’idea, in rete si trovano diverse foto e video che
mostrano albe e tramonti dalla ISS o altri satelliti). Misurando la radianza solare in
diverse posizioni, si potrà misurare l’estinzione solare dovuta al cammino dei raggi solari
nell’atmosfera; ci saranno anche posizioni per le quali i raggi non passano dall’atmosfera,
e questo permetterà dunque di calibrare la misura. In questa maniera si potranno avere
misure dell’estinzione totale con una certa risoluzione in altezza. La risoluzione nella di-
rezione trasversa peggiorerà quanto più la linea di vista si avvicina a terra, in quanto il
percorso in atmosfera aumenta e le quote esplorate variano, per cui la misura perde un
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Figure 5.3: Rappresentazione di orbite adiacenti. La parte a destra mostra l’area che in
un certo intervallo di tempo è scansionata dal sistema ottico di un sensore.

Figure 5.4: Geometria di osservazione per un satellite in orbita bassa.

pò di significato.
Nelle regioni spettrali lontane da assorbimenti da parte di molecole, l’estinzione sarà

dovuta allo scattering delle molecole e degli aerosol. Invece, in corrispondenza di assorbi-
menti, si avranno informazioni sulle molecole che lo determinano. Misure di radianza in
presenza di assorbimento fatte contemporaneamente a diverse lunghezze d’onda rendono
la misura autocalibrante.

Questo tipo di osservazioni presentano vantaggi e svantaggi: che possiamo elencare
cos̀ı:

• vantaggi:

– percorso della radiazione lungo , quindi alta sensibilità.

– indipendenza dalla radiazione diffusa dalla superficie.

– risoluzione in altezza.

– autocalibrazione
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• svantaggi:

– Poche misure in quanto solo per piccole frazioni dell’orbita il satellite si trova
in posizione utile.

– Risoluzione trasversa scarsa.

– assunzioni sull’omogeneità dell’atmosfera.

Esempi di misure di questo tipo sono la concentrazione di ozono negli alti strati dell’atmosfera,
e la rivelazione di aerosol nella stratosfera.

Con riferimento alla figura 5.4, vediamo che, data una posizione del satellite, si ha
una retta che va in direzione del sole ( questa è una semplificazione, dato che l’angolo
sotteso dal disco solare è dell’ordine dell’angolo sotteso dall’atmosfera. Più precisamente
potremmo dire che il sensore punta a una zona del disco solare). Questa retta è identificata
dalla distanza minima dalla superficie terrestre, zmin. Se identifichiamo con s la coordinata
lungo questa retta, si potrà scrivere che lo spessore ottico lungo questa direzione è dato
da

τ(zmin) =

∫
zmin

α(s)ds (5.1)

dove l’integrale si intende esteso alla linea di altezza zmin
Questa quantità si può ottenere dalla legge di De Beer- Lambert misurando la ra-

dianza. Diverse misure per diverse posizioni del satellite potranno quindi fornire spes-
sori ottici corrispondenti a diverse altezze zmin; tuttavia questi spessori ottici non sono
molto significativi perché sono dovuti al contributo di coefficienti di estinzione presi ad
altezze diverse rispetto alla superficie terrestre. Supponendo una simmetria sferica e che
l’atmosfera possa essere considerata omogenea nelle direzioni parallele alla linea di vista,
si può però pensare a un sistema per valutare il coefficiente di estinzione α(z) lungo la
direzione verticale.

In effetti la funzione α(s) nell’integrale precedente è una funzione solo di z nella nostra
approssimazione di simmetria sferica; quindi l’integrale potrà essere scritto, cambiando
variabili, nella forma:

τ(zmin) = 2

∫ zT

zmin

α(z)
ds

dz
dz (5.2)

dove zT è un’altezza che comprende tutta l’atmosfera e ds
dz
dz è l’elemento infinitesimo

di percorso ottico espresso in funzione di z, altezza dalla superficie. Nel caso in cui la
linea di vista è una linea retta come in figura, questo si potrà calcolare analiticamente. In
realtà, non si può trascurare che esiste la rifrazione, e che l’indice di rifrazione è variabile,
per cui in realtà l’atmosfera è curva e quindi il calcolo dell’integrale è più complicato; nel
seguito trascuriamo comunque questo aspetto e consideriamo ds

dz
una funzione nota.

L’equazione 5.2 è un’equazione integrale; considerando misure a diverse altezze zmin
si può pensare di invertire il sistema di equazioni per ottenere α(z), tenendo presente le
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difficoltà che si possono incontrare nel risolvere problemi di questo tipo ( vedi capitolo
precedente). La tecnica per risolvere il sistema di equazioni derivanti dalla 5.2 si chiama
in maniera suggestiva “onion peeling”, e consiste nell’approssimare l’atmosfera con strati
sferici di altezze zi e spessore ∆zi. Quindi l’integrale diventerà una somma e si potrà
scrivere un sistema di equazioni:

τ(zi) = 2
∑

α(zj)Aij (5.3)

dove Aij sarà la lunghezza dei vari segmenti lungo la linea di vista corrispondente
all’altezza zi compresi tra j e j + 1. La matrice sarà ovviamente triangolare poiché
l’integrazione va dall’altezza zi a quelle superiori.

Varianti di questo metodo sono state utilizzate per i diversi sensori che hanno utiliz-
zato o utilizzano tuttora questa configurazione. E’ da dire che questo metodo non viene
utilizzato solo con la radiazione solare, ma anche con la luna e alcune stelle, permettendo
di allargare considerevolmente la copertura geografica.

5.2.2 Nadir-looking

L’altra configurazione è invece quella in cui il sensore guarda in basso, per cui la radiazione
che gli arriva è la radiazione solare diffusa dal terreno e dall’atmosfera. È da notare che,
variando la linea di vista, si ottiene una scansione della superficie terrestre per cui spesso
i dati sono riportati sotto forma di immagini.

Questa configurazione è piuttosto complicata da trattare se i diversi processi di dif-
fusione e assorbimento intervengono insieme. In effetti, possiamo scrivere l’equazione del
trasporto radiativo, nella forma integrale:

L(θ, 0) = L(θ, τ ?)e−τ
?

+m

∫ τ?

0

dτe−τJ(θ, τ) (5.4)

In questo caso la coordinata verticale è τ =
∫∞
z
α(z′)dz′; la quota zero corrisponde a

τ = τ ? e al di fuori dell’atmosfera si ha τ = 0. Il termine J è il termine di sorgente che
può contenere termini di scattering e termini di emissione. Nella zona dello spettro solare
non c’è contributo dell’emissione, quindi nel calcolo di J occorre tenere conto solo dello
scattering.

In pratica l’equazione viene risolta in maniera numerica attraverso diversi schemi di
approssimazione. Il termine contenente la radianza al suolo viene di solito approssimato
considerando la riflessione diffusa dal terreno della radianza solare diretta, attenuata per
lo spessore ottico:

L(θ, τ ?) = f0e
−m0τ?R(θ0, θ

′) (5.5)

Il termine R è una quantità dipendente dalla natura della superficie.
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Fisicamente, non c’è molta differenza tra questo caso e quello già considerato nel
capitolo precedente per la radianza solare diffusa rivelata a terra. Occorre però considerare
che la riflettività del terreno contribuisce direttamente alla radianza, mentre nel caso
di fotometria solare da terra la radianza riflessa da terra contribuisce al segnale solo
dopo un’ulteriore diffusione da parte dell’atmosfera. In generale quindi il contributo della
superficie sarà non trascurabile, tranne che nei casi seguenti:

• lo spessore ottico sia cos̀ı grande da estinguere tutta la luce che fa un percorso
completo dell’atmosfera. In questo caso solo gli strati più alti dell’atmosfera con-
tribuiscono al segnale. Questo è il caso di forte assorbimento, come l’ozono nell’UV.

• delle nuvole siano presenti nel campo di vista dello strumento. In questo caso
la nuvola diffonde efficacemente la luce incidente, per cui in realtà sarà questo il
contributo principale alla luce che arriva sullo strumento.

• il terreno possa essere considerato “nero”,cioè non diffonderà luce verso l’alto e
quindi la radiazione arriverà solo per scattering atmosferico. Quindi la radianza
misurata dipenderà dalla funzione di fase totale all’angolo di scattering, dal pro-
filo di densità dei diffusori e dall’estinzione. Questo è il caso ideale per ottenere
informazioni sui diffusori, ovvero sugli aerosol.

Al contrario, quando si vogliono ottenere informazioni sulla superficie terrestre occorre
che il termine predominante sia la riflettività della superficie e che si possa correggere
il contributo atmosferico. In effetti si cerca di imbarcare sullo stesso satellite sensori
che permettono uno studio simultaneo della superficie e dell’atmosfera per potere avere
insieme le stesse informazioni. Questo si ottiene principalmente usando sensori sensibili a
più lunghezze d’onda.

I satelliti che imbarcano ( o hanno imbarcato) sensori per lo studio dell’atmosfera sono
diverse decine. Non è il caso di fare qui un elenco completo. Per concretezza ci riferiremo
spesso ai sensori che fanno parte dell’ Earth Observation System (EOS), in particolare
della costellazione A-train, che è un gruppo di satelliti che viaggia insieme e che quindi
permette l’osservazione di un punto della Terra da parte di un insieme di sensori in un
intervallo di pochi minuti. Questi satelliti hanno iniziato a operare agli inizi degli anni
2000 e sono tuttora (2018) operativi, anche se alla fine del loro ciclo di vita.

Come si può vedere dall’equazione 5.4, anche nel caso più semplice di riflettività nulla
da parte della superficie ci si trova, come nel caso della misura da terra da parte del
cielo, con un’espressione che dipende contemporaneamente dal profilo dell’estinzione e
della funzione di fase. Si ha di solito a disposizione un insieme di lunghezze d’onda,
ma a differenza delle misure fotometriche da terra, nella maggior parte dei casi si ha a
disposizione un solo angolo di scattering. L’informazione che si ha a disposizione è quindi
troppo limitata per potere tentare un’inversione sulla base dei soli dati misurati. Nei
prossimi paragrafi vediamo come si utilizza la radianza misurata per la determinazione
della concentrazione di gas e per ottenere informazioni sugli aerosol.
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La quantità di luce che arriva su un sensore è determinata dall’equazione del trasporto
radiativo, schematizzata in figura 1.5.3b. Un dato punto dell’asse del campo di vista del
sensore contribuirà a diffondere verso il sensore la radianza presente. Questa radianza
sarà determinata dall’attenuazione della radianza solare nell’attraversare l’atmosfera, e
occorrerà poi tenere di nuovo conto dell’attenuazione; infine occorrerà poi sommare su
tutti i punti e tenere conto della superficie. Anche in assenza di scattering multiplo, si
potrà risolvere questa geometria solo ipotizzando un’atmosfera con proprietà di scattering
uniformi, come si è fatto nel caso dei fotometri basati a terra. E’ chiaro quindi come il
problema di determinare la radianza sul sensore, dalla quale poi dedurre le proprietà
dell’atmosfera e della superficie, è molto complicato. Nel seguito si cercherà di spiegare
qualche concetto per effettuare misure in questa geometria.

Approssimazione di singolo scattering

L’approssimazione di singolo scattering è stata trattata nel paragrafo 1.5.4. Riscriviamo
qui il risultato che si ottiene per la radianza misurata da un sensore a bordo di un satellite,
nel caso in cui si trascura la riflessione da parte della superficie:

L =
mωf0p(Θ)

4π(m+m0)

(
1− e−(m+m0)τ0

)
(5.6)

Ricordiamo che questa equazione si ottiene nell’approssimazione di funzione di fase e
albedo costanti con la quota. Il caso generale richiederà una soluzione numerica dell’equazione
del trasporto radiativo.

Contributo della superficie e riflessione multipla

Al contrario di una superficie liscia che presenta solo la riflessione speculare, una superficie
ruvida rifletterà in tutte le direzioni per cui si parla di riflessione diffusa. La riflessione
diffusa dà in generale un contributo importante alla radianza ricevuta da un satellite (la
riflessione speculare è presente, ma ovviamente è importante solo per particolari angoli, da
superfici come il mare o ghiacci). Nelle regioni spettrali in cui anche l’atmosfera presenta
una diffusione non trascurabile, entrambi i processi sono presenti, e occorre tenere presente
la possibilità di riflessioni multiple tra la superficie e l’atmosfera.

Si puó pensare di trascurare la diffusione multipla all’interno dell’atmosfera e di
utilizzare quindi l’equazione 5.6 per definire una riflettivitá atmosferica. Per trovare
la riflettività totale potremo schematizzare l’insieme terra-atmosfera come due specchi;
l’atmosfera sarà uno specchio con riflettività Ra e trasmissione Ta, mentre la superfi-
cie terrestre è schematizzata come un secondo specchio di riflettività Rs. Tutte queste
grandezze sono riferite all’energia (e non ai campi elettromagnetici). La radianza totale
riflessa sarà data allora da una somma in cui si considerano i diversi processi : prima
riflessione da parte dell’atmosfera, trasmissione dall’atmosfera (due volte) e riflessione
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da parte della superficie, trasmissione dall’atmosfera (due volte) e riflessioni multiple da
parte della superficie e l’atmosfera. In formule si avrà:

Lr = RaL0 + T a(Rs +Rs(RsRa) +Rs(RsRa)2 + ...)T aL0 (5.7)

la radianza riflessa ha quindi la forma di una serie geometrica:

Lr = RaL0 + L0Rs(T a)2(
∞∑
0

RsRa))n) = L0(Ra +
Rs(T a)2

1−RsRa
) (5.8)

Nel caso in cui la riflettività della superficie si possa considerare nulla, il secondo
termine non contribuisce. Quando la riflettività dell’atmosfera diventa piccola, si può
scrivere:

R ' Ra +Rs(T a)2 ∼ Ra +Rs (5.9)

5.2.3 Determinazione del contenuto colonnare di un gas

Per determinare la concentrazione di gas negli strati più bassi dell’atmosfera non si potrà
usare la geometria di occultazione. Si utilizza quindi la rivelazione della radiazione diffusa
in geometria di nadir-looking. Come abbiamo visto nel paragrafo precedente, la radiazione
che arriva su un sensore in questa geometria dipende in maniera complicata dalle proprietà
di scattering e di estinzione dell’atmosfera e dalle proprietà della superficie. Tuttavia si
può pensare di cercare nella radiazione riflessa le cosiddette “firme spettrali” di determi-
nate molecole di interesse; questa affermazione si basa sul fatto che le caratteristiche di
assorbimento dei gas variano molto più rapidamente con la lunghezza d’onda delle carat-
teristiche di diffusione. Tralasciamo per un momento la radiazione diffusa dalla superficie
e dagli aerosol per concentrarci sulla radiazione diffusa dalle molecole dell’atmosfera. La
radiazione diffusa sul satellite sarà allora data dallo spettro della radiazione solare mod-
ificato dalla diffusione Rayleigh. Poiché le variazioni temporali dell’atmosfera in termini
di densità sono abbastanza piccole, si può pensare di potere calcolare con precisione lo
spettro della luce diffusa che arriva su un satellite. Ci aspettiamo inoltre che lo spet-
tro sia continuo e che non ci siano caratteristiche discrete. Consideriamo adesso una
molecola che potrebbe essere presente in atmosfera e che abbia una riga di assorbimento
nella regione dello spettro solare; analogamente al caso della fotometria solare da terra,
consideriamo la lunghezza d’onda al picco dell’assorbimento λON e una lunghezza d’onda
per la quale l’assorbimento è trascurabile λOFF . Se queste due lunghezze d’onda sono
abbastanza vicine, e la molecola non è presente in atmosfera, ci dovremmo aspettare che
la riflettività atmosferica sia la stessa per queste due lunghezze d’onda (con eventual-
mente una differenza calcolabile dovuta alla diffusione Rayleigh). Se invece la molecola è
presente, ci dovremo aspettare di trovare un “buco” nello spettro di radiazione diffusa in
corrispondenza della lunghezza d’onda λON . In prima approssimazione, le caratteristiche
dello scattering saranno le stesse per le due frequenze, per cui la differenza tra le due
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frequenze starà in un fattore che contiene l’assorbimento. Questo permetterà quindi di
calcolare lo spessore ottico corrispondente al percorso dei raggi e quindi alla fine di avere
il contenuto colonnare della molecola in questione. Ci si aspetta che il contributo alla
radianza rivelata sul satellite dovuto agli aerosol e alla superficie sia lentamente variabile
con la frequenza, per cui il principio resta valido anche quando queste componenti non
sono trascurabili.

Lunghezze d’onda discrete

Per formalizzare questo procedimento, ipotizziamo che esista un percorso “efficace” della
radiazione solare, cioè che tutti i percorsi presentati nella figura ?? siano equivalenti a
uno singolo. La radianza misurata su questo percorso sarà data da:

L(λ) = CL0(λ) exp−
∫
σa(λ)ρ(s)ds (5.10)

Il fattore C sarà un fattore di efficienza del processo di scattering, che in prima ap-
prossimazione potremmo considerare indipendente dalla lunghezza d’onda, sulla scala
della riga di assorbimento considerata. In pratica questo fattore sarebbe dato esatta-
mente dall’equazione 5.4 in assenza della molecola in traccie che assorbe; non ci interessa
il suo valore esatto, ma si assume che sia costante con λ L0 sarà la radianza solare al top
dell’atmosfera (TOA) che, a bordo di un satellite, potrà essere misurata. Quindi, con due
misure a λON e λOFF ( per cui σa(λOFF ) = 0) si potrà ricavare il termine detto “Slant
Column Density” (SCD)

SCD =

∫
σa(λ)ρ(s)ds (5.11)

che potrà essere convertito, noto il percorso efficace su cui si esegue l’integrazione in
ds, nel contenuto colonnare ( detto anche Vertical Column Density, VCD):

V CD =

∫ TOA

0

σa(λ)ρ(z)dz (5.12)

Questa stima sarà tanto più accurata quanto più si modellizza bene l’effetto dello scat-
tering da parte di molecole e aerosol. Occorreranno simulazioni del processo di scattering
lungo l’atmosfera in modo da valutare al meglio il percorso efficace. La trattazione si
complica quando sono presenti più assorbitori nella banda passante di rivelazione attorno
a λON e λOFF . In questo caso occorrerà fare misure a più lunghezze d’onda in modo da
potere avere più equazioni e risolvere un sistema per più SCD.

DOAS

Il metodo precedente potrebbe non essere utilizzabile per determinare la concentrazione
di più molecole insieme. Se però si ha a disposizione lo spettro della luce riflessa su un
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intervallo ampio di lunghezze d’onda, come si può ottenere per esempio da un reticolo
di diffrazione accoppiato con un array di fotodiodi o una camera CCD, si può pensare
di andare ad analizzare globalmente questo spettro e andare a cercare le concentrazioni
di molecole che si pensano rilevanti. Si vanno a cercare quindi le molecole che pensiamo
possano essere presenti in atmosfera e che hanno assorbimenti nell’intervallo spettrale che
si sta considerando. Il metodo è noto come Differential Optical Absorption Spectroscopy,
e in effetti è ampiamente usato anche in strumenti basati a terra (in questo caso, di solito
la sorgente di luce è artificiale).

Il concetto alla base di questa tecnica è che lo spettro della luce riflessa consta di
due parti: una, lentamente variabile con la lunghezza d’onda, dovuta alla riflessione della
superficie, alla diffusione molecolare, e alla diffusione aerosolica; l’altra, rapidamente vari-
abile con la lunghezza d’onda, agli assorbimenti delle molecole. La parte lenta viene fittata
in base a delle funzioni empiriche, per esempio un polinomio, in modo da riprodurre le
zone senza assorbimenti. Su questa base si aggiungono poi gli assorbimenti delle diverse
molecole in modo da riprodurre lo spettro osservato.

5.2.4 Determinazione di aerosol

Abbiamo visto precedentemente che le misure fatte a bordo di un satellite sono di solito
riferite a poche lunghezze d’onda e a un solo o pochi angoli di scattering. In questo caso
non è possibile impostare un insieme di equazioni che può essere risolto per ottenere un
certo numero di proprietà ottiche dell’atmosfera da cui poi provare a calcolare i parametri
degli aerosol. Ci si deve accontentare di cercare delle soluzioni che sono plausibili.

Look-up tables

Una maniera per fare questo è di utilizzare la tecnica delle “Look-up tables” (LUT).
Questa tecnica consiste semplicemente nel restringere la variabilità delle possibili popo-
lazioni di aerosol atmosferici a un certo numero di casi che si considerano rappresentativi.
Per ognuno di questi casi si possono calcolare le corrispondenti proprietà ottiche intensive
(non dipendenti dal numero totale di particelle). Si cerca quale soluzione minimizza la
discrepanza rispetto ai dati sperimentali.

Nel caso più semplice, i dati sperimentali sono le radianze in funzione della lunghezza
d’onda.

Diamo una descrizione semplificata. Possiamo considerare diverse distribuzioni di
aerosol sferici bimodali, con un modo di accumulazione ( particelle piccole) e un modo
di particella grandi, come nel paragrafo 3.3.1 e 4.3. Partendo da un certo numero di
informazioni a priori, si scelgono i parametri dei singoli modi (raggio centrale e corrispon-
denti larghezze), e si potranno generare le diverse proprietà ottiche variando la frazione
del modo fine. Questo determina, al variare della lunghezza d’onda, la funzione di fase
e l’andamento dello spessore ottico, , mentre il numero totale di particelle determina lo
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spessore ottico totale. Quindi, si considera un insieme di frazioni fini dello spessore ot-
tico, lo spessore ottico totale a una lunghezza d’onda di riferimento e i diversi possibili
angoli di scattering. Ipotizzate questa serie di proprietà aerosoliche, si potrà calcolare un
set di possibili spessori ottici totali, funzioni di fase totali, e albedo totali considerando
opportunamente le proprietà dell’atmosfera.

Per esempio, supponendo per semplicità di essere in condizioni di spessore ottico pic-
colo e superficie “nera” si potrà utilizzare la formula ricavata nella sezione 1.5.4

L =
m

4π
ωf0τp(Θ) (5.13)

Quindi, per un certo angolo di scattering e per le lunghezze d’onda per le quali si
effettua la misura si calcoleranno una serie di valori possibili della radianza corrispon-
denti alle variazioni dei parametri aerosolici. Per ogni combinazione dei parametri si
calcolerà lo scarto quadratico medio tra i valori teorici e i valori misurati, e si tengono in
considerazione solo le combinazioni per le quali lo scarto è inferiore a un valore minimo
predeterminato. Se c’è un solo set di parametri che soddisfa questa condizione, si assume
che questi siano i valori “veri” della distribuzione di aerosol. Se più set di parametri
soddisfano la condizione, si fa una media delle distribuzioni corrispondenti.

In pratica, non si ha quasi mai a che fare con una vera situazione di superficie
“nera”. In effetti l’influenza della superficie sarà trascurabile solo in casi particolari per
cui l’estinzione è molto grande; in questo caso, non si ha praticamente radiazione solare
che arriva a terra, e di conseguenza non si ha nemmeno scattering dalla superficie. Questo
tipo di situazione trova alcune applicazioni per misure nell’UV. In tutti gli altri casi lo
scattering dal terreno va considerato. Il caso più facile da trattare è quello del mare,
in quanto le proprietà di scattering della superficie marina variano lentamente e possono
essere modellizzate in maniera abbastanza semplice. Inoltre, la superficie del mare è prati-
camente “nera” nel visibile e nel vicino infrarosso. Nel caso più semplice, la riflettività
della superficie del mare viene calcolata a seconda della posizione geografica, della sta-
gione, ed eventualmente dalla velocità del vento. Quest’ultima proprietà è importante in
quanto il moto ondoso determina la probabilità di avere una riflessione speculare della luce
solare nel sensore. Per lo stesso motivo, di solito si eliminano i punti che geometricamente
corrispondono a riflessione speculare della radiazione solare.

Per quanto riguarda invece le misure effettuate sulla terra, si utilizzano diversi algo-
ritmi per potere isolare il contributo della superficie terrestre. Si sfrutta il fatto che la
vegetazione ha una riflettività che diventa bassa a lunghezze d’onda piccole e che può
essere modellizzata abbastanza bene, per cui in una immagine si selezionano i pixel che
corrispondono alla minima riflettività e si identificano con vegetazione. In questo modo
si può quindi calcolare il contributo della superficie e quindi calcolare il contributo degli
aerosol con la stessa tecnica delle LUT.

Un problema di questa tecnica è che il pixel “scuro” diventa sempre meno scuro
all’aumentare dello spessore ottico. Quindi diventa sempre più difficile individuare le
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aree a vegetazione densa, perché in effetti diminuisce la radiazione riflessa dalla superfi-
cie. Una soluzione è quella di usare, per l’individuazione di questi pixel, una lunghezza
d’onda nella zona dell’infrarosso. In effetti, lo spessore ottico dell’atmosfera spostandosi
nell’infrarosso diminuisce, per cui in questa zona il contributo della superficie aumenterà.
Ad esempio, il canale dello spettrometro MODIS a 2 um serve allo scopo, e ha il vantaggio
che la radiazione termica a questa lunghezza d’onda è trascurabile.

Qual è l’attendibilità dei parametri determinati in questa maniera? Nel corso di pro-
getto di una missione spaziale vengono sempre effettuate molte simulazioni e studi di
sensitività per determinare l’incertezza finale su una misura. Spesso si costruiscono dei
simulatori che vengono imbarcati a bordo di aerei o palloni per testare il comportamento
dello strumento e le assunzioni che vengono fatte. A posteriori, si cerca di confrontare la
misura fatta dal sensore in orbita con una misura analoga fatta a terra. In particolare,
abbiamo visto che lo spessore ottico è una delle misure che si possono ottenere con la tec-
nica della fotometria solare. Si sfruttano quindi i passaggi di un sensore su di un luogo in
cui è presente un fotometro della rete AERONET e si effettuano i confronti dello spessore
ottico. Nel caso di luoghi costieri, si può quindi fare il confronto con l’algoritmo fatto per
la misura sul mare. Alcuni esempi sono mostrati nella figura 5.5.

5.2.5 Limb

In questa configurazione, il sensore punta in direzione dell’atmosfera in modo da non
intercettare la superficie terrestre, ma il sole in questo caso e’ situato a un angolo zenitale
alto. Quindi la luce che arriva sul sensore é unicamente diffusa dall’atmosfera.
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Figure 5.5: Confronto tra spessori ottici misurati a terra con un sensore della rete
AERONET e su un satellite.



Chapter 6

Lidar

6.1 Principio di funzionamento

La parola LIDAR è un acronimo per Light Detection and Ranging. Il principio su cui si
basa il lidar è comune a tutte le onde: facendo propagare un pacchetto d’onde, quando
questo incontra un ostacolo si produce un’onda diffusa. Misurando il tempo trascorso
tra l’emissione e la rivelazione dell’onda diffusa si può allora determinare la distanza
dell’ostacolo. Strumenti di questo genere esistono per le onde radio (RADAR) e per le
onde acustiche in aria o in acqua (SODAR). Nel caso del lidar, il detection and ranging
si ottiene con la luce: il sistema è stato però reso possibile dopo l’invenzione dei laser, in
quanto solo con luce laser si possono ottenere delle energie abbastanza grandi da rendere
la rivelazione della luce diffusa possibile 1.

Per i nostri scopi possiamo considerare un laser come un sistema in grado di generare
una luce a una determinata lunghezza d’onda e dotato di una direzionalità. Possiamo
pensare che la luce sia emessa entro un certo angolo in una direzione determinata. Questo
angolo è in generale piuttosto piccolo, dell’ordine del milliradiante. E’ opportuno ricordare
che la divergenza di un fascio luminoso non è eliminabile in quanto è strettamente connessa
alla natura ondulatoria della luce attraverso il fenomeno della diffrazione. Quindi, se le
dimensioni traverse del fascio sono a si ha una divergenza θ = λ/a.

Consideriamo quindi la figura 6.1 in cui schematizziamo un laser che si propaga nella
direzione z. Supponiamo che a distanza z sia presente un ostacolo. Se all’istante t =
0 viene emesso un impulso di luce, questo raggiungerà l’ostacolo dopo un tempo t′ =
z/c; dall’ostacolo si irradierà un’onda diffusa che potrà raggiungere il rivelatore posto
in prossimità del laser dopo un altro intervallo di tempo t′. Quindi la relazione tra la
posizione dell’ostacolo e l’intervallo di tempo trascorso tra l’emissione dell’impulso laser

1In realtà, dei tentativi sono stati fatti con lampade a flash per misurare l’altezza delle nubi. Inoltre,
utilizzando i proiettori concepiti per scopi contraerei in particolari geometrie si sono potute fare misure
della densità atmosferica

72
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Figure 6.1: Schema di funzionamento di un LIDAR. All’istante t = 0 viene emesso un
impulso di durata δt. Un rivelatore della luce diffusa posto vicino al laser vede un segnale
temporale che ha una forma simile a quella che si vede nella parte bassa della figura.
Il segnale a un tempo t viene dalla’altezza z = (1/2)ct. Si noti che in questa figura la
divergenza del fascio non è riportata.

e la rivelazione dell’onda diffusa è (z = 1/2)ct. Sperimentalmente, possiamo misurare
questo tempo usando l’impulso laser come trigger per un oscilloscopio al quale inviamo
il segnale del rivelatore. E’ intuitivo che, perché la localizzazione sia precisa, la durata
temporale dell’impulso dovrà essere la più piccola possibile. L’ordine di grandezza della
precisione con cui si può localizzare l’ostacolo è dato dall’estensione spaziale dell’impulso
stesso, ovvero ∆z = 1/2c∆t. Per ottenere una risoluzione spaziale dell’ordine del metro
occorre quindi ∆t = (2/3)10−8s = 6ns circa. Questa è una durata che può facilmente
essere ottenuta in un laser.

Per un fascio laser che si propaga nell’atmosfera non esiste in generale un ostacolo lo-
calizzato, ma abbiamo visto che sia le molecole che gli aerosol possono diffondere; quindi
ogni volume d’aria illuminato dal fascio laser diventa una sorgente di onde diffuse. Sul
rivelatore si ottiene un segnale diverso da zero a partire dall’istante in cui viene emesso
l’impulso laser. A ogni istante di tempo t il segnale dipende dalla luce diffusa alla dis-
tanza z = (1/2)ct. In questo segnale sono allora contenute delle informazioni sulla natura
dei diffusori2. Poiché possiamo considerare note le proprietà di diffusione delle molecole

2Si noti che questo comportamento si ottiene anche con i radar che sono stati i primi sistemi per la
rivelazione a distanza di oggetti. In questo caso, la riflessione da parte della superficie o da parte di
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atmosferiche, in ultima analisi si potranno avere delle informazioni sugli aerosol, su al-
tre molecole di concentrazione variabile e di parametri termodinamici. Vediamo quindi
come si scrive l’intensità di radiazione diffusa che arriva su un rivelatore in funzione della
distanza, la cosiddetta equazione lidar.

Per questa derivazione è più intuitivo pensare al fascio di luce come a un insieme
di fotoni che si propaga. Se abbiamo una densità n di fotoni la densità di energia sarà
u = n(h̄ω); se l’impulso di luce ha durata δT e energia E, e A è l’area della sezione
trasversa del fascio dovremo avere

E = nA(cδT ) (6.1)

Per definizione di sezione d’urto avremo che la densità di fotoni diffusi in un angolo
solido infinitesimo dΩ e in un tempo dt sarà data da:

dnd
dtdΩ

= cn
∑

Ni
dσi
dΩ

(6.2)

dove abbiamo indicato con Ni la densità di diffusori di un dato tipo (per esempio
molecole o aerosols) e con dσi/dΩ la corrispondente sezione d’urto differenziale. Nel
seguito ci interesseremo di diffusione a 180 gradi (retrodiffusione o backscattering), quindi
definiamo il coefficiente di retrodiffusione come

β =
∑

Ni

(
dσi
dΩ

)
(θ=180◦)

(6.3)

Importante: si noti che in questo capitolo indichiamo con β il coefficiente di scattering
a 180◦, mentre introducendo lo scattering abbiamo indicato con β(θ) il coefficiente di
scattering per un angolo generico.

Consideriamo allora un certo volume di interazione dato dal volume occupato dal
fascio laser a una certa distanza z da un rivelatore di area Ad. Supponiamo per semplicità
che la durata temporale dell’impulso sia molto piccola rispetto al tempo minimo ∆t su
cui si può effettuare la misura dei fotoni retrodiffusi. Supponiamo inoltre che la distanza
z sia abbastanza grande che da ogni punto del volume di interazione la luce che raggiunge
il rivelatore si possa considerare diffusa a 180◦. L’angolo solido sotto il quale il rivelatore
viene visto da un punto del volume di interazione sarà ∆Ω = Ad

z2
.

Il numero di fotoni che sono diffusi in un tempo ∆t e potranno raggiungere il rivelatore
dopo un tempo z/c è dato da

∆N = c(nAcδt)β∆Ω∆t (6.4)

idrometeore costituisce una fonte di rumore per il radar. Con gli anni ci si è accorti però che questa
fonte di rumore poteva essere una preziosa fonte di informazione per i fenomeni atmosferici, e sono stati
sviluppati i radar meteorologici per seguire lo sviluppo di sistemi nuvolosi e di precipitazioni
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Il termine tra parentesi non è altro che il numero totale di fotoni dell’impulso laser
(ovvero la sua energia divisa per h̄ω), attenuata però del fattore di trasmissione dovuta
all’estinzione dell’atmosfera, T = exp(−

∫ z
0
α(z)dz). Il numero di fotoni che arriva sul riv-

elatore sarà dato da ∆N moltiplicato però dello stesso fattore T a causa dell’attenuazione
sul percorso inverso.

In definitiva avremo, per il numero totale di fotoni che arriva

N(z,∆T ) = c∆T
E

h̄ω

Ad
z2
βT 2 (6.5)

dove E è l’energia totale dell’impulso laser. Da questa equazione vediamo che le caratteris-
tiche dell’atmosfera sono contenute in β e T . A causa del fattore di angolo solido vediamo
che N(z) tenderebbe a divergere per z che va a zero. In realtà bisogna considerare che
questa equazione è stata ottenuta nel caso in cui la distanza è abbastanza grande e quindi
consideriamo solo lo scattering a 180◦. In pratica il segnale reale si ottiene moltiplicando
l’equazione 6.5 per un fattore χ(z) che tiene conto del fatto che l’efficienza di rivelazione
tende a zero per z → 0, per motivi puramente legati all’ottica geometrica. χ(z) → 1 a
distanze abbastanza grandi (dell’ordine di centinaia di metri) che dipendono dall’ottica
di raccolta. Infine, anche in questo caso il segnale letto sarà un segnale elettrico che sarà
legato alla quantità di energia da una costante incognita. Si scriverà quindi:

S(z,∆T ) = Cχ(z)(cE∆T )
Ad
z2
βT 2 (6.6)

molto spesso si considera il segnale moltiplicato per z2, in quanto la dipendenza da 1/z2

è puramente geometrica e non contiene nessuna informazione:

P (z) = z2S(z) = Cχ(z)(cE∆TAd)β(z)T 2(z) (6.7)

Nella figura 6.2 è mostrato un segnale sperimentale cos̀ı come è ottenuto e lo stesso
segnale moltiplicato per z2. Si intuisce che il secondo caso è più adatto per una analisi
visuale.

La determinazione della costante di calibrazione non è una cosa semplice, per cui si
ricorre a un metodo indiretto. Supponiamo di stare lavorando ad una lunghezza d’onda
per cui non si hanno assorbimenti da parte dell’atmosfera. Allora si potrà scrivere:

α = αaer + αmol (6.8)

β = βaer + βmol (6.9)

(6.10)

Di nuovo, supponiamo di conoscere con approssimazione sufficiente la densità atmosfer-
ica e quindi di potere calcolare i coefficienti di backscattering ed estinzione dovuti solo
alla parte molecolare. Sappiamo che gli aerosol sono contenuti in una zona limitata
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Figure 6.2: Un esempio di segnale LIDAR sperimentale ottenuto mediando 1 minuto di
impulsi laser a 30 Hz. Il grafico inferiore mostra lo stesso segnale moltiplicato per la
distanza al quadrato.

dell’atmosfera, per cui potremo sempre trovare una quota tale che αaer = 0, βaer = 0.
Potremo quindi scrivere, supponendo χ(z0) = 1

P (z0) = C(cE∆TAd)β(z0)T 2(z0) (6.11)

Il rapporto P (z)/P (z0) fornisce quindi una quantità che non dipende dalle costanti del
sistema

P (z)

P (z0)
= χ(z)

β(z)

β(z0)
(
T 2(z)

T 2(z0)
) (6.12)

sostituendo β = βmol + βaer, α = αmol + αaer, T = e−
∫ z
0 α(z)dz otteniamo

P (z)

P (z0)
= χ(z)

βaer + βmol
βmol(z0)

exp(−2
∫ z

0
(αmol(x)))

exp(−2
∫ z0

0
(αmol(x)))

exp(−2
∫ z

0
(αaer(x)))

exp(−2
∫ z0

0
(αaer(x)))

(6.13)

da cui

r =
βaer(z) + βmol(z)

βmol(z)
=

1

χ(z)

P (z)

P (z0)
e−2

∫ z0
z αaer(x)e−2

∫ z0
z αmol(x)βmol(z0)

βmol(z)
(6.14)
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Figure 6.3: Mappa bidimensionale tempo-altezza del backscattering attenutato (unità
arbitrarie)

La quantità r è una quantità adimensionale che è ≥ 1 in presenza di aerosol.
Dall’equazione vediamo che possiamo ottenere r se conosciamo α. Ovviamente questa

è una quantità che vogliamo determinare sperimentalmente e quindi vediamo che da una
sola equazione lidar non possiamo determinare estinzione e backscattering. Prima di
vedere come il numero di relazioni può essere aumentato dal punto di vista sperimentale,
vediamo quali informazioni approssimate possono essere ottenute dall’equazione 6.14. La
funzione

Taer(z, z0) = e−2
∫ z0
z αaer(x) (6.15)

è monotona crescente ed è sempre minore di 1 per z < z0, ed essendo l’esponenziale di
un integrale ci possiamo aspettare che vari in maniera dolce con z. Questo significa che
trascurare l’estinzione aerosolica nella 6.14 porta a una sovrastima di r ma non porta ad
una grossa variazione qualitativa dell’andamento di r. In particolare, ci aspettiamo che
all’interno dei vari strati atmosferici la concentrazione di aerosol vari lentamente mentre
ci sarà una rapida variazione tra uno strato e l’altro; queste variazioni saranno quindi
visibili nel parametro r ottenuto trascurando l’estinzione aerosolica.

Dal punto di vista sperimentale, si fa ampio uso di mappe bidimensionali del segnale
P (z), dette “Quicklook”. Se si riporta come in figura 6.3 il segnale in funzione dell’altezza
e del tempo, utilizzando un codice di colori, per quanto detto prima si ottiene una rap-
presentazione qualitativa del backscattering totale, a meno del fattore di calibrazione e
dell’attenuazione.

Utilizzando la tecnica di calibrazione descritta e tenendo conto dell’attenuazione moleco-
lare, dalla 6.12si può ottenere la quantità

P (z)

P (z0)
(
T 2
mol(z0)

T 2
mol(z)

)β(z0) = β(z)(
T 2
aer(z)

T 2
aer(z0)

) (6.16)
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nota come backscattering attenuato, ovvero il backscattering totale moltiplicato per il
fattore e(2

∫ z0
z αaer(z′)dz′) che è decrescente con z fino a 1 per z = z0.

Derivando rispetto a z questa quantità, è facile trovare i confini degli strati atmos-
ferici, in particolare l’altezza del PBL, come i minimi della derivata rispetto a z (nella
transizioni tra il PBL e la troposfera libera si ha quasi sempre una rapida diminuzione
del backscattering).

A volte può essere preferibile dividere ambo i membri dell’equazione 6.16 per il coef-
ficiente di backscattering molecolare in modo da avere un backscattering ratio attenuato.
Nella mappa quickLook le zone prive di aerosol si dovranno presentare come delle regioni
in cui il backscattering ratio è 1.

Occorre infine considerare che il segnale P(z), essendo un segnale sperimentale, è
affetto da rumore (si tornerà in seguito su questo punto). Il valore di P (z0) determina
un punto in cui r=1. Tuttavia ci si aspetta che r dovrà essere uguale a 1 non solo in un
punto ma in un intero intervallo di altezze. Si può sfruttare questo fatto per determinare
dove effettivamente non ci sono aerosol e per minimizzare l’effetto del rumore. Infatti
dalla densità atmosferica potremo costruire un segnale teorico Pmol(z). In una regione
dello spazio priva di aerosol il segnale sperimentale dovrà essere uguale, a meno di una
costante, a Pmol. Possiamo quindi cercare l’intervallo in cui il rapporto P (z)/Pmol è meglio
rappresentato da una costante e trovare questa costante come parametro di fit. A questo
punto, se (z1, z2) è l’intervallo trovato e C il parametro di fit per il rapporto tra il segnale
calcolato e quello sperimentale possiamo sostituire a P (z) il valore CPmol(z) nell’intervallo
(z1, z2). In questo modo l’effetto del rumore sulla calibrazione viene ridotto.

6.2 Soluzione dell’equazione lidar

Vediamo ora che tipo di soluzione approssimata si può dare all’equazione lidar. Abbiamo
visto nella sezione 3.3 che una data distribuzione di aerosol è caratterizzata, a una certa
lunghezza d’onda, da un parametro detto lidar ratio:

Saer =
αaer
βaer

(6.17)

Questo numero è tipicamente dell’ordine 10-100. Molto grossolanamente, si può dire che
aerosol di determinata origine hanno intervalli caratteristici di variazione per Saer. Se
quindi si può stimare il lidar ratio abbiamo una relazione tra αaer eβaer che permette di
risolvere l’equazione lidar.

Avremo quindi

αaer = Saerβaer (6.18)

βaer = (r − 1)βmol (6.19)

αaer = Saer(r − 1)βmol (6.20)

(6.21)
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L’equazione 6.14 può quindi essere risolta per approssimazioni successive. All’ordine 0
poniamo αaer = 0 e otteniamo quindi una sovrastima di r.

r0 = P (z, z0)βmol(z0, z)Tmol(z0, z)
2 (6.22)

dove abbiamo introdotto la notazione A(z, z0) = A(z)/A(z0). A questo punto possiamo
ottenere da r0 un βaer e moltiplicare per Saer per ottenere un nuovo valore di αaer. Pos-
siamo reiterare il processo e continuare fino a che la differenza tra i valori successivi di r
trovati non è più piccola di un valore prefissato. In formule :

α0
aer = 0 (6.23)

ri+1 = P (z, z0)βm(z0, z)Tmol(z0, z)
2e
−2

∫ z
z0

(ri−1)Saerβm (6.24)

αi+1
aer = (ri − 1)Saerβmol (6.25)

(6.26)

Sono di solito necessarie poche iterazioni per convergere. Come criterio di convergenza si
può cercare una variazione percentuale di r che sarà dell’ordine dell’errore relativo che ci
si attende.

E’ da notare infine che in questa soluzione non c’è bisogno di utilizzare un valore
costante di Saer, ma potremo utilizzare allo stesso modo una lidar ratio variabile con la
quota Saer(z). Oltre che nel caso in cui si ha un’informazione a priori su questa quantità,
questo fatto può essere utile, per esempio, quando il segnale è contaminato da una nuvola.
In questo caso il backscattering cresce notevolmente rispetto all’estinzione e allora si può
porre αaer ∼ 0 nella nuvola.

Una estensione di questo metodo è quella per cui si prescrive non un valore di Saer,
ma una relazione αaer = αaer(βaer). Questa relazione va intesa non tanto quanto una
dipendenza funzionale, dato che per una data popolazione di aerosol il lidar ratio è fissato,
ma in senso statistico. In effetti è possibile ipotizzare che aerosol di un determinato tipo si
presentino come una combinazione di un certo numero di modi lognormali ( solitamente 2)
con parametri che possono variare all’interno di determinati range. Non è quindi difficile
calcolare numericamente i valori di αaer e βaer facendo variare i parametri in modo da
ricoprire tutti i range di variazione. Si ottiene quindi un insieme di coppie (βaer, αaer),
che potranno essere rappresentate come uno scatter plot. Possiamo quindi pensare di
scegliere degli intervalli ristretti di βaer, e considerare i valori possibili di αaer in questo
intervallo. Il valore medio o il valore più probabile di questi αaer fornisce quindi il valore
da associare a βaer e in questo senso possiamo definire una funzione αaer = αaer(βaer), che
eventualmente potrà essere interpolata con una formula analitica. Il processo iterativo
precedentemente descritto può essere applicato senza variazioni.

Una variante, che a volte è preferibile dal punto di vista della convergenza, è di iterare
non sull’intero profilo ma in un singolo punto. Una volta che si ha la convergenza in un
punto, si aggiorna il fattore di trasmissione e si passa alla quota successiva, utilizzando i
valori trovati precedentemente come valore iniziale.
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Menzioniamo infine il cosiddetto metodo di Klett-Fernald, che è in realtà un adat-
tamento di un metodo già utilizzato per i radar. Questo metodo fornisce una soluzione
analitica che è facile da implementare in ambienti di calcolo vettoriale. Il principio di
questo metodo sta nel trasformare l’equazione lidar, che è un’equazione integrale (dipen-
dendo dalla trasmissione), in una equazione differenziale di tipo noto; l’equazione lidar
può essere trasformata in una cosiddetta equazione di Bernoulli, per la quale esistono
soluzioni. Oppure, più semplicemente, si può sfruttare la relazione:

d

dz
exp(−

∫ z

z0

f(z′)dz′) = −f(z)exp(−
∫ z

z0

f(z′)dz′) (6.27)

e mettere l’equazione lidar in una forma di questo tipo. In effetti, si può mettere
l’equazione 6.12 nella forma

β(z0)
P (z)

P (z0)
= β(z)(

T 2(z)

T 2(z0)
) = β(z)exp(−2

∫ z

z0

(αaer(z
′) + αmol(z

′)dz′) (6.28)

da cui si può ottenere

β(z)exp(−2

∫ z

z0

(αaer(z
′)) = β(z0)

P (z)

P (z0)
exp(2

∫ z

z0

αmol(z
′)dz′) (6.29)

moltiplicando ambo i membri per −2Saer(z)exp(−2
∫ z
z0
Saerβmol) si ottiene:

−2Saer(z)(β(z)exp(−2

∫ z

z0

(Saerβ(z′)) = −2Saer(z)β(z0)
P (z)

P (z0)
exp(2

∫ z

z0

(αmol(z
′)−Saerβmol)dz′)

(6.30)
Il primo membro ha esattamente la forma 6.27 per cui sarà possibile scrivere l’equazione

6.12come:

d

dz
exp(−2

∫ z

z0

Saerβ(z′)dz′) = −2Saer(z)β(z0)
P (z)

P (z0)
exp(2

∫ z

z0

(αmol(z
′)− Saerβmol)dz′)

(6.31)
integrando tra la quota di riferimento z0 e una quota generica si ottiene quindi:

exp(−2

∫ z

z0

Saerβ(z′)dz′) = 1−2

∫ z

z0

Saer(z
′)β(z0)

P (z′)

P (z0)
exp(2

∫ z′

z0

(αmol(z
′′)−Saerβmol)dz′′)

(6.32)
da cui, prendendo il logaritmo di ambo i membri
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−2

∫ z

z0

Saerβ(z′)dz′ = ln(1− 2

∫ z

z0

Saer(z
′)β(z0)

P (z′)

P (z0)
exp(2

∫ z′

z0

(αmol(z
′′)− Saerβmol)dz′′))

(6.33)
infine, derivando rispetto a z si ottiene la formula finale:

βaer + βm =
P (z, z0)βaer(z0)e2

∫ z0
z dz′(Saer−Sm)βm

1 + 2
∫ z0
z
P (z′, z0)Saere

∫ z0
z′ (Saer−Sm)βm

(6.34)

dove Sm = 8π/3 è il lidar ratio corrispondente allo scattering molecolare. Dal punto
di vista del calcolo numerico, risulta che questa soluzione è stabile per integrazione
all’indietro: si parte cioè da una quota per cui si ritiene che βaer abbia un valore noto
(di solito 0) e si va verso quote più basse. Andando verso l’alto, invece, l’errore che si
commette nell’assegnare il valore iniziale tende ad amplificarsi.

L’utilità di questa forma analitica sta nel fatto che è facile da implementare e che è
possibile valutare numericamente errori statistici e sistematici; inoltre, è possibile vedere
se i valori scelti per il lidar ratio portano a dei valori compatibili con altre informazioni.

Un caso tipico è quello per cui si ha a disposizione una misura diretta dello spessore
ottico ottenuta da un fotometro solare a una lunghezza d’onda vicina a quella del lidar.
In assenza di altre informazioni, occorre ipotizzare un lidar ratio che almeno riproduca lo
spessore ottico osservato.

Lo spessore ottico tra due quote τ(zmin, z0) in funzione del lidar ratio può essere
ottenuto facilmente da 6.33, per cui si ha:

τ(zmin, z0) = ln

(
1 + 2

∫ z0

zmin

dz′Saer(z
′)β(z0)

P (z′)

P (z0)
exp(2

∫ z′

z0

(αmol(z
′′)− Saerβmol)dz′′)

)

−
∫ z0

zmin

Saerβmol(z
′)dz′ (6.35)

Nel caso in cui Saer è una costante si potrà facilmente risolvere numericamente l’equazione
per ottenere il valore di Saer che riproduce lo spessore ottico. Lo spessore ottico misurato,
però, è di solito riferito all’intera colonna atmosferica, per cui il valore di zmin dovrebbe
essere nullo. Occorre però fare attenzione al fatto che il segnale lidar è affetto alle basse
quote da una funzione di sovrapposizione che non è 1, per cui l’equazione 6.35 sarebbe
valida solo a quote superiori. Se la funzione di sovrapposizione è nota si può inserire es-
plicitamente nell’equazione, e quindi il limite inferiore di integrazione può essere portato
a zero. In caso contrario occorre stimare lo spessore ottico tra la più bassa quota zmin
per cui si può considerare la funzione di sovrapposizione 1 e la quota di riferimento z0;
la maniera più semplice è considerare l’estinzione costante sotto questa quota, per cui si
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può scrivere:
τ(0, z0) = αaer(zmin)zmin + τ(zmin, z0) (6.36)

Occorrerà allora risolvere iterativamente 6.34 e 6.36.
Da simulazioni numeriche si vede che il valore di Saer trovato con questo metodo è

legato al profilo reale Saer(z) dalla relazione

Saer '
τ∫

βaer(z′)dz′
=

∫
Saer(z

′)beta(z′)dz′∫
βaer(z′)dz′

(6.37)

che ci dice quindi che il valore trovato di Saer è il rapporto tra spessore ottico e
backscattering integrato; questo rapporto può essere interpretato come la media pesata
del lidar ratio utilizzando come peso il coefficiente di backscattering. Si può ottenere
questo risultato analiticamente dalla formula 6.35, nell’ipotesi in cui il termine variabile
del logaritmo sia considerato piccolo e che i termini esponenziali siano approssimabili a 1.

6.2.1 Stima degli errori

Il segnale sperimentale contiene delle fluttuazioni che sono dovuti a varie cause. A parte
le cause “tecniche”, c’è un rumore teorico dovuto alla natura quantistica della luce, per
cui il numero di fotoni rivelati in un certo intervallo di tempo segue una distribuzione
di Poisson. Nel caso di una rivelazione in conteggio di fotoni, la misura fornisce quindi
direttamente una stima della funzione di probabilità e quindi dell’errore da associare.
La propagazione dell’errore risulta però complicata dal fatto che la forma analitica non
è semplice e che il valore del backscattering calcolato a una certa altezza dipende da
integrali sul segnale alle quote precedenti. Si può allora procedere in diversi modi:

• Si considera una successione temporale di profili, e quindi, assumendo che il backscat-
tering non sia cambiato nel tempo totale della misura, si calcola per ogni quota la
media e la deviazione standard.

• Dato un singolo profilo, si può abbassarne la risoluzione e quindi calcolare la media e
la deviazione standard su un certo numero di punti contigui. Ovviamente il numero
di punti non può essere troppo grande per non includere deviazioni dalla media che
non sono dovute a fluttuazioni ma a vere variazioni del coefficiente di backscattering

• Date le fluttuazioni aspettate del segnale, per esempio supponendo una distribuzione
Poissoniana con media data dal numero di fotoni misurato per ogni altezza, si pos-
sono generare, con i metodi noti per la generazione di numeri casuali, un numero
arbitrario di profili sintetici. Quindi per ogni altezza si ottiene una distribuzione di
probabilità per il valore del backscattering.

Per quanto riguarda gli errori sistematici, la causa di errore principale è ovviamente
una errata assunzione del profilo di lidar ratio. L’unica maniera di stimare questo errore
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è di generare una serie di profili di lidar ratio e ottenere cos̀ı un insieme di profili di
backscattering ed estinzione. Nel fare questo occorre tenere conto di un certo numero di
vincoli: oltre alla richiesta di riprodurre lo spessore ottico, se disponibile, si considera il
fatto che i valori di lidar ratio variano in un certo range, che i profili debbano avere una
certa regolarità, e la provenienza delle masse d’aria. Non mi risulta che, oltre a qualche
lavoro svolto quando questa tecnica è stata introdotta, questo aspetto sia stato affrontato
in maniera sistematica.

Un’altra causa di errore sistematico sta nell’assunzione di un profilo per il backscatter-
ing molecolare, per il quale si usano dati provenienti da altre misure, come quelle ottenute
da radiosondaggi, oppure i risultati di modelli atmosferici. Di solito questa fonte di errore
è importante solo quando il carico aerosolico è molto ridotto.

6.3 Lidar Raman

Figure 6.4: Descrizione schematica del processo di diffusione Raman.

A causa dell’effetto Raman,schematizzato in figura 6.4 la diffusione di luce da parte
di molecole non è solo elastica, ma la frequenza della luce diffusa potrà essere spostata
di una quantità pari alle frequenze delle transizioni rotazionali e rotovibrazionali. Da un
lato questa è la base per un potente mezzo di indagine spettroscopica, la spettroscopia
Raman. Dall’altro, nei casi in cui lo spettro di una molecola sia noto, si può cercare
la diffusione a una frequenza spostata di una quantità caratteristica della molecola, e il
segnale Raman fornirà un segnale proporzionale alla concentrazione della molecola. Nel
caso di un lidar atmosferico, le molecole che sono presenti in atmosfera sono per la maggior
parte N2,O2,H2O. Quando un laser di una determinata lunghezza d’onda si propaga, oltre
alla radiazione diffusa alla stessa frequenza da parte delle molecole e degli aerosol, si avrà
anche una radiazione diffusa a frequenze diverse per ogni specie molecolare.Un esempio
di spettro Raman simulato dall’atmosfera si può vedere in figura 6.5
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Figure 6.5: Spettro Raman dell’atmosfera calcolato per una lunghezza d’onda del laser di
532 nm. La riga di diffusione puramente elastica è quella denominata “Cabannes”. Questa
è diversi ordini di grandezza più grande delle righe Raman rotazionali e rotovibrazionali.

Rispetto alla diffusione elastica, la diffusione Raman è circa 1000 volte più piccola e
quindi occorreranno in generale degli accorgimenti particolari per poterla osservare. In-
oltre la maggior parte della radiazione diffusa corrisponde alla transizione tra lo stato fon-
damentale e il primo livello eccitato vibrazionale. Alle tre molecole atmosferiche principali
corrisponde quindi una frequenza Raman diffusa data dalla differenza tra la frequenza del
laser e la frequenza della prima transizione vibrazionale. La rivelazione di questa frequenza
permette quindi di ottenere un segnale proporzionale alla concentrazione di N2, O2, H2O.
Torneremo in seguito sull’uso di questo metodo per determinare la concentrazione di H2O.
Per il momento ci concentriamo nella applicazione alla determinazione delle caratteris-
tiche degli aerosol. Va inoltre tenuto presente che, come la diffusione molecolare elastica,
l’efficacia di questo processo dipende dalla frequenza come ω4. Quindi, per indagini di
questo tipo, conviene usare laser di piccola lunghezza d’onda.

Data quindi una concentrazione di molecole N, la radiazione diffusa all’indietro per
effetto Raman sarà data da

Id = βRI0 = N(
dσR
dΩ

) (6.38)

Potremo quindi scrivere l’equazione lidar per la diffusione Raman tenendo presente che



CHAPTER 6. LIDAR 85

: solo lo scattering molecolare contribuisce alla retrodiffusione e che nell’attenuazione
occorre considerare il coefficiente di trasmissione alla lunghezza d’onda del laser nella
parte di andata e la lunghezza d’onda spostata nella parte di ritorno. L’equazione lidar
assume allora la forma, supponendo di selezionare una lunghezza d’onda per la radiazione
diffusa λR:

PR(z) = z2SR(z) = CRχ(z)(cE∆TAd)βR(z)T (z, λel)T (z, λR) (6.39)

6.3.1 Calcolo dell’estinzione

Se stiamo guardando la lunghezza d’onda corrispondente a una molecola la cui concen-
trazione è costante, come l’N2,si avrà che il coefficiente di retrodiffusione dipenderà solo
dalla densità atmosferica e quindi sarà noto con buona approssimazione. Gli aerosol entr-
eranno nel coefficiente di trasmissione e quindi si potrà calcolare il coefficiente di estinzione
aerosolica. Esplicitando il coefficiente di trasmissione

T (z, λel)T (z, λR) = exp(−
∫ z

0

(α(λel) + α(λR))dz′) (6.40)

con α(λ) = αmol(λ) + αaer(λ). Dall’equazione lidar si ha:

P

Kχ(z)βR
= exp(−

∫ z

0

(α(λel) + α(λR))dz′) (6.41)

prendendo il logaritmo di ambo i membri

ln(
P

Kχ(z)βR
) = −

∫ z

0

(α(λel) + α(λR))dz′ (6.42)

derivando rispetto a z si ottiene:

d

dz
ln(

P

χ(z)βR
) = −α(λl)− α(λr) (6.43)

Poiché αmol ∝ 1/λ4 si potrà scrivere

αmol(λl) + αmol(λR) = α(λl)(1 +

(
λl
λR

)4

) (6.44)

da cui

αaer(λl) + αaer(λR) = − d

dz
ln(

P (z)

N(z)
χ(z))− α(λl)(1 +

(
λl
λR

)4

) (6.45)
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Se la variazione dell’estinzione con la lunghezza d’onda è schematizzabile con la legge
di Angstrom:

αaer(λ) ∝ 1

λδ
(6.46)

si ottiene

αaer(λl) + αaer(λR) = α(λl)(1 +
λl
λR

δ

) (6.47)

e quindi

αaer(λl) =
− d
dz
ln( P (z)

N(z)χ(z)
)− α(λl)(1 + λl

λR

4
)

(1 + λl
λR

δ
)

(6.48)

Vediamo quindi che l’estinzione aerosolica è determinata dal segnale Raman se si conoscono
la densità atmosferica, la funzione di sovrapposizione χ(z) e il coefficiente di Angstrom.
La fonte di incertezza sistematica principale è qui la funzione di sovrapposizione, almeno
alle quote per cui non si può essere sicuri che χ(z) = 1. La densità atmosferica varia poco,
e il coefficiente di Angstrom compare come esponente del rapporto λl/λR che è vicino a
1, quindi l’incertezza data da queste due componenti è piccola.

L’incertezza statistica, legata al processo di rivelazione della luce, è invece amplificata
dal fatto che occorre eseguire una derivata. Un metodo intuitivo è di considerare degli
intervalli abbastanza piccoli da potere considerare l’espressione da derivare come lineare ed
eseguire poi un fit lineare. Un altro metodo, basato sui metodi di inversione di equazione
integrali, sarà presentato in

6.3.2 Calcolo del coefficiente di backscattering

Avendo determinato il coefficiente di estinzione, possiamo sostituire nella 6.7 e trovare il
coefficiente di backscattering. Questa costituisce l’informazione più completa che si può
ottenere con una singola lunghezza d’onda del sistema laser. Si può facilmente scrivere il
coefficiente di backscattering in funzione dei segnali elastici e Raman. Tenendo presente
le due equazioni 6.7 e 6.39 possiamo scrivere il rapporto e ottenere:

Pel
PN2

=
Cel
CN2

βaer + βmol
βR

T (λl)

T (λR)
(6.49)

Poiché il coefficiente di backscattering Raman è proporzionale alla densità atmosferica, e
quindi al coefficiente di backscattering molecolare elastico, si potrà scrivere:

Pel
PN2

= Kr(z)
Taer(λl)

Taer(λR)

Tmol(λl)

Tmol(λR)
(6.50)

dove abbiamo indicato il prodotto di tutte le costanti come K. Potremo quindi scrivere
per il rapporto di scattering r(z)

r(z) =
1

K

Pel
PN2

Tmol(λR)

Tmol(λl)

Taer(λR)

Taer(λl)
(6.51)
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A parte la costante K, l’unica incognita nel secondo membro è il rapporto tra le trasmis-
sioni aerosoliche alle 2 diverse lunghezze d’onde. In prima approssimazione questo termine
può essere trascurato. La costante K può come abbiamo visto prima essere determinata
imponendo che, a quote abbastanza alte, r = 1. Introducendo come prima la notazione
A(z, z0) = A(z)/A(z0) si ottiene:

r(z) =
Pel(z, z0)

PR(z, z0)

Tmol(λR)(z, z0)

Tmol(λl)(z, z0)

Taer(λR)(z, z0)

Taer(λl)(z, z0)
(6.52)

Si può tenere conto del rapporto tra le trasmissioni aerosoliche supponendo che la vari-
azione con la lunghezza d’onda segua la legge di Angstrom. Supposto che α(λR) =
α(λl)(λl/λR))δ , la relazione tra le trasmissioni diventa

T (λR) = e−
∫ z
0 αaer(λR) = (e

−(
λl
λR

δ
)
∫ z
0 αaer(λl)) (6.53)

e quindi il prodotto delle trasmissioni diventa

T (λl)T (λR) = T (λl)
1+(

λl
λR

)δ
(6.54)

dal segnale Raman si può ottenere la trasmissione aerosolica (eq. 6.39):

T (λl)(z) = (
P (z)

CRKRχ(z)βR(z)

)
−(1+(

λl
λR

)δ)
(6.55)

e quindi per il rapporto Taer(λl)(z, z0) si ottiene:

Taer(λl)(z, z0) = (
P (z)

P (z0)

χ(z0)

χ(z)
)
(1+(

λl
λR

)δ)
(6.56)

Perché questo calcolo funzioni occorre che la funzione di sovrapposizione sia nota oppure
estrapolare alle basse quote opportunamente.

6.3.3 Misura della concentrazione di vapore acqueo

Se si misura la radiazione diffusa per effetto Raman dalle molecole di H2O si potrà risalire
alla loro concentrazione. A causa però dell’effetto di estinzione degli aerosol occorrerà
simultaneamente acquisire un segnale Raman da parte dell’azoto. In questo caso il sistema
necessita di una calibrazione in quanto non abbiamo una quota fissata alla quale possiamo
individuare una certa concentrazione di vapore acqueo. Scriviamo l’equazione lidar Raman
per una specie generica nella forma:

Px = Cxχ(z)βR,xT (λl)T (λx) (6.57)
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con

βR,x =
dσR,x
dΩ

Nx (6.58)

I rapporto tra i segnali di H2O (che indichiamo con w) e azoto da quindi:

Pw
PN2

=
Cw
CN2

σNw

σNN2

T (λw)

T (λN2)
(6.59)

Da questo rapporto tra segnali si può quindi ottenere il rapporto tra le densità di vapore
acqueo e aria secca, poiché la densità di azoto è una frazione costante di quella dell’aria.
Si otterrà quindi:

w =
Nw

Naria

= XN2
CN2

Cw

σN2

σw

Pw(z)

PN2(z)

T (λw)

T (λN2)
(6.60)

dove abbiamo indicato con XN2 la percentuale di azoto. Il secondo membro dipende dai
rapporti di trasmissione alle due lunghezze d’onda Raman: per quanto riguarda la parte
aerosolica questo rapporto potrà essere stimato dal segnale Raman dell’azoto, mentre la
parte molecolare si può calcolare. Vediamo allora che per ottenere una misura assoluta del
rapporto di mescolamente occorre conoscere bene tutte le costanti presenti nell’equazione.
Mentre si può pensare di conoscere abbastanza bene le costanti strumentali (o almeno
il loro rapporto) non sono note con sufficiente precisione le sezioni d’urto interessate.
Quindi quello che si fa in pratica è di calibrare il sistema lidar: occorre cioè prendere
una misura indipendente di vapore acqueo a una certa quota che permetta quindi di
determinare le costanti incognite. E’ da notare che la funzione di sovrapposizione è sparita
nel rapporto, quindi in linea di principio l’equazione è valida fino a quota zero. Nella
pratica è estremamente difficile avere funzioni di sovrapposizione esattamente uguali nei
diversi canali, per cui difficilmente si potranno considerare validi i valori a quote molto
basse. Si cerca quindi di determinare la calibrazione attraverso radiosondaggi oppure
misure passive che danno la quantità totale di vapore acqueo.

6.4 Lidar DIAL: Applicazione alla rivelazione di gas

in traccie

Finora abbiamo supposto che nell’atmosfera non fossero presenti gas assorbenti. Questa
è una buona approssimazione nella regione attorno al visibile dello spettro atmosferico.
Nell’UV (per λ < 300nm ) comincia l’assorbimento dell’ozono e a lunghezze d’onda mi-
nori c’è assorbimento da parte di ossigeno e azoto; nell’infrarosso, la maggior parte delle
molecole presentano assorbimenti dovuti a transizioni rotovibrazionali (le molecole di os-
sigeno e azoto fanno eccezione perché non hanno momento di dipolo permanente). Alcune
molecole presenti in traccie hanno delle righe di assorbimento. Questo significa che il coef-
ficiente di assorbimento varia notevolemente per piccole variazioni della lunghezza d’onda:
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per “piccole” intendiamo che la regione spettrale in cui si osserva questa differenza deve
essere una caratteristica di una singola molecola, o, almeno, di una singola molecola che
abbiamo una certa probabilità di trovare in atmosfera. Si utilizza questa proprietà di
assorbimento differenziale per determinare il profilo di concentrazione (da cui il nome
della tecnica: DIfferential Absorption Lidar). Infatti nel coefficiente di estinzione occorre
tenere conto di questo termine:

α = αm + αaer + αabs(λ) (6.61)

Per molecole gassose è possibile trovare due lunghezze d’onda vicine per cui l’assorbimento
sia diverso ma tali che l’estinzione aerosolica non cambi sostanzialmente. Si cerca di solito
di prendere una lunghezza d’onda corrispondente a un massimo di assorbimento e una
corrispondente al minimo adiacente. Per cui, nello scrivere l’equazione lidar elastica,
dovremo considerare la parte assorbitiva dell’estinzione, che si scrive:

αabs(λ) = σabs(λ)Nx (6.62)

dove Nx è la concentrazione della specie molecolare in esame. L’equazione lidar con questo
termine diventa:

P (z, λ) = CβT 2
aerT

2
mole

−2
∫ z
0 σ(λ)Nx (6.63)

Se abbiamo quindi due lunghezze d’onda λONeλOFF tali che il backscattering e l’estinzione
aerosolica e molecolare si possano considerare uguali il rapporto tra i due segnali sarà:

PON
POFF

=
e−2

∫ z
0 σ(λON )Nx

e−2
∫ z
0 σ(λOFF )Nx

= e−2
∫ z
0 ∆σNx (6.64)

con ∆σ = σ(λON) − σ(λOFF ), possiamo allora ottenere la concentrazione prendendo i
logaritmi e derivando:

d

dz
ln(

PON
POFF

) = −2∆σNx (6.65)

Questo metodo permette quindi di ottenere delle informazioni dettagliate sulla presenza
di molecole di interesse. Queste possono essere delle molecole di inquinanti, per es-
empio gli ossidi di zolfo e di azoto, oppure delle molecole naturali come vapore ac-
queo,metano,anidride carbonica. E’ da notare che, rispetto alla tecnica Raman applicata
al vapore acqueo, questa tecnica è più precisa in presenza del fondo solare, perché il lidar
DIAL si basa sulla rivelazione di segnali elastici e quindi su segnali molto più alti.

6.5 Lidar ad alta risoluzione spettrale

Fino a questo punto, non abbiamo mai considerato le caratteristiche spettrali del laser da
utilizzare per misure lidar. Genericamente, sappiamo che una sorgente laser è monocro-
matica, ma a causa di diversi processi si ha di solito che lo spettro di un laser debba
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essere considerato come una sovrapposizione di un certo numero di frequenze discrete
equispaziate, dette modi, di solito molto vicine tra loro, nel senso che ∆ν << ν0 dove
ν0 è la frequenza centrale. In prima approssimazione la larghezza spettrale del singolo
modo può essere trascurata. In alcuni casi la frequenza ν0 può essere considerata fissa; per
esempio, quando si considera lo scattering da parte di aerosol, di solito la variazione con
la frequenza dei coefficienti di backscattering ed estinzione è trascurabile sulla scala della
variabilità della frequenza del laser. Un altro caso in cui non ci si preoccupa, in prima ap-
prossimazione, delle caratteristiche spettrali del laser è la rivelazione dell’Ozono attraverso
la tecnica DIAL nell’UV: in questo caso la curva di assorbimento è cos̀ı larga che il valore
esatto di σ(λ) ON e OFF non dipende molto dalla variabilità del laser. Capiamo quindi
che le caratteristiche spettrali del laser diventano importanti quando il fenomeno che si
vuole rivelare dipende criticamente dalla frequenza; in alcuni casi è necessario che la fre-
quenza di un laser sia controllata in assoluto, per esempio quando si usa la tecnica DIAL
per rivelare delle molecole che hanno transizioni strette: in questo caso, deviazioni dai
valori nominali delle sezioni d’urto σ(λON) e σ(λOFF ) porteranno a errori sistematici per
la determinazione della concentrazione. In altri casi il valore assoluto della frequenza non
sarà molto importante, ma dovrà mantenersi costante nel tempo. Lo sviluppo della spet-
troscopia laser ad alta risoluzione fornisce una serie di tecniche che permettono di avere
dei laser impulsati di alta potenza ben controllati in frequenza. Questo permette una
serie di applicazioni importanti, la cui importanza andrà presumibilmente ad aumentare
in futuro.

La difficoltà di queste tecniche è legata anche al fatto che, oltre a controllare la fre-
quenza del laser, occorre controllare anche la frequenza centrale del sistema di rivelazione.
Esaminiamo qui, a grandi linee, le applicazioni alla rivelazione di aerosol, alla misura della
velocità del vento, e alla misura di temperatura.

6.5.1 Applicazione agli aerosol

Nel trattare lo scattering da parte dell’atmosfera, abbiamo finora implicitamente consid-
erato che lo spettro della luce diffusa riflettesse esattamente lo spettro della luce incidente.
Quest’approssimazione è sufficiente per molti scopi, ma se l’onda del laser può essere ben
descritta da un’onda monocromatica occorre considerare che molecole e aerosol si compor-
tano in maniera diversa nella diffusione. La velocità delle molecole in atmosfera è descritta
dalla ben nota distribuzione di Maxwell-Boltzmann: in assenza di vento, la velocità lungo
una direzione qualsiasi, per esempio quella del laser, è descritta da una gaussiana con me-
dia zero e larghezza proporzionale alla radice della temperatura. Questo significa che, se
consideriamo nulla la larghezza spettrale del laser, la luce diffusa all’indietro subirà una
modifica in frequenza dovuta all’effetto Doppler, e quindi lo spettro in frequenza della
luce retrodiffusa sarà dato da una funzione gaussiana centrata alla frequenza del laser e
una larghezza che si può facilmente calcolare considerando lo spostamento in frequenza
per lo scattering da una singola molecola di velocità vz; nel suo sistema di riferimento la
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Figure 6.6: Spettro di un segnale retrodiffuso da un laser stabilizzato in frequenza da
un’atmosfera a 300 K. L’ascissa corrisponde alla frequenza del segnale rispetto alla fre-
quenza del laser. Il picco centrale corrisponde al segnale degli aerosol e la sua larghezza
riflette la larghezza spettrale del laser

molecola vede una frequenza spostata di −ωL ∗ vz
c

, e quindi in questo sistema di riferi-
mento la luce diffusa ha la stessa frequenza. Tornando nel sistema di riferimento iniziale,
solidale con il lidar, questa frequenza si sposta della stessa quantità, quindi si ha:

∆ω(v) = 2ωL
v

c
(6.66)

L’ordine di grandezza dell’allargamento sarà quindi ∆ω = 4ωL
vT
c

con vT velocità
quadratica media. (Si otterrà la formula esatta partendo dalla distribuzione di Maxwell
o dalla formula per l’allargamento Doppler riportata nel cap.1.6. Calcolando la velocità
quadratica media a 300K per O2 e N2 si arriva a un allargamento che nel visibile è di
circa 1000 MHz, che è piccolo ma rivelabile.

Quale sarà invece lo spettro della luce diffusa dagli aerosol? Per rispondere a questa
domanda bisogna chiedersi com’e fatta la distribuzione di velocità degli aerosol. Non è
immediato rispondere a questa domanda, tuttavia si può ipotizzare che in un’atmosfera
all’equilibrio termico in media gli aerosol debbano avere la stessa energia cinetica delle
molecole. Quindi è ragionevole aspettarsi che l’ordine di grandezza dell’energia cinetica
media di una particella sia uguale all’energia cinetica media di una molecola. Quindi
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dovremmo potere scrivere:

1

2
m < v2 >=

1

2
M < V 2 > (6.67)

dove le lettere minuscole sono riferite alle molecole e le maiuscole agli aerosol. Si
ottiene allora, per una particella di massa M ,

√
(V 2) =

√
(
m

M
)
√

(v2) (6.68)

Quindi, poiché la massa di una particella è parecchi ordini di grandezza più grande di
quella di una molecola, il moto termico degli aerosol ha un effetto trascurabile sullo spettro
della luce diffusa. Quindi lo spettro della luce retrodiffusa sarà dato dalla sovrapposizione
di a) una componente di larghezza spettrale “zero” dovuta alla diffusione da parte degli
aerosol e una componente data da una gaussiana la cui larghezza è determinata dalla
temperatura dell’atmosfera. Uno spettro teorico è riportato in figura 6.6. La larghezza
del picco dovuto agli aerosol riflette la larghezza spettrale del laser, e non quella dovuta
al moto termico degli aerosol.

Dalla figura si capisce quindi che, se abbiamo un laser la cui larghezza spettrale è
molto minore della larghezza Doppler, si può discriminare la diffusione proveniente dalle
molecole da quella proveniente dagli aerosol: infatti la radiazione diffusa a frequenze
diverse da quella del laser viene dalle molecole, mentre quella che ha la stessa frequenza
viene in parte dalle molecole che hanno velocità nulla lungo la direzione del laser e in
parte dagli aerosol. Se è possibile discriminare questi due segnali, siamo nella stessa
situazione del lidar Raman - elastico: un segnale proviene dalle molecole e un altro sia dagli
aerosol che dalle molecole, per cui si possono determinare simultaneamente coefficiente di
backscattering e coefficiente di estinzione. Per fare questo immaginiamo di avere un filtro
spettrale che riceva tutta la radiazione retrodiffusa, e un filtro che invece tagli la zona
centrale, come nella figura ??b. In questo caso, noto il profilo del filtro si può integrare
sulla frequenza e avere quindi un segnale proporzionale al backscattering molecolare. Si
potranno allora scrivere due equazioni lidar, analoghe alle 6.7,6.39, che permettono di
trovare backscattering ed estinzione aerosolica.

Il vantaggio di questo sistema è che l’intensità dei due segnali è paragonabile, almeno
nel visibile ( si ricordi l’andamento dello scattering molecolare); questo consente di avere,
a parità di energia emessa e tempo di integrazione, un migliore rapporto S/N. La difficoltà
sta nel realizzare un laser la cui larghezza spettrale sia piccola rispetto all’allargamente
Doppler e nel realizzare un sistema di ricezione la cui frequenza centrale sia sempre ac-
cordata alla frequenza del laser. I sistemi di questo tipo non sono molti ma il loro numero
va aumentando.
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Figure 6.7: Alto: Spettro di luce retrodiffusa in assenza di vento lungo la linea del laser
(curva rossa) e in presenza di vento (curva blu). In questo caso lo spettro si sposta a
frequenze più alte e quindi si ha vento verso il lidar. Basso: schema per la misura dello
spostamento in frequenza.

6.5.2 Applicazione alla misura del vento

Rivelazione incoerente

Finora abbiamo ipotizzato di essere in assenza di vento, quindi che la velocità media
dell’atmosfera lungo la direzione del laser sia nulla. Se questa velocità media non è zero
, quello che succede è semplicemente che lo spettro della figura 6.6 viene traslato di una
quantità ∆ν = 2νL

v
c
, come è mostrato in figura 6.7.

Misurando questo spostamento si può ottenere la misura della velocità del vento lungo
la direzione del laser, in funzione della distanza. Esistono diverse tecniche per misurare
questo spostamento. Per esempio, si possono utilizzare due filtri centrati ai lati della
frequenza del laser, come in figura 6.7(basso) : in questo modo, i segnale sui due sensori
variano in maniera opposta e la loro differenza sarà proporzionale alla velocità del vento.
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Figure 6.8: Esempio di spettro della luce elastica retrodiffusa per un lidar Doppler basato
sullo scattering molecolare.

Questa tecnica però non è applicabile agli strati più alti dell’atmosfera, dove il contenuto
di aerosol può essere molto basso. In questo caso occorre sfruttare la parte molecolare dello
scattering, come mostrato in figura 6.8. Anche in questo caso occorre che la frequenza dei
filtri sia accordata con la frequenza del laser.

Rivelazione Coerente

Un’altra possibilità per rivelare lo spostamento in frequenza è di combinare insieme la
radiazione ottica emessa e la radiazione retrodiffusa in modo da ottenere un segnale
a radiofrequenza. Si può ottenere questo quando si usa, come sempre alle frequenze
ottiche-infrarosse, un rivelatore che è sensibile al quadrato del campo, cioè sostanzial-
mente all’energia incidente. Possiamo scrivere allora:

|E|2 = |E0e
iωt + Ebe

i(ω+∆ω)t|2 (6.69)

E’ facile vedere che il segnale risultante contiene un termine a frequenza ∆ω e un
termine a frequenza 2ω+∆ω. Il termine a frequenza alta viene mediato dal rivelatore che
non risponde a frequenze cos̀ı alte, mentre il termine a bassa frequenza può essere presente
all’uscita del rivelatore ( si tratterà di un segnale dell’ordine di 100 MHz) e quindi può
essere amplificato e la frequenza può essere misurata.
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Questo tipo di rivelazione ha negli ultimi anni trovato un certo successo commerciale,
legato all’uso dell’energia eolica, specialmente per misurazioni su scale di lunghezza non
molto grandi (< 1km)

6.5.3 Spettro Raman ad alta risoluzione

Abbiamo accennato al fatto che la struttura rotovibrazionale delle molecole di O2 e N2

fa si che nella diffusione si generi una componente anelastica; in prima approssimazione
abbiamo considerato solo la parte dovuta alla transizione tra il livello fondamentale e il
primo livello vibrazionale eccitato. In realtà questa parte è composta da diverse transizioni
in cui cambia lo stato rotazionale delle molecole e l’approssimazione di considerare questa
componente spettrale come dovuta a un solo processo vibrazionale è da considerarsi valida
solo le la rivelazione è fatta con un filtro abbastanza largo da non risolvere le singole
transizioni rotazionali. Anche la componente elastica della luce diffusa in realtà non è
puramente elastica, ma contiene componenti dovute al cambio di stato rotazionale. La
struttura dei livelli e i vari processi Raman sono illustrati in figura 6.9.

E’ utile avere un’idea degli ordini di grandezza degli spostamenti in frequenza di cui
stiamo parlando, limitandoci per semplicità al caso di transizioni senza cambiamento dello
stato vibrazionale. I livelli rotazionali sono dati dalla formula:

Erot(J) = [B0,jJ(J + 1)−D0,jJ
2(J + 1)2]hc, (6.70)

con J = 0, 1, 2.., e la differenza tra i livelli corrispondenti a variazioni del numero quantico
J sono date da:

∆νSt,j = −B0,j2(2J + 3) +D0,j[3(2J + 3) + (2J + 3)3] (6.71)

per transizioni di tipo Stokes (diminuzione di frequenza) per J = 0, 1, 2.., e da:

∆νASt,j = B0,j2(2J − 1)−D0,j[3(2J − 1) + (2J − 1)3] (6.72)

per transizioni di tipo Anti-Stokes (aumento di frequenza) per J = 2, 3, 4...
L’intensità dei vari picchi dipende dalla temperatura, e questo permette di misurare

la temperatura misurando l’intensità relativa dei picchi.
Lo spettro anelastico attorno alla frequenza del laser ha, per temperature dell’ordine

dei 300K, un’estensione in frequenza di circa 300cm−1, che per una lunghezza d’onda
laser di 532nm corrisponde a circa 8nm. Questo significa che, per filtri più larghi di
questa quantità, la quantità di luce retrodiffusa rivelata non dipenderà dallo spettro Ra-
man rotazionale, e quindi non dipenderà dalla temperatura. Mentre per filtri più stretti,
il fatto che lo spettro possa cambiare con la temperatura significa che ci potrebbe essere
una deformazione del segnale elastico, e questo potrebbe introdurre un errore sistematico
nella rivelazione di coefficienti di backscattering. La distanza tra i picchi rotazionali ci
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Figure 6.9: Schema dei livelli rotovibrazionali di una molecola biatomica e dello spettro
Raman corrispondente. Lo spettro Raman è composto da due parti rotovibrazionali e una
puramente rotazionale.

dà un’indicazione sulla purezza spettrale che è richiesta a un laser per potere risolvere la
struttura rotazionale; larghezze o variazioni sulla scala dei secondi della frequenza laser
dell’ordine della separazione tra i picchi renderanno impossibile risolvere la struttura ro-
tazionale. Da notare che questa scala in frequenza è molto più grande di quella che
abbiamo considerato per il backscattering puramente elastico. Per chiarire meglio, im-
maginiamo di avere a disposizione un laser a larghezza “zero” ( il che, fisicamente, significa
avere una larghezza molto più piccola di tutte le scale di frequenza rilevanti) e di potere
rivelare il backscattering con uno spettrometro a risoluzione “infinita” ). Lo spettro della
luce retrodiffusa avrà, sulla scala più grande, la forma in figura ??: Si vedranno un picco
centrato sulla lunghezza d’onda del laser con la sua struttura rotazionale, e, per lunghezze
d’onda più grandi , i picchi corrispondenti alle transizioni rotovibrazionali con ∆v = 1
per O2 e N2, e poi i la struttura rotovibrazionale dell’H2O, se presente. Supponiamo
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adesso di ingrandire la parte attorno alla lunghezza d’onda del laser in modo da potere
risolvere le prime righe rotazionali : in questo caso si ha una linea centrale corrispondente
al backscattering puramente elastico: questa viene sia dalle molecole di O2 e N2, che dagli
aerosol, ma su questa scala non possiamo distinguere i due contributi. Le righe rotazionali
adiacenti verranno da O2 e N2, e ovviamente non c’è contributo degli aerosol. La distanza
delle prima riga rotazionale da quella centrale è dell’ordine di 10cm−1, che corrisponde a
circa 300GHz. Se espandiamo notevolmente la scala attorno al picco centrale, potremo
distinguere la componente allargata Doppler dovuta alle molecole da quella dovuta agli
aerosol. E’ da notare che, nel visibile e per concentrazioni non troppo piccole di aerosol,
l’ordine di grandezza delle due componenti è lo stesso, mentre le componenti Raman sono
molto più piccole. Il segnale per componenti Raman con ∆v = 1 è ancora più piccolo. Su
questa stessa scala, potremmo confrontare la parte centrale dello spettro con la frequenza
del laser per stabilire la velocità del vento.

6.5.4 Misura della temperatura con la tecnica Raman rotazionale

Supponendo l’atmosfera localmente in equilibrio termico, si possono calcolare le popo-
lazioni dei diversi livelli energetici per le molecole di O2 e N2. La sezione d’urto di
backscattering (mediata su una distribuzione termica della popolazione sui vari livelli
energetici) è data da:

dσ

dΩ
(J) = C(J)

exp
(
−Erot(J)

kT

)
kT

(6.73)

dove in C(J) sono state compattate tutte le quantità che dipendono dallo stato della
molecola ma non dalla temperatura. Da questa quantità si possono quindi calcolare le
intensità degli spettri Raman rotazionali. Un esempio è mostrato nella figura 6.10.
Il segnale lidar dipenderà quindi da una somma di termini del tipo 6.73 pesati con la
trasmissione del ricevitore alla frequenza νj. La maniera più semplice di determinare la
temperatura dallo spettro si basa sul fatto che, fissato il range di temperature di interesse,
all’aumentare della temperatura un gruppo di righe, corrispondenti ai J più alti si alza e
l’altro, corrispondente ai J più bassi, si abbassa. Si può quindi calcolare l’intensità totale
per i due gruppi, e infine farne il rapporto, come mostrato in figura 6.11.

Questa procedura è relativamente semplice da realizzare sperimentalmente perché
basta utilizzare due filtri interferenziali che trasmettano separatamente i due gruppi di
righe che si vogliono utilizzare. Lo svantaggio è che il filtro trasmette anche nella zona
di frequenze tra una riga e l’altra, dove segnale non ce n’è; quindi il rivelatore riceve luce
di fondo che, in caso di presenza di luce solare, può peggiorare notevolmente il rapporto
S/N. Per evitare questo fatto è possibile usare un tipo diverso di selezione basato su cavità
Fabry Perot, al prezzo di una maggiore complicazione sperimentale.
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Figure 6.10: Spettro rotazionale calcolato per due temperature diverse. I due rettangoli
rosso e verde simboleggiano i gruppi di righe che se sommati danno un segnale rispetti-
vamente crescente e decrescente con la temperatura.

6.6 Trattamento dell’errore

Gli errori nella determinazione di parametri ottici con tecniche lidar sono, come in molti
altri casi, di natura sistematica e statistica. Abbiamo visto che sono necessarie alcune
ipotesi per potere invertire l’equazione lidar, per esempio ipotizzare un lidar ratio, o
una quota a cui non ci sono aerosol, o ancora la densità atmosferica e un coefficiente di
Angstrom. Questi errori sono concettualmente di tipo sistematico, nel senso che possiamo
pensare di eliminarli ottenendo una migliore informazione su queste grandezze. Avremo
inoltre un errore legato alla rivelazione della luce, e questo sarà sia sistematico che statis-
tico. Quest’errore statistico sarà sia di natura tecnica, legato alla strumentazione, che
intrinseco, ovvero legato al processo stesso di rivelazione della luce. Poiché quando il
livello di segnale è abbastanza basso è questo tipo di errore che diventa preponderante, e
quindi in definitiva è quello che determina l’altezza massima a cui si possono spingere le
misure, ci concentreremo su questo.

Quando l’intensità di un segnale luminoso è cos̀ı bassa che nel tempo della misura solo
pochi fotoni possono incidere sul rivelatore entra in gioco la natura quantistica della luce
per cui possiamo solo determinare la probabilità di contare un certo numero di fotoni. La
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Figure 6.11: Somma delle righe rotazionali a J basso e a J alto e loro rapporto. Il rapporto
è quasi lineare con la temperatura.

teoria quantistica della luce mostra che, per un campo elettromagnetico incidente su un
rivelatore la cui energia corrisponde a un certo numero medio di fotoni µ, la probabilità
di misurare n fotoni è data dalla distribuzione di Poisson con media µ. Si ha quindi

Pn =
µn

n!
(6.74)

Come è noto, la deviazione standard della distribuzione di Poisson è data da δ =
√

(µ).
Quindi sarà questo l’errore da associare al conteggio di un certo numero di fotoni. Nel
caso di un lidar, si registra un segnale luminoso in funzione del tempo; se si utilizza la
tecnica del conteggio dei fotoni, si misureranno il numero di fotoni incidenti in un certo
intervallo di tempo ∆t che sarà scelto per ottenere la risoluzione spaziale corrispondente
∆z = (1/2c)∆t. Di conseguenza, per una singola misura corrispondente a una certa quota
z, che dà n fotoni, l’errore stimato sarà ∆n =

√
(n) , e l’errore relativo stimato sarà quindi

∆n

n
=

1√
(n)

(6.75)

Se si accumulano N misure, e supponendo che le condizioni atmosferiche non varino tra una
misura e l’altra, l’errore relativo scalerà con l’inverso della radice di n. Quindi, se il segnale
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è dato in termini di conteggio di fotoni, si potrà trovare l’errore sulla misura (per esempio
il coefficiente r o il coefficiente di estinzione α) applicando le regole usuali di propagazione
degli errori. Per esempio, l’errore sullo scattering ratio 6.14 che è sostanzialmente dato
dal rapporto tra il segnale elastico e il segnale Raman dell’Azoto sarà dato da:

∆r

r
=

∆n(el)

n(el)
+

∆n(N2)

n(N2)
(6.76)

E’ chiaro quindi che in questo caso il contributo principale all’errore relativo verrà dal
segnale Raman, essendo molto più debole del segnale elastico.



Chapter 7

I problemi di inversione

7.1 Introduzione ai metodi di inversione

Le grandezze ottiche che si misurano sono spesso legate alle proprietà fisiche dell’atmosfera
da una relazione integrale. Per esempio, l’estinzione di una popolazione di aerosol a una
certa lunghezza d’onda potrà essere scritta come funzione della distribuzione dimensionale
P (r) :

α(λ) = N0

∫ ∞
0

drσe(r)P (r) (7.1)

dove r è il raggio di una particella, e σe(r) la sua sezione d’urto di estinzione. ( Ci
sono altri esempi, quali lo spettro infrarosso della radiazione emessa dall’atmosfera, o
l’equazione lidar che dipende dallo spessore ottico in funzione dell’altezza).

È ovvio che, se siamo interessati a conoscere la funzione P (r), avremo bisogno di più
misure indipendenti (per esempio, diverse lunghezze d’onda), dato che ci sono infinite
funzioni che hanno lo stesso integrale. Con più misure indipendenti, potremo pensare
di discretizzare gli integrali e quindi ricondurci a un sistema di equazioni lineari con N
equazioni in N incognite, che in linea di principio non dovrebbe dare alcun problema per
la sua risoluzione.

Questo ù un problema molto comune in molti settori scientifici. Supponiamo di avere
un sistema descritto da un certo numero di variabili, che immaginiamo di raggruppare
in un vettore x e che esistano un certo numero di grandezze, funzioni delle variabili,
che possono essere misurate, y . Supponiamo inoltre che ci sia un modello teorico che
collega x a y, e di volere trovare il vettore x dall’insieme di misure y. In alcuni casi
questa operazione sarà semplice, in altri no. In effetti dovremmo essere in grado di
risolvere matematicamente l’equazione che lega x a y, assicurarci che la soluzione sia
unica ( o scartare le soluzioni che per qualche considerazione si ritengono non accettabili),
e valutare quanto gli errori di misura e l’approssimazione del modello che si sta usando
incidono sul risultato. In questa introduzione ci limitiamo al caso più semplice di una

101
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relazione lineare; vedremo comunque che non si tratta di una situazione banale. In realtà,
anche se la soluzione di un sistema lineare sembra a prima vista una cosa elementare, i
sistemi di equazioni lineari non sono però sempre innocui. Prima di continuare facciamo
un esempio semplice. Consideriamo il sistema di equazioni

x1 + x2 = 2 (7.2)

2x1 + 2.000001x2 = 4.000001 (7.3)

che ha come soluzioni (x1 = 1, y1 = 1). Supponiamo adesso che questo sistema venga
da un modello fisico, per cui abbiamo delle incertezze sia sui dati ( termine noto) che sui
coefficienti delle variabili.

Allora, a causa degli errori, il sistema potrebbe essere :

x1 + x2 = 2 (7.4)

2x1 + 2.000001x2 = 4 (7.5)

che avrebbe come soluzioni (x = 2, y = 0), oppure

x1 + x2 = 2 (7.6)

2x1 + 2x2 = 4.000001 (7.7)

che non ha soluzioni, oppure, se tutte le cifre decimali vengono troncate

x1 + x2 = 2 (7.8)

2x1 + 2x2 = 4 (7.9)

che invece soluzioni ne ha infinite in quanto le due equazioni sono linearmente dipendenti.
Il motivo per cui succede questo è che i coefficienti nelle due equazioni sono piuttosto

vicini, a meno di un fattore, quindi le due equazioni sono “quasi” linearmente dipendenti,
e quindi piccole variazioni dei coefficienti ci fanno viaggiare lungo tutto lo spazio vettoriale
corrispondente alla soluzione dell’ultimo caso, in cui le righe sono linearmente dipendenti.
Per chiarire il senso di questa affermazione, facciamo il seguente esempio: scriviamo un
sistema simile a quelli visti prima nella forma:

y = Kx (7.10)

con

K =

(
1 2
1 2 + ε

)
(7.11)
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Figure 7.1: Soluzioni del sistema di equazioni spiegato nel testo per variazioni stocastiche
del vettore termine noto. Il termine noto con le sue fluttuazioni è mostrato come punti
blu. Le soluzioni si dispongono lungo una retta determinata dalla soluzione esatta in
assenza di rumore, il punto (0,1) più lo spazio nullo del sistema (la retta x+ y = 0).

Se ε è > 0 il sistema è invertibile; se il termine noto è y = (1, 2 + ε) la soluzione
del sistema è x = (0, 1). Tuttavia, se ε è piccolo, il determinante del sistema tende a
zero e che quindi le soluzioni possano dipendere criticamente dall’errore sui parametri.
Se pensiamo che le componenti di y rappresentino delle misure e quindi siano affette
da errore, possiamo illustrare questa situazione andando a graficare le soluzioni che si
ottengono introducendo una componente di rumore in y. La figura 7.1

mostra quindi le soluzioni che si ottengono aggiungendo ad ogni componente del vettore
y = (1, 2) un rumore gaussiano di deviazione standard 0.01. Vediamo quindi che le
soluzioni sono disposte lungo la retta x1 + x2 = 1 ( che comprende quindi la soluzione
originale ottenuta in assenza di rumore ). Nel linguaggio dell’algebra lineare, diremmo
quindi che le soluzioni si ottengono sommando alla soluzione esatta il sottospazio vettoriale



CHAPTER 7. I PROBLEMI DI INVERSIONE 104

corrispondente alla retta x1 + x2 = 0. Il calcolo degli autovalori di K mostra che questo
spazio è quello che corrisponde all’autovalore che, per ε → 0, tende a zero. Questo
risultato è del tutto generale: quando un sistema lineare ha degli autovalori che tendono
a zero, questi definiscono un sottospazio di vettori che, dopo l’applicazione dell’operatore
K, finiscono in zero ( o molto vicini a zero). Come risultato, si avrà che ad una soluzione
x si potrà aggiungere un vettore x0 di questo spazio, e si otterranno sempre dei valori
vicini alle “misure” y. Quindi le componenti di rumore nel termine noto sono amplificate
all’interno di questo spazio, e possono quindi produrre grosse fluttuazioni nelle soluzioni.

Per inquadrare il problema in una maniera più generale, scriviamo l’equazione integrale
nella seguente forma, detta equazione di Fredholm del primo tipo:

y(p) =

∫ b

a

K(p, t)f(t)dt (7.12)

La funzione K(p, t) prende il nome di “Kernel” dell’equazione. La funzione f(t è la
funzione che vogliamo determinare e p rappresenta l’insieme di parametri sperimentali
che possono essere variati per ottenere misure indipendenti. Quindi quello che si vorrebbe
ottenere è una ragionevole approssimazione dell’integrale che permetta di trasformarlo in
una somma di termini del tipo < K(p, ti) > f(ti) in modo che, effettuando più misure
con diversi parametri p si possa ottenere un sistema di N equazioni in N incognite.

Dal punto di vista matematico, la possibilità di approssimare l’integrale in 7.12 in una
somma

y(p) =
∑
i

ci(p)f(ti) (7.13)

è formalizzata dal metodo delle quadrature. Il valore dei coefficienti può essere trovato
in diversi testi di matematica. Come si vedrà, non è l’approssimazione di questa trasfor-
mazione a creare problemi.

Quindi, se si hanno più valori per il parametro p, si potrà fare in modo di avere
un sistema di equazioni risolvibile. In questo caso il vettore dei termini incogniti sarà
x = f(ti) mentre quello dei termini noti sarà y = y(pj). La matrice K avrà elementi
Kij = ci(pj). Come abbiamo accennato, dobbiamo però aspettarci problemi nel caso in
cui ci siano autovalori molto vicini a zero. Dal punto di vista fisico questo avviene quando
il kernel non varia molto per diversi valori di p. Questo può quindi portare a dei valori
dei coefficienti per il sistema di equazioni lineari che non sono molto diversi tra loro, e
quindi “quasi” linearmente dipendenti.

Di nuovo, si può provare a vedere cosa succede con un esempio semplice. Supponiamo
di considerare la funzione

f(t) = 1 + 4(t− 1/2)2 (7.14)

definita su (0, 1) e il Kernel K(p, t) = te−pt, per cui gli integrali possono essere
svolti analiticamente. Possiamo calcolare allora y(p) per diversi valori. A questo punto
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Figure 7.2: Soluzioni del sistema discretizzato per livelli di rumore crescenti. La curva
continua è la soluzione esatta.
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Figure 7.3: Spettro degli autovalori del sistema lineare che approssima l’equazione inte-
grale considerata.

potremmo discretizzare il problema, risolvere il sistema e confrontare con la soluzione di
partenza. Se si prova a fare si otterrà che i valori f(ti) sono molto diversi da quelli im-
postati. Nelle figura 7.2 si vede il confronto tra la soluzione “vera” e quella che si ottiene
risolvendo il sistema di equazioni lineari associato. Nel primo caso si utilizzano i valori
esatti di y(p) e si svolge l’inversione del sistema lineare in doppia precisione. Anche in
questo caso si notano discrepanze dell’ordine del 100 % e più. Se supponiamo però che i
termini y(p) siano affetti da rumore, si può vedere dalle figure successive (rispettivamente
deviazioni standard di 10−7 e 10−3) che la differenza diventa enorme e quindi la soluzione
è totalmente priva di senso.

Se prendiamo la matrice del sistema e calcoliamo gli autovalori vediamo che c’è un
gruppo di autovalori che è molto vicino a zero, come si vede dalla figura 7.3. È questo il
motivo per cui si ha un comportamento che è estremamente instabile, dato che la soluzione
del sistema può essere scritta formalmente come la somma di termini inversamente pro-
porzionali agli autovalori.

Si può pensare di aumentare il numero di misure e quindi trovarsi nella situazione di un
sistema sovrabbondante. E’ ragionevole pensare che, se 12 “misure” non sono sufficienti
a fare determinare i valori di x corripondenti, usare molti più dati potrebbe risolvere la
situazione. In questo caso, come si sa, non si possono trovare soluzioni esatte del sistema
(se le equazioni sono linearmente indipendenti), ma tenendo conto degli errori si trova
una soluzione di tipo statistico, che minimizza la norma del vettore differenza tra i dati
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modellati e i dati misurati.
Nel caso di errori uguali per tutte le componenti del vettore y e non correlati, sappiamo

che dobbiamo cercare la soluzione del seguente problema:

‖(Kx− y)‖ = minimum (7.15)

che è data da:

x0 = (KtK)−1Kty (7.16)

che è la ben nota soluzione dei minimi quadrati. In questo senso, la matrice (KtK)−1Kt)
può essere considerata l’inversa di K (che, ricordiamo, non è più una matrice quadrata).
Tuttavia, poiché questa matrice è calcolata a partire dal kernel, non possiamo aspettarci
che non presenti gli stessi problemi che derivano dal fatto che il kernel varia poco con i
parametri sperimentali.

Nel caso generale in cui gli errori possono essere differenti e correlati la forma quadrat-
ica da minimizzare è

Q1 = (y −Kx)tS−1
ε (y −Kx) (7.17)

dove Sε è la matrice di covarianza del vettore di misure y.
In questo caso si ottiene la minimizzazione della forma quadratica per

x0 = (KtS−1
ε K)−1KtS−1

ε 1y. (7.18)

Per risolvere il problema di eliminare la sensibilità al rumore di questo tipo di soluzione
sono state utilizzate diverse tecniche che sono accomunate dalla ricerca di soluzioni “re-
golari”, che per noi significa semplicemente “fisicamente plausibili”. Il più delle volte,
infatti, ci aspettiamo che la funzione cercata debba avere una certa regolarità e non sia
caratterizzata, per esempio, da grosse fluttuazioni. Oppure, considerazioni fisiche ci ob-
bligano a cercare soluzioni che siano limitate a certi intervalli di valori, oppure che non
siano troppo distanti da valori effettivamente osservati.

Nel seguito descriviamo sommariamente quella che si chiama “regolarizzazione di
Tikhonov” che è apparsa negli anni ’60. Il concetto è che la soluzione di tipo minimi
quadrati mira a minimizzare la norma del vettore che misura la differenza tra i dati mis-
urati e quelli calcolati dal modello. L’esigenza di regolarizzazione, però, richiederebbe che
la soluzione sia anche vicina, in qualche senso da definire, a una soluzione “a priori ” con
determinate proprietà. Supponendo quindi che esista una soluzione xr con le caratteris-
tiche di regolarità desiderate, e che esista una funzione della differenza tra la soluzione x
e la soluzione xr che misura quanto la soluzione x si discosti dai criteri che si cercano, si
potrà cercare in quali casi si ottiene il minimo della funzione :

Q2 = ‖L(x− xr)‖2 (7.19)
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Si tratta ora di combinare le due esigenze: minimizzare la norma del vettore errore
e allo stesso tempo minimizzare la differenza con i criteri impostati a priori. In generale
queste due esigenze non potranno essere soddisfatte insieme. La maniera più semplice di
tenere conto di questa duplice esigenza è di introdurre un parametro positivo e considerare
la funzione che si ottiene sommando la 7.17 e la refQ2, introducendo però un parametro
di peso γ:

Q = Q1 + γQ2 (7.20)

Si capisce che quando γ tende a 0 il peso della condizione Q2 = min diventa trascur-
abile. Se invece facciamo crescere γ, sarà questa componente a dominare e la soluzione
cercata sarà la soluzione regolare che però non tiene in nessun conto i risultati della misura.

Un esempio chiarisce meglio questi concetti. Una delle condizioni di regolarità più
diffuse è, come si è già accennato, l’assenza di fluttuazioni nella funzione da calcolare (
si confrontino le due curve nella prime figure della slide “Esempio 1” per capire subito
cosa si intende). In letteratura si trova spesso il termine smoothness. Possiamo definire in
molti modi la richiesta che una funzione sia “smooth”; uno è che la somma delle derivate
seconde della funzione sia piccola ( quindi, una funzione che cambia spesso concavità non
sarà smooth, mentre una funzione lineare avrà smoothness massima in quanto la derivata
seconda è nulla. Quindi la soluzione del problema originale potrebbe essere una soluzione
di tipo minimi quadrati, con il vincolo che sia “smooth”.

Supponiamo quindi di avere una funzione f(ti) definita sull’ insieme discreto di punti ti.
Questa funzione può essere vista come un vettore x. La derivata seconda può quindi essere
calcolata facendo le differenze prime e seconde, che ci daranno un vettore di componenti
(xi−1 − 2xi + xi+1). Questo vettore può quindi essere scritto come l’applicazione di una
matrice D(2) al vettore originale, definita da:

D(2) =


0
0 0
1 −2 1
0 1 −2 1 0

. . . .

 (7.21)

Potremo quindi ottenere la somma quadratica delle derivate seconde definendo:

Q2 = (D(2)x)t(D(2)x) = xtHx (7.22)

con la matrice H = (D(2))tD(2).
Quindi, invece di risolvere il problema originale cercando il minimo della forma quadrat-

ica Q1, possiamo cercare il minimo della forma quadratica:

Q = Q1 + γQ2 (7.23)
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La soluzione può facilmente essere ottenuta analiticamente svolgendo le derivate parziali
rispetto alle componenti xi per ottenere la soluzione

x = (KtS−1
ε K + γH)−1KtS−1

ε y (7.24)

Se applichiamo questa formula al nostro esempio, troveremo diversi valori della fun-
zione f(ti). Nelle figure 7.4,7.5 si può vedere che effettivamente, a seconda del parametro
γ, si possono ottenere delle soluzioni che sono molto vicine a quelle vere. Valori troppo
piccoli di γ non danno un peso sufficiente alla condizione di smoothness, mentre valori
troppo grandi riducono la soluzione a una funzione lineare. Ovviamente, per una appli-
cazione pratica di questo metodo a dei risultati sperimentali occorre stabilire un criterio
per trovare il valore ottimale di γ. Su questo argomento, al di fuori dello scopo del corso,
esiste una letteratura molto nutrita.
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Figure 7.4: Soluzione regolarizzata al variare del parametro γ. La curva blu è la soluzione
esatta.
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Figure 7.5: Come la precedente. Quando γ diventa troppo grande la soluzione tende a
essere troppo regolare (poiche’ la soluzione minimizza la somma dei quadrati delle derivate
seconde, questa tende a diventare una funzione lineare, che ha derivata seconda 0)



Chapter 8

Misure nella regione dell’infrarosso e
microonde

La zona spettrale dell’infrarosso e delle lunghezze d’onda maggiori è molto importante in
quanto la radiazione termica alle temperature che normalmente si trovano sulla superficie
terrestre e in atmosfera cade in questa regione. Inoltre molte molecole di interesse hanno
assorbimenti in questa regione, e questo significa che determinate strutture spettrali che
si possono misurare sono il segno della presenza di determinate molecole.

La radiazione infrarossa emessa dalla superficie della terra e dall’atmosfera ha inoltre
un importantissimo ruolo nel bilancio energetico della Terra. In effetti, in condizioni
stazionarie, l’energia della radiazione emessa della Terra ( in questo caso intendiamo
sempre Terra + Atmosfera) deve eguagliare quella ricevuta dal Sole. Variazioni di questo
bilancio portano a un raffreddamento o riscaldamento della Terra, quindi tutto ciò che
cambia l’emissione infrarossa ha un effetto sulla temperatura media. È da notare che,
nell’infrarosso, la diffusione da parte di gas è trascurabile. Non cos̀ı per gli aerosol più
grandi e per le idrometeore (ovvero neve, pioggia, cristalli di giaccio) che tipicamente
hanno dimensioni maggiori della lunghezza d’onda. Inoltre aerosol e acqua (nelle diverse
forme) possono contribuire all’assorbimento.

La maggior parte delle applicazioni in questo campo riguardano le misure da satellite,
anche se spettrometri infrarossi o a microonde basati a terra possono comunque essere
usati per la determinazione di alcune molecole, per esempio il vapore acqueo. Nella regione
delle microonde, alle frequenze più basse, anche lo scattering da parte di idrometeore è
piccolo, per cui le nuvole in questa regione spettrale non sono opache.

Quindi, in queste zone spettrali l’origine della radiazione è prevalentemente termica, e
per un’analisi teorica dobbiamo usare la forma 1.51 dell’equazione del trasporto radiativo.
Le configurazioni che ci interessano in questo caso saranno:

• Misure da satellite in configurazione nadir pointing

– Con assorbimento trascurabile
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– Con assorbimento

∗ Da parte di gas ben miscelati

∗ Da parte di gas in traccia

• Misure da satellite in occultazione

Nel caso di assorbimento trascurabile, la sorgente principale di radiazione è la su-
perficie, per cui misure di questo tipo possono dare delle informazioni sulla temperatura
superficiale. Se sono presenti nubi, la sorgente diventa la superficie superiore delle nuvole e
quindi si può ottenerne la temperatura. Questo fatto è sfruttato in campo meteorologico;
i sensori a bordo di satelliti meteorologici acquisiscono immagini del top delle nuvole in
diverse regioni spettrali; dalla differenza in radianza si può risalire alla temperatura delle
nuvole e quindi alla loro altezza e al loro tipo)

Nel caso di assorbimento da parte di gas ben miscelati, si può usare questa caratteris-
tica per misurare profili della temperatura atmosferica attraverso l’inversione dell’equazione
del trasporto radiativo. In questo caso si suppone nota la concentrazione ( variabile con
la quota) dei gas assorbenti e, da misure di radianza a diverse lunghezze d’onda si può
ricavare il profilo di temperatura. Viceversa, nel caso di gas a concentrazione variabile, se
si conosce il profilo di temperatura si potrà ricavare il profilo di assorbimento e quindi la
concentrazione del gas di interesse. E’ da specificare che in questi casi non abbiamo a che
fare con misure dirette di proprietà ottiche in funzione della distanza dal rivelatore, come
nel caso del LIDAR. In questo caso la quantità misurata è la radianza in funzione della
lunghezza d’onda: la determinazione di un profilo ( ovvero concentrazione in funzione
della quota o temperatura in funzione della quota) è il risultato di una complessa pro-
cedura di inversione (vedi capitolo precedente). La risoluzione spaziale è molto peggiore
di quella che si può ottenere con misure di tipo LIDAR, ma l’uso di LIDAR su satelliti
è appena agli inizi, per cui si può pensare che queste tecniche saranno di attualità per
qualche decennio ancora.

8.1 Misure di temperatura da satellite

La figura 8.1 mostra uno spettro infrarosso misurato fuori dall’atmosfera, confrontato con
una serie di spettri di corpo nero corrispondenti a diverse temperature.

Dalla figura si vede che nelle zone in cui non ci sono assorbimenti da parte delle
molecole atmosferiche (le cosiddette “finestre”) la radianza segue le leggi della radiazione
termica; in questo caso quello che conta sono le caratteristiche della superficie terrestre.
Invece, dove ci sono degli assorbimenti,la radianza dipende da quanta radiazione è emessa
dalle molecole e da quanto viene assorbita. Quindi la radianza ricevuta a una certa
frequenza dipende sia dalla temperatura che dalla altezza a cui è stata emessa. Per
potere vedere come da uno spettro si può risalire al profilo verticale della temperatura
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Figure 8.1: Radianza spettrali misurate nell’infrarosso. Le linee tratteggiate corrispon-
dono alla radianza di corpo nero per diverse temperature. Nelle regioni spettrali in cui
l’assorbimento atmosferico è piccolo (ATM window) la radianza corrisponde all’emissione
termica della superficie. Dove sono presenti assorbimenti atmosferici, la radianza è data
dal bilancio tra emissione e assorbimento secondo l’equazione del trasporto radiativo. Le
temperatura di corpo nero corrispondenti sono quindi delle temperature di brillanza.

occorre richiamare l’equazione del trasporto radiativo 1.37, in questo caso semplificata
dal fatto che nell’infrarosso potremo trascurare la parte di scattering.

Richiamiamo la soluzione 1.51, esplicitando il termine Jsource = LB(ν, T )

L(z, ν) = L(0, ν) exp (−τ(0, z, ν)) +

∫ z

0

dz′α(ν, z′)LB(ν, T ) exp (−τ(z′, z)) (8.1)

Da questa equazione vediamo che, se conosciamo il coefficiente di assorbimento alle
varie altezze in funzione della frequenza, potremmo in linea di principio ricavare l’emissività
a tutte le altezze e quindi la temperatura utilizzando la relazione 1.39. La difficoltà asso-
ciata alla risoluzione di quest’equazione è analoga a quella della risoluzione dell’equazione
integrale per invertire i dati spettrali relativi alla presenza di aerosol. Infatti, il termine
exp−τ(z, zα(ν, z) costituisce il Kernel dell’integrale, e questo kernel si estende su tutta
l’altezza dell’atmosfera, e ci sarà una sovrapposizione tra i kernel corrispondenti a diverse
frequenze. Siamo quindi nella condizione di problema mal posto. Operativamente, i sen-
sori non hanno una risoluzione infinita, per cui il segnale sarà un integrale su un certo
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Figure 8.2: Funzioni peso calcolate utilizzando una densità atmosferica esponenziale e una
sezione d’urto di assorbimento costante con la quota. All’aumentare dell’assorbimento
l’altezza del picco aumenta.

intervallo di frequenza. Quindi si avrà un sistema di N equazioni con N il numero di canali
spettrali a disposizione. Ogni equazione prenderà la forma:

Li =

∫
∆νi

L(0, ν) exp−τ(0, z, ν)dν +

∫ z

0

dz(

∫
∆νi

dν exp−τ(z, zα(ν, z)J(ν, z)) (8.2)

Occorrerà quindi calcolare un certo numero di integrali dipendenti dall’ assorbimento
dell’atmosfera. Il secondo termine si scrive di solito in termini delle cosiddette funzioni
peso (weigthing function):

wi(z, νi,∆νi) =

∫
∆νi

dν ′ α(ν ′, z) exp(−τ(z, z, ν ′)) (8.3)

La funzione peso dipende quindi dalla frequenza, attraverso il coefficiente di assorbi-
mento,dalla quota e dalla larghezza spettrale del sensore ∆νi.

È istruttivo calcolare le funzioni peso in un caso idealizzato. Sappiamo che la densità
atmosferica può essere approssimata con una legge esponenziale con una altezza di scala
di circa 7km. Quindi potremo scrivere per la densitm̀edia del numero di molecole:

n = n0exp(−
z

H
) (8.4)
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Una molecola ben mescolata, come possono essere l’ossigeno O2 o la CO2 sarà de-
scritta dalla stessa legge. Se c’è un assorbimento, e supponiamo ulteriormente che la
sezione d’urto di assorbimento non dipenda dall’altezza 1 il coefficiente di assorbimento
sarà proporzionale alla densità totale di molecole:

α(ν, z) = Xσ(ν)exp(− z

H
) = α0(ν)exp(− z

H
) (8.5)

La funzione peso per un rivelatore con risposta spettrale infinitamente stretta ( del
tipo δ(ν − ν ′)) sarà allora data da:

w(ν, z) = α0(ν)exp(− z

H
) exp−τ(z, z, ν) = α0(ν)exp(− z

H
) exp−

∫ ∞
z

dz′α0(ν)exp(− z
′

H
)

(8.6)
L’integrale può essere svolto analiticamente per cui si ottiene:∫ ∞

z

dz′α0(ν)exp(− z
′

H
) = Hexp(− z

H
) (8.7)

e quindi

w(ν, z) = α(z, ν)exp(−Hα(ν, z)) (8.8)

È facile rendersi conto che:

• Per z →∞ w → 0

• Per z → 0 w → α(0)exp(−Hα(0))

Quindi a basse quote la funzione peso tende a zero quando il coefficiente di assorbi-
mento sale, il che rende conto del fatto intuitivo che la radiazione emessa dagli strati più
bassi viene assorbita prima che possa raggiungere il sensore. D’altra parte la radiazione
emessa dagli strati più alti tende a zero perchè vengono a mancare le molecole che emet-
tono. Ci si aspetta allora che la funzione peso abbia un massimo, che in questo caso si
calcola facilmente:

α(zmax, ν)H = 1 (8.9)

per cui

α(0)exp(− z

H
))H = 1 (8.10)

1Si ricordi che questo non può essere esattamente cos̀ı a causa dei processi di allargamento che dipen-
dono dalla temperatura e dalla pressione.
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Questa equazione sarà soddisfatta solo se α(0) > 1/H. Quindi, quando il coefficiente
di assorbimento è piccolo la funzione peso non ha un massimo e sarà decrescente. Quando
l’assorbimento è maggiore dell’inverso dell’altezza di scala, si ha che

zmax(ν) = H ln(α(ν, 0)H) (8.11)

da cui vediamo che l’altezza del massimo cresce logaritmicamente con il coefficiente di
assorbimento.

La figura 8.2 mostra queste funzioni di fase idealizzate per diversi valori del coefficiente
di assorbimento. Poiché il coefficiente di assorbimento varia con la frequenza lungo una
riga della molecola che stiamo considerando, vediamo che la radianza misurata a una certa
frequenza è emessa principalmente da uno strato di atmosfera attorno al massimo. Questo
consente di potere determinare il profilo della radianza emessa e quindi la temperatura
dell’atmosfera a una certa altezza.

L’uso dell’assorbimento da parte dei gas ben mescolati fa si che le variazioni dello
spettro osservato siano dovute alle variazioni di temperatura e non alle variazioni delle
funzioni di peso.

Occorre tuttavia considerare che il massimo non è mai molto piccato. Questo implica
che diverse quote contribuiscono al segnale a una determinata frequenza per cui ci si deve
attendere che il problema sia malposto.

Per l’inversione occorrerà usare dei vincoli in analogia con quello che si è visto nel capi-
tolo 7, o si usa un approccio basato sull’introduzione di profili climatologici che saranno
usati come vincolo per ottenere soluzioni regolari.

Questo tipo di misure viene fatto nell’infrarosso utilizzando righe di assorbimento della
CO2, che è ben mescolata. Occorre però tenere presente che le misure nell’infrarosso si
basano su condizioni di assenza di nuvole o nebbie. In questo caso, infatti, la radiazione
infrarossa sarebbe estinta rapidamente a causa di fenomeni di scattering e assorbimento.
Questo fatto ha stimolato l’applicazione delle tecniche basate sull’assorbimento da parte
delle microonde. In particolare, si sfrutta l’assorbimento da parte dell’ossigeno nella
regione spettrale intorno a 55 Ghz in quanto lo scattering da parte delle ideometeore è
praticamente soppresso e l’assorbimento da parte delle nuvole ridotto. Si noti inoltre che
nelle microonde la legge di Plank per la radiazione termica può essere approssimata per
cui la temperatura è direttamente proporzionale alla radianza.

8.2 Misure di gas in traccie da satellite

Gli stessi concetti visti finora possono essere applicati, ribaltando la prospettiva, alla
determinazione di concentrazione di gas variabili. In questo caso occorrerà però avere
un profilo di temperatura per conoscere il termine LB nell’equazione 8.1. La misure di
radianza in funzione della frequenza, in questo caso, determinano le funzioni peso che
in questo caso dipenderanno sia dalla frequenza che dal profilo di concentrazione del gas
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incognito. Il problema è in effetti più complicato della determinazione della temperatura,
perché occorre determinare una funzione non lineare nella concentrazione.

Questi genere di misure vengono attualmente svolte con spettrometri ad alta risoluzione
imbarcati su satelliti polari. Sono allo studio anche dei sistemi che potrebbero essere im-
barcati sui satelliti geostazionari di prossima generazione.



Appendix A

Richiami di elettromagnetismo

A.1 Equazioni di Maxwell nella materia

Come prima cosa richiamiamo le soluzioni ad onde piane delle equazioni di Maxwell in
un mezzo omogeneo. Vedremo che l’unica differenza rispetto al vuoto sta nel fatto che,
a causa della polarizzazione, generalmente non in fase con il campo elettrico, e la con-
ducibilità, generalmente diversa da zero, l’energia elettromagnetica potrà essere assorbita
e quindi si avranno delle onde attenuate esponenzialmente. Questo aspetto è importante
per l’interazione di luce con particelle perché in generale queste ultime possono assorbire
energia.

Le equazioni di Maxwell in un mezzo sono:

∇ · ~D = ρF (A.1)

∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0 (A.2)

∇ · ~B = 0 (A.3)

∇× ~H = ~JF +
∂ ~D

∂t
(A.4)

I campi D e H sono legati ai campi E e B dalle polarizzazioni elettriche e magnetiche.

~D = ε0 ~E + ~P (A.5)

~H =
~B

µ0

− ~M (A.6)

Occorre fare delle ipotesi sulle relazioni tra campi e polarizzazioni. Nel caso statico si
ha che:
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~J = σ ~E (A.7)

~B = µ ~H (A.8)

~P = ε0χ~E (A.9)

supponendo un mezzo omogeneo e lineare. Queste equazioni dovrebbero essere sosti-
tuite da relazioni più generali nel caso di campi dipendenti dal tempo. Tuttavia si può
dimostrare che queste relazioni restano valide se consideriamo campi che variano sinu-
soidalmente, con le quantità σ, µ, χ, che variano con la frequenza.

L’equazione P = ε0χE, valida per campi statici, si riscrive

~Pω = ε0χω ~Eω (A.10)

Occorre però supporre che χω, sia complesso: questo è dovuto al fatto che, se sup-
poniamo che E(t) = Eωcos(ωt) allora in generale la polarizzazione avrà una fase diversa
P (t) = Pωcos(ωt+ φ).

Questa relazione è vera sotto ipotesi molto generali: è necessario che la relazione
tra P(t) ed E(t) sia lineare e causale, ovvero non ci aspettiamo una polarizzazione del
mezzo PRIMA che il campo E(t) sia diverso da zero. La relazione lineare più generale tra
polarizzazione e campo elettrico potrà essere scritta

come:

~P (t) = ε0

∫ t

−∞
χ(t− τ)E(τ)dτ (A.11)

Per motivi di causalità sarà χ(t) = 0 per t < 0. Da proprietà generali della trasformata
di Fourier (trasformata del prodotto di convoluzione)si ha allora l’equazione A.10, valida
per le ampiezze di Fourier.

Poiché abbiamo in generale supposto che la polarizzazione possa avere una fase rispetto
al campo incidente, conviene introdurre la notazione complessa per i campi. Il solo
significato fisico di questa notazione è che vogliamo tenere conto in maniera semplice
dell’oscillazione sinusoidale delle grandezze e della fase relativa. In generale una grandezza
oscillante si scriverà :

F = Acos(ωt) +Bsen(ωt) = Re(Fc) (A.12)

con

Fc = Ce−iωt (A.13)

C = A+ iB (A.14)

E’ più comodo quindi lavorare con dei campi complessi fittizi e prendere alla fine la
parte reale. Si può utilizzare questo procedimento quando si utilizzano operazioni lineari.
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Poiché le equazioni di Maxwell sono lineari, potremo risolverle per i campi complessi e
poi prendere le ampiezze e le fasi che ci interessano.

Avremo quindi

E(t) = Re(Ec(t)) = Re(Eω(x)e−iωt) (A.15)

e analogamente per tutti gli altri campi. Quindi per esempio, la relazione A.10 diventa:

Pc = ε0χ(ω)Ec (A.16)

dove si intende che χ(ω) è un numero complesso perché dovrà in generale fornire una fase
alla polarizzazione rispetto al campo.

Scriviamo le equazioni di Maxwell in termini dei campi E e H, ed eseguiamo le derivate
rispetto al tempo: la derivazione porta a un fattore −iωt (Alternativamente, questo sig-
nifica risolvere le equazioni per le trasformate). Tenendo presente che:

D = ε0E + ε0χED = ε0(1 + χ)E (A.17)

si ottiene

∇× ~E = µ(iω) ~H (A.18)

∇× ~H = σ ~E + E0(−iω)(1 + χ) ~E = −iωε ~E (A.19)

∇ · ~D = ∇ · ~H = 0 (A.20)

dove abbiamo introdotto la costante dielettrica complessa

ε = ε0(1 + χ(ω)) + i
σ

ω
(A.21)

Poiché sappiamo che nel vuoto le equazioni di Maxwell ammettono come soluzioni
le onde piane, e che formalmente le equazioni in un mezzo sono identiche, a parte la
sostituzione di ε0, µ0 con ε, µ, possiamo provare a vedere quali devono essere le proprietà
delle onde piane in un mezzo. Sostituiamo nelle equazioni delle soluzioni date da E =
E0e

ikx, B = B0e
ikx. Si intende che sia E0, H0, k potranno essere vettori complessi e che

per ottenere i campi fisici occorrerà moltiplicare per il fattore oscillante e−iωt e prendere
le parti reali. Ricordando le relazioni:

∇ · (~aψ) = (∇ψ) · ~a (A.22)

∇× (~aψ) = ~a×∇ψ (A.23)

dove ~a è un vettore costante, si ottiene

~E0 · ~k = 0; ~B0 · ~k = 0 (A.24)
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e

~k × ~E0 = ωµ ~H0 (A.25)

~k × ~H0 = −ωε ~E0 (A.26)

Le prime due equazioni stabiliscono la ben nota trasversalità delle onde piane,(anche
se questa affermazione è significativa in senso geometrico solo se la parte reale del vettore
K p̀arallela alla sua parte immaginaria), mentre le altre due stabiliscono delle relazioni
tra le ampiezze E,H, e il vettore d’onda k. In particolare, sempre nell’ipotesi che le parti
reali e immaginaria siano parallele, si deve avere che E,H,k sono ortogonali tra di loro.

Per determinare i possibili valori del vettore k, utilizziamo l’equazione A.25 e scriviamo

~k × (~k × E0) = ~k(~k · E0)− E0
~k2 = ωµ~k ×H0 (A.27)

da cui
−E0

~k2 = −ω2µεE0 (A.28)

e
~K2 = ω2εµ (A.29)

Dalla determinazione del vettore d’onda si ha quindi che, per i moduli dei campi si
deve avere

E0 =

√
µ

ε
H0 (A.30)

Quindi vediamo che il vettore d’onda è determinato dalle proprietà del mezzo. In parti-
colare, se la costante dielettrica è complessa, avremo che il vettore d’onda sarà anch’esso
complesso.

Il significato di un vettore d’onda immaginario è immediato:
sostituiamo nella definizione dell’onda piana il vettore d’onda ~k = ~k′ + i~k′′. Il campo

risultante sarà (inserendo il fattore oscillante e sottintendendo che si prende la parte reale):

~E(t) = E0e
−~k′′·~xei(

~k′·~x−ωt) (A.31)

Il modulo del campo non sarà più costante ma sarà attenuato nel corso della propagazione

del fattore e−
~k′′·~x. L’interpretazione fisica è che il campo esegue del lavoro sulle cariche

elementari del mezzo (di cui si tiene conto tramite la polarizzazione ed eventualmente la
conducibilità) e quindi perde parte

della sua energia. Per inciso, un campo può anche essere amplificato, come avviene in
un laser, ma questo processo richiede che venga fornita al mezzo energia dall’esterno.

Se k′′ tende a zero l’attenuazione sarà piccola e quindi ha senso continuare a introdurre
i concetti di lunghezza d’onda, velocità di fase, etc, come si fa nel vuoto. Avremo quindi
che, a un certo istante, il piano definito da ~k′ · ~x = 0 definisce una superficie di fase
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costante, mentre il piano ~k′′ ·~x = 0 definisce una superficie di ampiezza costante. Nel caso
in cui parte reale e immaginaria del vettore d’onda siano paralleli, i due piani coincidono.

La velocità di fase si ottiene imponendo che la variazione di fase sia nulla per
uno spostamento ∆x e ∆t:

~k′ ·∆~x = ω∆t (A.32)

proiettando nella direzione di ~k′ si ottiene

v =
∆z

∆t
=
ω

k′
(A.33)

Per rapportare questa velocità a quella nel vuoto conviene introdurre l’indice di rifrazione
complesso. Nel caso in cui ~k′ e ~k′′ siano paralleli, la relazione k2 = ω2εµ potrà essere
scritta, proiettando sulla direzione comune:

k = k′ + ik′′ =
ω

c

√
(εµ) =

ω

c
N (A.34)

dove N è definito essere l’indice di rifrazione complesso. Si definisce quindi

N = n+ iκ (A.35)

Tenendo presente la definizione della velocità della luce si ha anche

N = c
√

(εµ) =
√

(
εµ

ε0µ0

) (A.36)

La velocità di fase è quindi c, velocità di fase nel vuoto, divisa per la parte reale dell’indice
di rifrazione.

La lunghezza d’onda sarà definita sempre come la distanza tra due creste, quindi, ad
un certo istante di tempo t dovrò cercare la distanza λ nella direzione di ~k′ per cui ho un
incremento di fase di 2π. Quindi si avrà k′λ = 2π e quindi

λ =
2π

k′
=

2π
ω
c
n

=
λ0

n
(A.37)

dove λ0 è la lunghezza d’onda corrispondente alla frequenza ω nel vuoto.

A.1.1 Vettore di Poynting

Il vettore di Poynting, il cui flusso attraverso una superficie fornisce l’energia che è passata
nell’unità di tempo attraverso quella superficie, si scrive in un mezzo:

~S = ~E × ~H (A.38)

Nell’utilizzare la notazione complessa occorre fare attenzione al fatto che, poiché E non
è lineare nei campi, non si possono usare direttamente i campi complessi. Tuttavia saremo
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principalmente interessati a calcolare i valori medi del vettore di Poynting su tempi grandi
rispetto al periodo, in quanto un rivelatore non è in grado di seguire le rapide oscillazioni
dell’onda elettromagnetica su scale di tempo dell’ordine del periodo, e si può facilmente
vedere che la media è data da:

~S = 1/2Re( ~Ec × ~Hc) (A.39)

Per esempio possiamo calcolare il vettore di Poynting per un’onda piana che si propaga
nella direzione ẑ. Tenendo presente che in un’onda piana

~k × ~E = ωµ ~H (A.40)

e che se k′//k′′ allora ~k · ~E = 0 = ~k ∗ · ~E, si ha

< ~S(z) >=
1

2
Re(

k∗
ωµ

)|E0|2exp(−2k′′z)ẑ =
1

2
Re{

√
(
ε

µ
)}|E0|2exp(−2k′′z)ẑ (A.41)

Nel caso in cui le parti reali ed immaginarie del vettore d’onda sono parallele, si ottiene
che S è parallelo al vettore d’onda. Il modulo di S ha le dimensioni di una energia per
unità di tempo su un’area, e si chiama irradianza o intensità.

Nel caso dell’onda piana si ha allora, per l’andamento dell’intensità:

I(z) = I0e
−αz (A.42)

con

α = 2K ′′ =
4πκ

λ0

(A.43)

α prende il nome di coefficiente di assorbimento ed ha un significato fisico diretto in
quanto è legato all’energia trasportata dall’onda, che può essere misurata.

A.1.2 Onde sferiche

Un’onda piana è un’entità astratta in quanto trasporta un’energia infinita. Un’altra
soluzione semplice per le equazioni di Maxwell sono le onde sferiche. Infatti, le equazioni
di Maxwell in assenza di sorgenti assumono la forma di equazioni d’onda, che sono note
possedere come soluzioni delle onde sferiche. Mentre una trattazione rigorosa è relativa-
mente complicata, si può vedere approssimativamente che soluzioni del tipo a onda sferica
sono plausibili. Consideriamo un campo elettrico che si possa scrivere:

~E(~r) = ~E0(r̂)
eikr

−ikr
(A.44)
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~E0 dovrà essere un vettore ortogonale a r, quindi dipenderà dalla direzione di r con-
siderata. Tuttavia, dato un punto r, possiamo considerare il piano tangente alla sfera di
raggio r. Per spostamenti angolari piccoli la fase non cambierà e anche E0 potrà essere
considerato costante. Localmente quindi il campo dell’onda sferica non è distinguibile
dall’onda piana, e quindi possiamo ricavare il campo magnetico H come se avessimo a che
fare con un’onda piana.

Il flusso di energia attraverso una superficie di raggio r sarà allora una costante, in
quanto il vettore di Poynting sar
‘a proporzionale a 1/r2. Dal risultato della sezione precedente avremo per il vettore di
Poynting di un’onda sferica

~S =
1

2
Re(

k∗
ωµ

)
|E0|2

|k|2r2
exp(−2k′′r)r̂ =

1

2
Re{

√
(
ε

µ
)}|E0|2exp(−2k′′z)r̂ (A.45)

Il flusso attraverso una superficie infinitesima dA a distanza r sarà dato da:

dU/dt = ~S · d ~A =
E2

0

k2
dA/r2 (A.46)

per cui, introducendo l’elemento di angolo solido dA/r2 = dΩ avremo che

dU/dtdΩ = |E0|2 (A.47)

Questa quantità è quindi l’energia irradiata per unit’ di tempo e unità di angolo solido.
Poiché vogliamo che in assenza di assorbimento l’energia si conservi, la quantità E0 non
potrà dipendere dalla distanza r, ma solo dagli angoli. Ci si riferisce a questa come
distribuzione angolare dell’energia irradiata, in quanto, a grandi distanze un sistema di
cariche localizzate in movimento emette un campo che si può descrivere come un’onda
sferica. Integrando su tutto l’angolo solido otteniamo il flusso di energia associato all’onda
sferica.

A.2 Diffusione

Finora abbiamo trattato un mezzo in cui si suppone che le costanti dielettriche e mag-
netiche sono costanti nello spazio e nel tempo. Nel caso in cui le costanti variano
spazialmente una singola onda piana non è più una soluzione per la propagazione delle
onde elettromagnetiche. Un esempio familiare è dato dalla riflessione di luce da parte
di un’interfaccia piano. Questo problema si risolve utilizzando opportunamente le con-
dizioni al contorno per il campo elettromagnetico. In questo modo si riescono a trovare le
ampiezze e le direzioni dell’onda riflessa e dell’onda rifratta. Come esempio ulteriore, in
una lastra piana di dielettrico avremo un campo incidente, un campo riflesso, un campo
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trasmesso e un campo interno che sarà dato dall’interferenza tra i campi prodotti alle
diverse interfaccie. Il caso generale di un’onda che si propaga in un

mezzo e che incide su una particella trovando quindi un mezzo con costanti diverse si
tratta in questo modo: occorre considerare che esisterà un campo incidente, un campo
interno alla particella e un campo diffuso. Le condizioni di continuità dei campi E e H
permetteranno di raccordare i campi esterno e interno. Si ha quindi che la luce tende
ad essere rimossa dalla direzione originale e diffusa in tutte le direzioni. Da un punto di
vista microscopico il meccanismo è il seguente: l’onda incidente farà oscillare le cariche
elementari (dipoli nel caso in cui non ho cariche libere) e queste irradieranno energia. Il
campo interno sarà quindi dato dalla sovrapposizione dei campi microscopici e dal campo
incidente. Analogamente al caso statico, occorrerà trovare insieme il campo totale e il
moto delle cariche da esso determinato. A grandi distanze dalla particella, il moto delle
cariche produrrà un campo diverso da quello incidente, che sarà approssimativamente
descritto da un’onda sferica.

A.2.1 Forma asintotica di un campo EM a grandi distanze

Mentre il campo incidente potrà essere descritto convenientemente da un’onda piana, per
descrivere il campo interno e il campo diffuso potrà essere necessario introdurre un’altro
tipo di descrizione. Infatti ci aspettiamo che il campo diffuso vada a zero a grandi distanze,
perché l’energia emessa in un certo tempo ∆T sarà finita: a una grande distanza R, questa
energia si ripartirà su una superficie sferica di raggio R, per cui l’energia per unità di area
tenderà a zero. Di conseguenza dovrà tendere a zero il modulo del vettore di Poynting
e quindi dovrà tendere a zero l’ampiezza dei campi elettrico e magnetico. In particolare,
poiché vogliamo che l’energia irradiata si conservi, i campi dovranno andare a zero come
1/r, quindi saranno descritti più convenientemente da onde sferiche. Questo si pu’øvedere
in maniera più formale partendo dalle equazioni di Maxwell per un sistema di cariche
localizzato. Infatti sappiamo che, dati i potenziali scalare e vettore φ e ~A nella gauge
radiativa

∇ ~A+
√

(εµ)
∂φ

∂t
(A.48)

si può scrivere il potenziale vettore in funzione delle distribuzioni di corrente al tempo
ritardato:

A(x, t) =

∫
drx′

J(x′, t′)t′=t−r′/c
r′

(A.49)

con r′ = |x− x′|. Se le correnti variano secondo la legge e−iωt si ottiene

e−iωt
′
= e−iω(t−r′/c) (A.50)
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Se supponiamo di essere molto lontani dalla regione in cui sono localizzate le sorgenti
si otterrà :

r′ = r − n̂ · x′ (A.51)

Se approssimiamo il denominatore con r′ = r, l’integrale che definisce il potenziale
vettore non dipenderà più dal modulo del vettore r, ma solo dal suo versore, attraverso il
fattore di fase eikn̂·~x

′
:

~A(~x, t) = − µ

4π

eikr

r

∫
d3x′ ~J(~x′)e−ikn̂·~x

′
(A.52)

Quindi si trova che il potenziale vettore assume la forma di un’onda sferica, e ha la
forma di un vettore che dipende solo dalle coordinate angolari (attraverso il versore n̂
nell’esponenziale ), moltiplicato un’onda sferica scalare. Dalla definizione del rotore in
coordinate sferiche si vede che la componente in direzione r̂ tende a zero per r abbastanza
grandi, per cui si può dire che il campo magnetico, e di conseguenza il campo elettrico,
si comportano come onde sferiche. Nel caso in cui le dimensioni lineari del sistema sono
piccole rispetto alla lunghezza d’onda (approssimazione di dipolo ), si potrà considerare

ei
~k·~x′ = 1, per cui

~A(~r) = ~A0e
ikr/r (A.53)

con

A0 = − µ

4π

∫
~J(x)d3x = − µ

4π
(−iω)~P (A.54)

P =

∫
~xρ(~x)d3x (A.55)

La relazione tra J e ρ si ottiene dall’equazione di continuità. Il campo magnetico si
scrive allora sfruttando la relazione: ∇× (aφ(r)) = a×∇φ(r) . Il gradiente della funzione
scalare eikr/r a grandi distanze è:

∇(eikr/r) =
−eikr + ikreikr

r2
(̂r) ∼ ik

eikr

r
(A.56)

per cui si ottiene che il campo magnetico è

B = − µ

4π
ωk

eikr

r
(r̂ × ~P ) (A.57)

che ha proprio la forma dell’onda sferica considerata prima. Applicando le relazioni tra
campo elettrico e magnetico possiamo ottenere il campo elettrico e il vettore di Poynting
che quindi ci danno la distribuzione angolare.
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Otteniamo quindi l’importante risultato che, a distanze abbastanza grandi, il campo
di una distribuzione di cariche in movimento avrà la forma di una onda sferica. Possiamo
sfruttare questo fatto per scrivere delle relazioni generali che si devono avere tra il campo
diffuso e il campo incidente.

A.2.2 Parametrizzazione della diffusione.

Nella diffusione di radiazione di campo elettromagnetico da parte di una particella im-
mersa in un mezzo omogeneo, caratterizzata da un suo indice di rifrazione ( anche lui
supposto omogeneo all’interno ) occorre considerare:

a) il campo elettromagnetico all’interno
b) il campo elettromagnetico all’esterno che è dato dalla somma del campo diffuso e

del campo incidente.
c) la condizione di continuità delle componenti tangenziali dei campi E e H all’interfaccia

dei due mezzi.
Poiché le equazioni di Maxwell sono lineari e anche le condizioni al contorno sono lin-

eari, si avrà che il campo diffuso dovrà avere una dipendenza lineare dal campo incidente.
Considerate le polarizzazioni possibili, la diffusione in una data direzione dovrà quindi
dipendere in generale da 4 parametri.

Se supponiamo che il campo incida lungo la direzione ẑ, e supponiamo di osservare
la radiazione in una direzione r̂, si definisce piano di diffusione il piano che contiene il
vettore ~r, la particella diffondente e la direzione di incidenza. Il campo elettrico diffuso
avrà quindi una componente ortogonale a ~r nel piano di incidenza e una ortogonale al
piano di incidenza:

~Es =
eikr

−ikr
~A = E||sês + E⊥sê⊥s (A.58)

con i versori ê tali che ês = êθ ,ê⊥s = −êφ, ê⊥s × ês = r̂
La polarizzazione del campo incidente sarà nel piano xy. Conviene scomporre il vet-

tore campo elettrico incidente lungo una direzione parallela al piano di incidenza e una
ortogonale.

~Ei = (E0||ê||i + E0⊥ê⊥i)(e
ikz) = ê||iE||i + ê⊥iE⊥i (A.59)

Considerando anche la forma asintotica del campo, l’espressione generale per il campo
diffuso sarà (

E||s
E⊥s

)
=
eik(r−z)

−ikr

(
S2 S3

S4 S1

)(
E||i
E⊥i

)
(A.60)

Poiché’ le dipendenze dalle variabili lineari sono state esplicitate, i coefficienti S dipen-
deranno solo dagli angoli.
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A.2.3 Diffusione, assorbimento, estinzione

Supponiamo di misurare l’energia EM che arriva ad un rivelatore nell’unità di tempo, U0.
Se una particella viene posta davanti al rivelatore, parte dell’energia del campo incidente
viene diffusa e una parte verrà assorbita dalla particella, si misurerà quindi una energia
inferiore U. La differenza tra le due è detta energia estinta: nella direzione del campo
incidente, si misurerà una ampiezza di campo inferiore, e quindi un’energia minore. E’
intuitivo che l’energia totale estinta si debba ritrovare come energia trasportata dal campo
diffuso e come energia assorbita dalla particella. Poiché il nuovo campo misurato nella
direzione incidente è dato dalla sovrapposizione del campo incidente e del campo diffuso
in avanti, ne segue che questa ampiezza del campo diffuso in avanti deve essere legata
all’energia totale estinta.

Questo si può vedere esplicitamente calcolando il flusso del vettore di Poynting totale.
Si avrà, per i flussi di energia attraverso una sfera di raggio R molto maggiore delle

dimensioni lineari della particella

wext = wa + ws (A.61)

In effetti, facendo un calcolo esplicito partendo dai vettori di Poynting associati ai
campi totali, si dimostra il “Teorema Ottico” che lega l’energia totale estinta all’ampiezza
di scattering in avanti. Più precisamente, si ha che, se assumiamo il campo incidente
polarizzato lungo la direzione x,Ei = Ex̂ e scriviamo il campo diffuso come

~Es = eik(r−z)/(−ikr) ~XE (A.62)

si trova, calcolando il flusso dei vettori di Poynting corrispondenti al campo diffuso e
al campo totale,

Wext = Ii
4π

k2
Re(X · êx)θ=0 (A.63)

Ii è l’intensità dell’onda incidente. La quantità Cext = Wext/Ii ha le dimensioni di
una superficie e si chiama sezione d’urto di estinzione. Essa è una misura dell’efficacia del
processo di estinzione. Potremo definire analogamente una sezione d’urto di assorbimento
e di diffusione. Si avrà dunque

Cext = Ca + Cs (A.64)

con Ca = Wa/I e Cs/I.
Dalla definizione del flusso di energia diffusa dal vettore di Poynting del campo diffuso

si ha:

Cs =

∫
‖X‖2

k2
dΩ (A.65)
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La quantità X2/K2 è chiamata anche sezione d’urto differenziale di assorbimento ed
è una misura dell’efficienza della diffusione in una particolare direzione. Si utilizza anche
la cosiddetta “funzione di fase” p(Ω) che è la stessa quantità divisa la sezione d’urto, per
cui si ottiene ∫

dΩp(Ω) = 1 (A.66)

Si definiscono infine delle “efficienze” dividendo le sezioni d’urto per l’area della par-
ticella proiettata nell direzione del campo incidente.

A.2.4 Diffusione da un insieme di particelle



Appendix B

Diffusione e assorbimento da una
sfera

Per una sfera il problema della diffusione si può risolvere analiticamente. Tuttavia la
soluzione passa per serie numeriche di funzioni speciali, quindi le proprietà di diffusione
si visualizzeranno meglio attraverso un calcolo numerico. Dal punto di vista matematico
il problema è alquanto complesso, per cui qui si fornisce solo una descrizione delle proce-
dure che si adottano e si rimanda al libro di Bohren e Huffman per una descrizione più
dettagliata. Consideriamo nel seguito una sfera di raggio a con costanti (ε1, µ1) con centro
nel sistema di coordinate.

B.1 Impostazione

Partendo dalle equazioni di Maxwell in un mezzo omogeneo, per campi a frequenza ω,

∇× ~E = ωµ ~H (B.1)

∇× ~H = −ωε ~E (B.2)

prendendo il rotore di entrambe le equazioni e sfruttando l’uguaglianza vettoriale:

∇× (∇ ~A) = ∇(∇ · ~A)−∇2 ~A (B.3)

si ottengono le equazioni a cui devono soddisfare i campi:

∇2 ~E + k2 ~E = 0 (B.4)

∇2 ~H + k2 ~H = 0 (B.5)

131
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Quindi ogni campo a divergenza nulla che soddisfi le equazioni B.4,B.5 è un possi-
bile campo elettrico o magnetico. E’ da notare che il vettore ∇2A è da intendere come
(∇2Ax,∇2Ay,∇2Az) solo se si utilizzano coordinate cartesiane.

Alla superficie della sfera devono poi valere le condizioni al contorno che le componenti
tangenziali di E e H siano continue.

QUindi quello che si fa è:

• Calcolare le soluzioni generali nel mezzo 1 (interno) e 2 (esterno).

• Decomporre il campo incidente in termini delle soluzioni generali nel mezzo 2

• Scrivere il campo nella zona 2 come sovrapposizione del campo incidente e del campo
diffuso

• Sfruttare le condizioni al contorno per raccordare la soluzione all’esterno e all’interno.

B.2 Soluzione generale

Poiché stiamo considerando una simmetria sferica conviene risolvere il problema in coor-
dinate sferiche.

Si parte dalla considerazione che la generica funzione vettoriale

~M = ∇× (~rψ) (B.6)

è una soluzione dell’equazione d’onda vettoriale se ψ è una soluzione dell’equazione
d’onda scalare

∇2ψ + k2ψ = 0 (B.7)

In coordinate polari l’equazione si scrive:

1

r2

∂

∂r
(r2∂ψ

∂r
) +

1

r2sen(θ)

∂

∂θ
(sen(θ)

∂ψ

∂θ
) +

1

r2sen(θ)

∂2ψ

∂2φ2
+ k2ψ = 0 (B.8)

Le soluzioni dell’equazione d’onda scalare in coordinate polari sono ben note: si scrive
la ψ come prodotto di funzioni di r, θ, φ

ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ) (B.9)

e si ottengono 3 equazioni separate (analogamente, per esempio, al problema del campo
centrale in meccanica quantistica):
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d2Φ

dφ2
+m2Φ = 0 (B.10)

1

sen(θ)

d

dθ
(sen(θ)

dΘ

dθ
) + [n(n+ 1)− m2

sen(θ)2
]Θ = 0 (B.11)

d

dr
(r2dR

dr
) + [k2r2 − n(n+ 1)]R = 0 (B.12)

Le costanti m ed n compaiono come conseguenza della separazione. La prima equazione
ha soluzioni

Φl = cos(mφ),Φo = sen(mφ) (B.13)

.
con m intero. Le soluzioni dell’equazione in θ sono i polinomi associati di Legendre

Pm
n (cos(θ)). Dato un valore m, il numero n prende i valori m,m + 1, etc. (Per inciso, si

ricordi che sono queste le funzioni che entrano nella definizione delle armoniche sferiche,
ovvero le autofunzioni dell’operatore momento angolare in meccanica quantistica). De-
finendo la variabile adimensionale ρ = kr e una nuova funzione Z = R

√
(ρ) l’equazione 3

prende la forma

ρ
d

dρ
(ρ
dZ

dρ
) + [ρ2 − (n+

1

2
)2]Z = 0 (B.14)

Le soluzioni di questa equazione sono le funzioni di Bessel di primo e secondo ordine
J e Y . Le soluzioni per la funzione originale R sono allora le funzioni di Bessel sferiche:

jn(ρ) =
√

(
π

2ρ
)Jn+1(ρ) (B.15)

yn(ρ) =
√

(
π

2ρ
)Yn+1/2(ρ) (B.16)

Queste possono essere generate per ricorrenza, il che è una cosa comoda per il calcolo
numerico (z è una qualsiasi delle j o y)

zn−1(ρ) + zn+1(ρ) =
2n+ 1

ρ
zn(ρ) (B.17)

(2n+ 1)
d

dρ
zn(ρ) = nzn−1(ρ)− (n+ 1)zn+1(ρ) (B.18)

Ogni combinazione lineare di jn e yn è una soluzione della B.14. In particolare si
definiscono le seguenti combinazioni lineari:
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h1
n(ρ) = jn(ρ) + iyn(ρ) (B.19)

h2
n(ρ) = jn(ρ)− iyn(ρ) (B.20)

Possiamo quindi definire delle funzioni che sono il prodotto delle parti in r, θ, φ:

ψemn = (cos(mφ))Pm
n (cos(θ))zn(kr) (B.21)

ψomn = (sen(mφ))Pm
n (cos(θ))zn(kr) (B.22)

con z che può essere qualsiasi funzione di Bessel.
Queste sono funzioni scalari che soddisfano l’equazione d’onda e hanno la proprietà

di essere un insieme completo, ovvero tutte le funzioni di r che soddisfano l’equazione
d’onda potranno essere espresse come una serie di queste funzioni.

Per ottenere dei possibili campi elettomagnetici occorre infine costruire le funzioni

~Memn = ∇× (~rψemn) ; ~Momn = ∇× (~rψomn) (B.23)

~Nemn = ∇× ( ~Memn/k) ; ~Nomn = ∇× ( ~Momn/k) (B.24)

B.3 Decomposizione del campo incidente

Un’onda piana può essere espressa per mezzo di funzioni sferiche. La derivazione della
decomposizione è alquanto complicata, ma si può intuire che, una volta effettuata questa
decomposizione, sarà relativamente facile scrivere le condizioni al contorno e quindi de-
terminare il campo diffuso. Per la derivazione completa si può consultare il BH. Si ha

~Ei = E0e
i~k·~xêx = E0e

ikrcos(θ)êx (B.25)

e si dimostra che

~Ei = E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
( ~M

(1)
o1n − i ~N

(1)
e1n) (B.26)

(l’apice 1 significa che la dipendenza radiale è data da jn(ρ))
IL campo H si ottiene eseguendo il rotore:

~Hi = − k

ωµ
E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)( ~M
(1)
l1n + i ~N

(1)
o1n)

(B.27)
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B.4 Condizioni al contorno

Le condizioni al contorno sono:

( ~Ei + ~Es − ~E1)× êr = ( ~Hi + ~Hs − ~H1)× êr = 0 (B.28)

dove (1) si riferisce ai campi interni alla sfera. I campi Es e E1 possono essere espressi,
come il campo incidente, in armoniche sferiche vettoriali. Ma le condizioni al contorno
impongono che m = 1 . Poiché inoltre vogliamo che il campo sia finito nell’origine, la
parte radiale dovrà dipendere solo da jn(k, r).

Si dovrà quindi scrivere

~E1 =
∞∑
n=1

En(cn ~M
1
o1n − idn ~N1

e1n) (B.29)

~H1 = − k1

ωµ1

∞∑
n=1

En(dn ~M
1
e1n + ien ~N

1
o1n) (B.30)

con En = E0i
n 2n+1
n(n+1)

All’esterno non possiamo escludere che anche la yn, oltre alla jn sia presente. Conviene
però ragionare in termini delle funzioni h1

n e h2
n. Si può mostrare che

h1
n(kr) =

(−i)neikr

ikr
(B.31)

h2
n(kr) = −(i)ne−ikr

ikr
(B.32)

per kr >> n2.
La prima delle due rappresenta un’onda sferica “uscente”, ovvero un’onda il cui flusso

di energia è diretto all’esterno (supponendo che la dipendenza temporale sia e−iωt ), quindi
nell’espansione dovremo usare solo le funzioni h1

n, che danno la corretta forma asintotica
per il campo diffuso.

Si scriver’a quindi

~Es =
inf∑
n=1

En(ian ~N
3
e1n − bn ~M3

o1n) (B.33)

~Hs = − k

ωµ

inf∑
n=1

En(ibn ~N
3
e1n + an ~M

3
o1n) (B.34)

dove l’apice (3) indica che consideriamo armoniche sferiche vettoriali con la funzione

h
(1)
n .
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B.5 Soluzione

Per la soluzione del problema occorre determinare i coefficienti an, bn, cn, dn. Imponendo
la continuità delle componenti tangenziali di ~E e ~H si avrà

Eiθ + Esθ = E1θ ; Eiφ + Esφ = E1φ (B.35)

Hiθ +Hsθ = H1θ ; Hiφ +Hsφ = H1φ (B.36)

Queste 4 equazioni lineari si possono trasformare in una serie di equazioni separate
per ogni n. Definendo il parametro di taglia x = ka e l’indice di rifrazione relativo
m = k1/k = N1/N si ottiene:

cn =
µ1jn(x)[xh1

n(x)]′ − µ1h
1
n(x)[xjn(x)]′

µ1jn(mx)[xh1
n(x)]′ − µh1

n(x)[mxjn(mx)]′
(B.37)

dn =
µ1jn(x)[xh1

n(x)]′ − µ1mh
1
n(x)[xjn(x)]′

µm2jn(mx)[xh1
n(x)]′ − µ1h1

n(x)[mxjn(mx)]′
(B.38)

an =
µm2jn(mx)[xjn(x)]′ − µ1jn(x)[mxjn(mx)]′

µm2jn(mx)[xh1
n(x)]′ − µ1h1

n(x)[mxjn(mx)]′
(B.39)

bn =
µ1jn(mx)[xjn(x)]′ − µjn(x)[mxjn(mx)]′

µ1jn(mx)[xh1
n(x)]′ − µh1

n(x)[mxjn(mx)]′
(B.40)

(B.41)

Il simbolo []’ indica la derivazione rispetto all’argomento tra parentesi. Questa scrittura
può essere semplificata introducendo le funzioni:

ψn(ρ) = ρjn(ρ) (B.42)

ξn(ρ) = ρh(1)
n (ρ) (B.43)

se µ1 = µ si ha

an =
mψn(mx)ψ′n − ψn(x)ψn′(mx)

mψn(mx)ξ′n − ξn(x)ψn
(B.44)

bn =
ψn(mx)ψ′n −mψn(x)ψn′(mx)

ψn(mx)ξ′n −mξn(x)ψn
(B.45)

Siamo quindi giunti alla conclusione che il campo diffuso sarà una funzione del parametro
di taglia x = 2πNa/λ e dell’indice di rifrazione relativo. Le funzioni ψ e ξ hanno un anda-
mento oscillante, quindi ci si può attendere che le variazioni dei coefficienti, per esempio
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in funzione della lunghezza d’onda, sia complicata. Inoltre occorre notare che, quando
m → 1 i coefficienti tendono a zero, il che significa che quando la particella sparisce,
nel senso che viene a mancare la differenza in indice di rifrazione, anche il campo diffuso
sparisce.

B.6 Distribuzioni angolari

Conviene definire le funzioni

πn =
P 1
n

sen(θ)
(B.46)

τn =
dP 1

n

dθ
(B.47)

Le armoniche sferiche vettoriali possono essere scritte in termini di queste funzioni

~Mo1n = cos(φ)πn(cosθ)zn(ρ)êθ − sen(φ)τncos(θ)zn(ρ)êφ (B.48)

~Ml1n = −sen(φ)πn(cosθ)zn(ρ)êθ − cos(φ)τncos(θ)zn(ρ)êφ (B.49)

~No1n = sen(φ)n(n+ 1)sen(θ)πn(cosθ)
zn(ρ)

ρ
êr + sen(φ)τn(cos(θ))

[ρzn(ρ)]′

ρ
êθ

+cos(φ)πn(cos(θ))
[ρzn(ρ)]′

ρ
êφ (B.50)

~Ml1n = cos(φ)n(n+ 1)sen(θ)πn(cosθ)
zn(ρ)

ρ
êr + cos(φ)τn(cos(θ))

[ρzn(ρ)]′

ρ
êθ

−sen(φ)πn(cos(θ))
[ρzn(ρ)]′

ρ
êφ (B.51)

Da questa forma si vede che:
a) il campo M è trasverso rispetto al raggio e il campo N lo diventa a distanze abbas-

tanza grandi.
b) Il comportamento dall’angolo polare φ dipende dalle funzioni cos(φ) e sin(φ) .

Inoltre l’unica cosa che determina un’asimmetria in φ è la polarizzazione del campo inci-
dente.

c) La dipendenza angolare del campo diffuso sta tutta nelle funzioni π e τ(cos(θ)).
Queste funzioni, rappresentate sotto forma di diagrammi polari mostrano un certo numero
di lobi.

Al crescere del raggio della sfera, si trova che occorreranno più valori di n per costruire
il campo diffuso, e questo implica che il campo diffuso tende a essere sempre più in avanti.
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B.7 Espressione delle sezioni d’urto

Dato un campo incidente, caratterizzato dal suo k, e la sfera, caratterizzata dal suo
raggio e indice di rifrazione, abbiamo visto che posso scrivere il campo diffuso conoscendo
i coefficienti an e bn, che possono essere calcolati.

Si possono allora calcolare le sezioni d’urto applicando la definizione di flusso di energia
ad una sfera di raggio r >> a usando il vettore di Poynting del campo totale e del campo
diffuso

wext = −
∫
d ~A · ~Sext (B.52)

ws = −
∫
d ~A · ~Ss (B.53)

applicate ad una sfera di raggio >> di quello della particella (i segni sono scelti in modo
che le quantità w siano > 0).

Scrivendo i campi in funzione delle componenti θ, φ, si trova che il campo incidente
potrà essere scritto come:

Eiθ =
cos(φ)

ρ

∞∑
n=1

En(ψnπn − iψ′nτn) (B.54)

Hiθ =
k

ωµ
tan(φ)Eiθ (B.55)

Eiφ =
sen(φ)

ρ

∞∑
n=1

En(iψ′nπn − ψnτn) (B.56)

Hiφ = − k

ωµ
cot(φ)Eiφ (B.57)

e il campo diffuso come

Esθ =
cos(φ)

ρ

inf∑
n=1

En(ianξ
′
nτn − bnξnπn) (B.58)

Esφ =
sen(φ)

ρ

inf∑
n=1

En(bnξnτn − ianξ′nπn) (B.59)

Hsθ =
k

ωµ

sen(φ)

ρ

inf∑
n=1

En(ibnξ
′
nτn − anξnπn) (B.60)

Hsφ =
k

ωµ

cos(φ)

ρ

inf∑
n=1

En(ibnξ
′
nπn − anξnτn) (B.61)
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Quindi sostituendo ai campi le serie, integrando termine per termine, sfruttando le pro-
prietà di ortogonalità delle funzioni di Bessel, si ottengono delle espressioni relativamente
semplici:

Cs =
Ws

Ii
=

2π

k2

∞∑
n=1

(2n+ 1)(|an|2 + |bn|2) (B.62)

Cext =
Wext

Ii
=

2π

k2

∞∑
n=1

(2n+ 1)Re(an + bn) (B.63)

L’assorbimento si ottiene dalla relazione Cext = Cabs + Csca.

B.8 Matrice di scattering per una sfera

Se supponiamo di essere a distanze molto grandi, nella serie che definisce i campi diffusi
si possono usare le espressioni asintotiche

h1
n(kr) ∼ (−i)n e

ikr

ikr
(B.64)

dh1
n

dρ
∼ (−i)n e

iρ

ρ
(B.65)

per ottenere le espressioni per le componenti trasverse del campo (campo incidente
polarizzato lungo x̂) :

Esθ = E0
eikr

−ikr
cos(φ)S2(cos(θ)) (B.66)

Esφ = −E0
eikr

−ikr
sen(φ)S1(cos(θ)) (B.67)

con

S1 =
∑
n

2n+ 1

n(n+ 1)
(anπn + bnτn) (B.68)

S2 =
∑
n

2n+ 1

n(n+ 1)
(anτn + bnπn) (B.69)

In questo modo S1 e S2 sono proprio le componenti diagonali della matrice di scattering
definita all’inizio (S3 e S4 sono nulle).

E’ possibile quindi calcolare le distribuzioni angolari della radiazione per sfere di raggio
arbitrario.
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B.9 Comportamento dell’estinzione

I coefficienti an e bn nell’espressione del campo diffuso e della sezione d’urto dipendono
dai parametri

x = 2π
a

λ
(B.70)

m =
N1

N
(B.71)

con a raggio della sfera, λ lunghezza d’onda e N1, N indici di rifrazione delle particelle
e del mezzo.

In assenza di assorbimento nelle particelle N1 è reale e varia poco con la lunghezza
d’onda. In questo caso Cext varia allo stesso modo sia che si vari a, o in maniera inversa,
λ. Se invece è presente un assorbimento si ottiene che, al variare di λ, varia anche m.
Quindi, a parità di x le estinzioni potranno essere diverse (BH pag 297 e 307). In generale,
l’assorbimento ha l’effetto di attenuare le oscillazioni in x.

B.10 Effetto della distribuzione in raggio

Se abbiamo un campione di particelle di raggio variabile è possibile dimostrare, in con-
dizioni che sono di solito soddisfatte per gli aerosol in atmosfera, che il coefficiente di
estinzione dell’insieme di particelle è dato dalla somma dei coefficienti delle singole sfere.
Se quindi abbiamo un grande numero di sfere per cui possiamo scrivere una distribuzione
di probabilità che le sfere abbiano un certo raggio:

dN = NP (a)da (B.72)

si avrà che il coefficiente di estinzione totale sarà dato da:

α = N

∫
P (a)Cext(a)da (B.73)

β = N

∫
P (a)Cb(a)da (B.74)

Il fatto che la struttura del coefficiente di estinzione in funzione del raggio abbia un
andamento oscillante, lascia pensare che, se mediamo su tanti raggi diversi, si avrà un
andamento in funzione della lunghezza d’onda in qui le varie oscillazioni saranno mediate.

Un esempio di calcolo è riportato nel BH (pag. 298), considerando una distribuzione
gaussiana
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P (a) =
1√

(2π)σ
exp(−1

2
(
a− ā
σ

)2) (B.75)

con differenti σ

B.11 Distribuzione angolare della radiazione diffusa

In un processo di diffusione, se ẑ è la direzione di propagazione dell’onda incidente, l’unico
riferimento nel piano ortogonale è dato dalla direzione di polarizzazione. Infatti, se l’onda
incidente è polarizzata lungo x, si ha che il campo diffuso ha componenti che sono date
dall’equazione B.67. Questo campo ha la forma

Es =
eik(r−z)

−ikr
~XE (B.76)

e abbiamo visto che la distribuzione angolare della radiazione sarà data da

dCs
dΩ

=
|X|2

k2
=

1

K2
[(cos(φ))2|S2|2 + (sen(φ))2|S1|2] (B.77)

Se stiamo considerando della luce non polarizzata, l’angolo φ non è più esattamente
definito: occorrerà mediare su tutte le possibili direzioni della polarizzazione del campo
incidente, per cui in questo caso si ottiene:

d < Cs >

dΩ
=

1

2K2
[|S2|2 + |S1|2] (B.78)

che è consistente con il fatto che, poiché c’è completa simmetria attorno all’asse z di
propagazione, le proprietà dello scattering non devono dipendere da φ.

Il fatto che la luce incidente non sia polarizzata non significa che la luce diffusa sia allo
stesso modo non polarizzata. Se vado a misurare in una direzione (θ, φ) l’intensità troverò
in generale cose diversi corrispondenti a S2 e S1 rispettivamente. Noi non ci interesseremo
per ora della polarizzazione della luce diffusa, ma occorre tenere presente che i calcoli
sono spesso svolti in termini delle intensità diffuse della polarizzazione parallela al piano
di scattering (direzione θ̂) e ortogonale (direzione φ̂).

B.12 Esempi di dipendenza angolare

La caratteristica principale dello scattering da sfere è che, al crescere del raggio, lo scat-
tering diventa fortemente piccato in avanti.

Un esempio è fornito nel BH (214) in cui si considera una sfera d’acqua con parametro
x=3; considerando luce visibile a 0.55µ questo corrisponde a un raggio ∼ 0.26µ.

Altri casi sono riportati, per parametri x crescenti, a pag. 385 e seguenti.
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Cos̀ı come per l’andamento del coefficiente di estinzione in funzione di x, in questo
caso si possono osservare diversi massimi e minimi in funzione dell’angolo di scattering.

Tuttavia, questa dipendenza degli angoli è fortemente attenuata nel caso di una dis-
tribuzione di raggi diversi. Le figure di pag. 388 mostrano che lo scattering è confinato
ad angoli sempre più piccoli man mano che il parametro Xeff , che determina la larghezza
della distribuzione, cresce (n(x) = x6exp(−9x/xeff )

B.13 Retrodiffusione

Per alcuni problemi è importante la misura della radiazione diffusa all’indietro. Nel caso
della sfera questa si ottiene dall’espressione della dipendenza angolare del campo diffuso.
Si ha:

Cb =
dCs
dΩ θ=180

=
|X(180|2

k2
=

1

2

∑
(2n+ 1)(−1)n(an − bn)

k2
(B.79)

L’espressione dell’estinzione e quella della retrodiffusione son la base per potere mod-
ellizzare il funzionamento di un lidar, come si vedrà nel seguito. E’ da notare che in alcuni
casi viene indicata come “sezione d’urto di retrodiffusione ( “backscattering)” la quantità
B.79 moltiplicata per 4π (vedi BH pag. 121)

B.14 Particelle piccole rispetto alla lunghezza d’onda

Le funzioni di Bessel si possono esprimere come una serie di potenze del parametro ρ = kr.
Sostituendo i primi termini fino a ρ4, si possono calcolare i coefficienti an, bn; tenendosi i
primi termini per ψ, ξ e le loro derivate, si ottengono valori accurati per i coefficienti di
scattering all’ordine x6 . I termini predominanti sono a1, a2, b1, b2, gli altri sono di ordine
superiore a 7. Inoltre se |m|x << 1, |b1| << |a1|; con questa assunzione le ampiezze di
scattering accurate all’ordine x3 sono

S1 =
3

2
a1 (B.80)

S2 =
3

2
a1cos(θ) (B.81)

a1 = −i2x
3

3

m2 − 1

m2 + 2
(B.82)

A luce non polarizzata incidente con irradianza Ii, corrisponde una distribuzione an-
golare

Is =
8π4Na6

λ4r2
|m

2 − 1

m2 + 2
|2(1 + cos2(θ))Ii (B.83)
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La distribuzione angolare e la dipendenza dalla lunghezza d’onda sono quelle della
radiazione di dipolo elettrico. Si noti la dipendenza da 1/λ4 e la simmetria della dis-
tribuzione angolare.


