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8.5 Stabilità dei pendii infiniti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

8.5.1 Pendio infinito sommerso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

8.5.2 Pendio infinito con filtrazione parallela . . . . . . . . . . . . . . 225



1. Classificazione dei terreni

Terreno: miscela naturale di granuli minerali e acqua.

1.1. Analisi granulometrica

I componenti di un terreno possono essere ghiaia, sabbia, limo, argilla. La distribuzione
dei componenti può essere stimata mediante analisi granulometrica.

tipo min[mm] max[mm]

argilla - 0.002
limo 0.002 0.063

sabbia 0.063 2
ghiaia 2 63

campi granulometrici



1.2. Granulometria

setacci ASTM per la granulometria



esempi di distribuzioni granulometriche



1.2.1. Parametri delle distribuzioni granulometriche

Si desumono dalle curve di solito i seguenti parametri:

coefficiente di uniformità CU pari a D60/D10 (CU inferiore a 2 per terreno poco gradato
o uniforme, superiore a 2 per terreno ben gradato);

coefficiente di curvatura CC pari a D2
30/(D60D10).

1.2.2. Analisi per sedimentazione

I setacci si usano per grani di dimensione > 0.05mm, per grani di dimensione inferiore
si usa la analisi per sedimentazione. La velocità di sedimentazione v di un grano in una
sospensione è correlata alla grandezza del grano secondo la formula di Stokes:

v =
(γp − γf)D

2

18ν

con γp, γf risp. pesi specifici di una particella di diametro D e del fluido della sospensione e
ν viscosità dello stesso. Per la prova si misura in un tubo ad intervalli dati la densità di una
sospensione con la frazione fine, utilizzando uno speciale idrometro; questa dipende dalla
massa di particelle in sospensione, massa che diminuisce via via con la sedimentazione
delle particelle, con le più grandi che sedimentano prima.



1.2.3. Esempio di analisi granulometrica

Weight of Weight of

g
g
g



1.3. Relazioni di fase e indici del terreno

 liquid

  gas

  solid  solid

  liquid
   gas

  volumes   weights

  liquid

  solid

 voids
    Vw

    Ws

    Ww

    W

fasi di un terreno



• porosità

n =
Vv

V

• indice dei vuoti

e =
Vv

Vs

• contenuto d’acqua

w =
Ww

Ws

• saturazione

Sr =
Vw

Vv

• peso specifico

γ =
W

V

• peso specifico delle particelle solide

γs =
Ws

Vs

Se il terreno è saturo γ è il peso specifico ’saturo’ γsat, se secco γ è il peso specifico del
’secco’ γd. Al posto di γs talvolta si indica la gravità specifica Gs, pari a γs/γw, con γw

peso specifico dell’acqua.



- n e w γd[g/cm3] γsat[g/cm3]

sabbia sciolta 0.46 0.85 32 1.45 1.90
sabbia densa 0.30 0.43 16 1.85 2.15
argilla soffice 0.66 1.90 70 - 1.60
argilla dura 0.37 0.60 22 - 2.05

valori tipici degli indici (Terzaghi & Peck)

1.3.1. Densità relativa

Dr =
emax − e
emax − emin

con emax, emin valori corrispondenti alle configurazioni estreme dello scheletro solido.

Dr=1 riferisce a materiale denso, Dr=0 a materiale sciolto.



1.3.2. Esercizio

Per la costruzione di un rilevato di 40000m3 si utilizza materiale di cava (w=12%, e=0.54,
γs=2.65t/m3). Dopo compattazione il peso specifico secco dello stesso materiale γd

risulta uguale a 1.83t/m3. Per spostare il materiale dalla cava al sito di costruzione sono
disponibili dei dumper, in grado di trasportare al massimo 6.2t.

Definire:

1. Sr, γd e γ del materiale in cava;

2. il numero di viaggi necessari per spostare tutto il materiale necessario per la costruzione
del rilevato;

3. il volume di materiale da estrarre.



Sr è uguale a Vw/Vv. Si consideri Ws=1t di particelle solide. In cava w = Ww/Ws è 12%,
quindi:

Ww=0.12Ws=0.12t,

Vw=0.12t/γw=0.12t/(1t/m3)=0.12m3.

Per ottenere Vv può utilizzarsi la definizione di indice dei vuoti:

e =
Vv

Vs

nella quale Vs, dalla definizione di peso specifico delle particelle solide, risulta:

Vs = Ws/γs=1t/(2.65t/m3)=0.377m3,

da cui ancora:

Vv = eVs=0.54×0.377m3=0.203m3.

Infine:

Sr =
0.12

0.203
= 0.59

Il risultato può essere anche ottenuto applicando la seguente formula:

Sr =
wγs

eγw
=

0.12× 2.65t/m3

0.54× 1t/m3
= 0.59



Per i pesi specifici:

γd =
Ws

Vs + Vv
=

1t

0.377m3 + 0.203m3
= 1.72t/m3

γ =
Ws +Ww

Vs + Vv
=

1t + 0.12t

0.58m3
= 1.93t/m3

o altrimenti:

γ =
γs(1 + w)

1 + e
=

2.97t

1.54m3
= 1.93t/m2

Si noti che γd è più piccolo di quello dopo compattazione.

Il peso dell’intero ammontare di solido dopo compattazione, essendo γd = Ws/V , risulta:

Ws = γdV = 1.83 t
m3 × 40000m3 = 73200t

Segue:

Ww = wWs = 0.12× 73200t = 8784t

Il peso totale (solido+acqua) è 73200t+8784t=81984t, per un numero di viaggi di dumper
uguale a 81984t/(6.2t/viaggio)=13220viaggi.

Il volume estratto dalla cava è 81894t/(1.93t/m3)=42500m3.



1.4. Composizione chimica

Sabbia e ghiaia consistono normalmente degli stessi minerali della roccia originale (calcite,
quarzo). I terreni a grana fine possono contenere anche minerali argillosi da erosione chim-
ica: caolinite, montmorillonite, illite, essenzialmente aggregati di alluminio con idrogeno,
ossigeno e silicati, differenti anche per struttura geometrica a livello microscopico. La
micro-struttura di una argilla normalmente richiama quella di piatti sottili.

Minerali argillosi



La superficie delle particelle di minerale argilloso portano cariche residue negative, che
attraggono i cationi dell’acqua interstiziale. Se la natura dell’acqua cambia (da salina a
dolce e viceversa) può verificarsi una sostituzione di cationi. Questi tendono ad allontanarsi
reciprocamente per la loro energia termica e l’effetto netto è la costituzione di uno strato
disperso di cationi a concentrazione decrescente all’allontanarsi dalla particelle. Il termine
doppio strato riferisce all’insieme delle superfici delle particelle cariche negativamente e lo
strato disperso di cationi.

Forze di repulsione si sviluppano tra le cariche dei doppi strati. Un aumento di concen-
trazione di cationi nell’acqua interstiziale produce una riduzione della repulsione. Anche
forze di attrazione di tipo Van der Waals si sviluppano tra le stesse particelle e dipen-
dono dalla distanza mutua tra le stesse. Se prevalgono le forze repulsive le particelle si
dispongono faccia contro faccia (struttura dispersa), se prevalgono le forze di attrazione
le particelle si dispongono spigolo contro faccia o spigolo contro spigolo (struttura floc-
culata).



Minerali argillosi: a) caolinite, b) illite, c) montmorillonite

Struttura dei minerali argillosi: a) dispersa, b) flocculata, c) a castello di carte, d)
turbostratificata, e) con elementi più grandi



1.5. Limiti di consistenza

In relazione al contenuto d’acqua un’argilla può trovarsi in un diverso stato di consistenza:
liquido, plastico, solido. I limiti di w per i quali una argilla transita da uno stato all’altro
sono i limiti di Atterberg.

La transizione da stato liquido a stato plastico è il limite liquido wL, che può essere
determinato mediante il cucchiaio di Casagrande. Esso corrisponde al contenuto d’acqua
per il quale un piccolo taglio a forma di V operato nella piccola massa di terreno contenuta
nel cucchiaio si chiude esattamente dopo 25 salti.

La transizione da stato plastico a stato solido è il limite plastico wP, che corrisponde al
valore di w per il quale in un cilindro di argilla spesso 3mm iniziano a prodursi piccole
fessure quando questo viene fatto rotolare ripetutamente su di un piano.



Prova di Casagrande - l



Prova di Casagrande - 2



Prova per il Limite Plastico - l



Prova per il Limite Plastico - 2



L’indice di plasticità si definisce come:

PI = wL − wP

 liquid

  gas

  solid  solid

  liquid

    wP     wL

    PI=wLwP

Consistenza relativa

Cr =
wL − w
wL − wP

=
wL − w

PI



1.6. Sistemi di classificazione

Classificare i terreni può risultare utile per le comunicazioni tra tecnici, non serve invece
per derivare parametri meccanici, in quanto questi possono variare da luogo a luogo in
ragione delle differenti storie geologiche.

Sistemi di classificazione largamente usati sono quello dello United States Bureau of Recla-
mation e quello British Standard. Essi sono basati su due simboli per l’indicazione di un
tipo di terreno.

18 A. VERRUIJT, SOIL MECHANICS : 2. CLASSIFICATION

Character 1 Character 2

G gravel W well graded

S sand P poorly graded

M silt M silty

C clay C clayey

O organic L low plasticity

Pt peat H high plasticity

Table 2.2: Unified Classification System (USA).

usually is of the type SW. A clay of very low plasticity, that is a clay with
a relatively small plasticity index is denoted as CL. The clay in a polder
in Holland will often be of the type CH. It has a reasonably large range of
plastic behavior.

The characterization well graded indicates that a granular material con-
sists of particles that together form a good framework for stress transfer. It
usually is relatively stiff and strong, because the smaller particles fill well in
the pores between the larger particles. A material consisting of large gravel
particles and fine sand is called poorly graded, because it has little coherence.
A well graded material is suitable for creating a road foundation, and is also
suitable for the production of concrete.

Global classifications as described above usually have only little meaning
for the determination of mechanical properties of soils, such as stiffness and
strength. There may be some correlation between the classification and the
strength, but this is merely indicative. For engineering calculations mechan-

ical tests should be performed, in which stresses and deformations are measured. Such tests are described in later chapters.



Carta di plasticità di Casagrande

I terreni a grana fine (ovvero composti prevalentemente di particelle più piccole di 0.06mm)
sono quelli per cui la frazione fine è superiore al 35%. I limiti liquido e plastico sono
utilizzati per classificare i terreni mediante la carta di plasticità di Casagrande.



2. Acqua nei terreni

2.1. Stato tensionale in un terreno (note anticipate)

Lo stato tensionale in un terreno risulta da carichi esterni e dal peso del materiale stesso.
Le tensioni di trazione non sono compatibili con il materiale, quelle compressive sono in
parte sostenute dall’acqua dei pori. Le tensioni compressive sono definite positive, mentre
le tensioni di taglio sono positive quando agiscono lungo la direzione negativa su di un
piano la cui normale esterna è lungo la direzione positiva dell’asse.

Si può introdurre un tensore σ delle tensioni (totali). Per una componente di tensione
σij del tensore il primo indice denota il piano sul quale la tensione è agente, e il secondo
indice denota la direzione della tensione stessa.
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2.2. Pressioni interstiziali

Nei pori tra i grani dei terreni può risiedere acqua. La struttura dei pori è generalmente
tale che i pori sono mutuamente connessi e nel complesso costituiscono un corpo continuo
nel quale può essere trasmessa una pressione. L’acqua può anche fluire attraverso i pori.

L’acqua non può trasferire tensioni di taglio e di conseguenza la pressione è isotropa.

    p=γwd

 d

Se l’acqua è a riposo (ovvero quando non vi è flusso idrico), la pressione è proporzionale
alla profondità del punto considerato rispetto alla superficie dell’acqua e al peso specifico
dell’acqua, indipendentemente dalla forma del contenitore. Ciò vale anche per l’acqua nel
sistema di pori di un terreno.



2.3. Principio delle tensioni efficaci

σxx = σ′xx + p, σyz = σ′yz
σyy = σ′yy + p, σxz = σ′xz
σzz = σ′zz + p, σxy = σ′xy

Trattandosi di un principio, non è oggetto di dimostrazione.



Si può effettuare solo una verifica:

P =
∑

N ′ + p(A− Ac),

con Ac area dei contatti. Se si assume questa nulla, dividendo per A:

P

A
=

∑
N ′

A
+ p.

P/A è la tensione totale normale σn, la quantità
∑
N ′

A è la media, ripartita su A delle
componenti normali (ad A) delle forze interparticellari, che si conviene di identificare con
la tensione efficace σ′n, da cui σn = σ′n + p

P

P

A

X
X

N’

T



2.4. Tensioni verticali nel sottosuolo

tensioni verticali e pressioni interstiziali in un terreno omogeneo

tensioni verticali e pressioni interstiziali in presenza di risalita capillare



2.5. Legge di Darcy

Il flusso di fluido in un mezzo poroso è regolato dalla legge di Darcy:

q = −Kgradh

con q portata specifica [m/s], K conduttività idraulica [m/s] (o permeabilità idrogeolog-
ica), h carico idraulico [m], uguale a:

h =
p

γw
+ ζ

dove p è la pressione interstiziale, γw il peso specifico dell’acqua e ζ l’elevazione rispetto
ad un livello orizzontale di riferimento.

La portata specifica q è un vettore di componenti {qx, qy, qz}. La componente qs lungo
una direzione 1s è −K(dh/ds). q è da distinguersi dalla velocità media delle particelle
fluide V, pari a q/n.

Il flusso di fluido nei mezzi porosi è salvo eccezioni laminare.



2.5.1. Forma alternativa della legge di Darcy

La conduttività idraulica dipende dalle caratteristiche sia del terreno che del fluido:

K =
kρg

µ

con k permeabilità assoluta del mezzo poroso, ρ densità del fluido, µ viscosità dinamica
del fluido. k è proprietà esclusiva del mezzo poroso:

k = cD2

dove D è una grandezza caratteristica dei grani e c è una costante.

Una forma alternativa della legge di Darcy è:

q = −k
µ

(gradp− ρg)



2.6. Valori tipici di conduttività idraulica

Per sabbie valori usuali di K variano da 10−6m/s a 10−3m/s. Per le argille K è alcuni
ordini di grandezza più piccola, questo perché la permeabilità è approssimativamente
proporzionale al quadrato della grandezza dei granuli del materiale e le particelle di argilla
sono circa 100 o 1000 volte più piccole che quelle della sabbia.

terreno K[m/s]

ghiaia 10−3 ÷ 10−1

sabbia 10−6 ÷ 10−3

limo 10−8 ÷ 10−6

argilla 10−10 ÷ 10−8



2.7. Prove di permeabilità

La conduttività idraulica K può determinarsi in laboratorio con il permeametro.

2.7.1. Prova al permeametro a carico costante

A

�h

�L

La portata d’acqua totale Q filtrante attraverso il terreno disposto nel cilindro di vetro è:

Q = KA
∆h

∆L



1 2 3

Fasi di una prova al permeametro - 1



2 34 5

Fasi di una prova al permeametro - 2



2.7.2. Prova al permeametro a carico variabile

Per la misura della conduttività idraulica
di terreni a grana fine si preferisce il test
a carico variabile. Si usano campioni in-
disturbati (lunghezza l e area A). Un
tubicino di area a è connesso alla som-
mità e l’acqua, versata nel tubicino, dopo
l’attraversamento del campione drena in
un serbatoio il cui livello è mantenuto
costante. Si misura il tempo t1 per il quale
il livello nel tubicino scende da h0 a h1. Si
ha per continuità volumetrica:

−adh

dt
= AK

h

l

−a
∫ h1

h0

dh

h
=
AK

l

∫ t1

0

dt

K =
al

At1
ln
h0

h1
= 2.3

al

At1
log

h0

h1



2.7.3. Prove di pompaggio

Le prove si realizzano attraverso pompaggio continuo a portata costante in un pozzo
(normalmente 300mm di diametro e con fusto perforato), che penetra fino al fondo dello
strato sotto indagine.

Il flusso radiale verso il pozzo comporta la modifica del profilo iniziale della superficie
di falda (orizzontale o blandamente inclinato) a formare un cono di depressione. I nuovi
livelli di falda si misurano raggiunta la stazionarietà in pozzetti di osservazione a distanze
opportune dal pozzo.

Si assume per l’analisi che il gradiente idraulico a r dal centro del pozzo sia costante
con la profondità e sia uguale alla pendenza della superficie di falda, ovvero ir = dh/dr
(h altezza della falda a r). L’assunzione, nota come ipotesi di Dupuit, comporta una
approssimazione ritenuta tuttavia accettabile tranne che in prossimità del pozzo.



Per una falda libera, disponendo a stazionarietà raggiunta dei valori h1 e h2 del carico a
r1 e r2 risp., si ha per la portata Q (in m3/s):

Q = 2πrhK
dh

dr

Q

∫ r2

r1

dr

r
= 2πK

∫ h2

h1

hdh

Q ln

(
r2

r1

)
= πK(h2

2 − h2
1)

da cui infine:

K =
2.3Q log(r2/r1)

π(h2
2 − h2

1)



Per un acquifero confinato di spessore H si ha:

Q = 2πrHK
dh

dr

Q

∫ r2

r1

dr

r
= 2πHK

∫ h2

h1

dh

Q ln

(
r2

r1

)
= 2πHK(h2 − h1)

K =
2.3Q log(r2/r1)

2πH(h2 − h1)



2.8. Flusso in condizioni stazionarie

Nelle condizioni stazionarie in un volume piccino ∆x×∆y ×∆z di mezzo poroso saturo
l’acqua entrante è uguale all’acqua uscente, qualunque sia l’intervallo temporale e per
qualunque istante iniziale.

q
x

q
z
+Δq

z

q
z

q
x
+Δq

x

Δx
Δz

x

z

...oops, solo in due dimensioni, mi si perdoni!

Le quantità nette per il bilancio idrico sono ∆qx∆y∆z, ∆qy∆x∆z, ∆qz∆y∆z. La loro
somma divisa per ∆V deve annullarsi:

∆qx
∆x

+
∆qy
∆y

+
∆qz
∆z

= 0

In forma differenziale:
divq = 0



In considerazione della legge di Darcy:

∂

∂x

(
K
∂h

∂x

)
+

∂

∂y

(
K
∂h

∂y

)
+

∂

∂z

(
K
∂h

∂z

)
= 0

Per mezzi porosi omogenei e isotropi si ha:

∂2h

∂x2
+
∂2h

∂y2
+
∂2h

∂z2
= ∇2h = 0

nota come la equazione di Laplace, che per mezzi omogenei anisotropi (a condizione che
x, y, z coincidano con le direzioni principali di anisotropia) si specializza come segue:

Kx
∂2h

∂x2
+Ky

∂2h

∂y2
+Kz

∂2h

∂z2
= 0



2.8.1. Reti di flusso

2.8.2. Stream function

L’equazione della portata specifica per mezzi omogenei e isotropi:

q = −Kgradh

indica che nessun flusso d’acqua si manifesta lungo direzioni lungo le quali h non cam-
bia, perciò il flusso è dovunque perpendicolare alle linee aventi ugual potenziale (linee
equipotenziali).

Il flusso può anche essere descritto in termini di stream function ψ, definita come segue:

qx = −∂ψ
∂z

qz =
∂ψ

∂x

Differenziando:

dψ =
∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂z
dz = qzdx− qxdz

che è zero se dz/dx = qz/qx, significando che la direzione per la quale dψ = 0 è
precisamente la direzione di flusso. Questa linea è la stream line (linea di corrente).

Anche la stream function è regolata dalla equazione di Laplace: ∇2ψ = 0.

In una rete di flusso ci sono 2 gruppi di linee: le equipotenziali e le stream line mutualmente
ortogonali tra loro se il mezzo è isotropo.



2.8.3. Tubo di flusso

h1

h2
h3

ψ1

ψ2

ψ3

n

qA

B

h1z

x

Un tubo di flusso è un ’tubo’ di terreno tra due linee di corrente. L’acqua non attraversa
le linee di corrente, perciò la portata di acqua nel tubo è uniforme.



Il volume di acqua che attraversa un tubo di flusso è:

QAB =

∫ B

A

(q× n) ds =

∫ B

A

(qxnx + qznz) ds =

∫ B

A

−∂ψ
∂z

dz − ∂ψ

∂x
dx =∫ B

A

−dψ = ψA − ψB

Se il flusso si sviluppa in un dominio bidimensionale per un problema ben posto almeno due
contorni sono soggetti a condizione di Dirichlet (h fissato), mentre gli altri contorni sono
generalmente chiusi; le distribuzioni della pressione interstiziali e della portata specifica
possono essere valutate costruendo graficamente linee equipotenziali e linee di corrente.
Data (∆h)t come differenza di carico totale, Nd salti ∆h di potenziale e Ns tubi di flusso,
la Qi portata in un tubo i è:

Qi = ∆ψ = Ksi
∆h

li



    PI=wLwP
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Se si/l1 = 1 (rete di flusso a ’quadretti’), allora:

Q =

Ns∑
i=1

Qi = K(∆h)t
Ns

Nd



    PI=wLwP
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2

  h
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rete di flusso dietro ad una paratia

Per un (∆h)t di 5m (il livello dell’acqua dietro la paratia) la rete di flusso ha 9 salti di
potenziale (Nd = 9) e circa 4.1 tubi di flusso (Ns ' 4.1), quindi Q = K(∆h)tNs/Nd.
Per K=1E-04m/s, risulta Q (in m3/(ms), volume di acqua che attraversa una striscia
unitaria di terreno) uguale a 1E-04ms−1×5m×0.46=0.46E-04m3/(ms).



2.9. Flusso verticale verso l’alto

Dietro una paratia il flusso è verticale verso l’alto (esempio precedente). Se h è assunto
nullo alla base dello scavo (che funge da livello di riferimento) e hb è il carico idraulico
medio lungo la linea orizzontale passante alla base della paratia, la portata specifica media
tra base dello scavo e base della paratia q0 è quindi:

q0 = Ki = K
hb

l

essendo l la lunghezza di infissione della paratia. La pressione interstiziale pb, sempre al
livello della base della paratia, è:

pb = γw(l + hb) = γwl(1 + i)

La tensione totale è lineare con la profondità, ovvero γl in corrispondenza della base della
paratia, e la tensione efficace σ′vb allo stesso livello è (γ − γw)l − γwli. Il flusso verticale
verso l’alto produce una riduzione delle tensioni efficaci. Può essere che hb sia cos̀ı alto
che σ′vb risulti nullo, situazione corrispondente alla condizione critica, per la quale non
ci sono forze trasmesse tra le particelle e quindi non è disponibile alcuna resistenza; il
terreno assume tutte le caratteristiche di un liquido (liquefazione). Il gradiente i per il
quale questa situazione si manifesta è il gradiente critico.

icr =
γ − γw

γw
' 1



2.10. Flusso in condizioni transitorie

Il flusso è in queste condizioni associato alla deformazione della massa di terreno, perciò
per una buona comprensione si anticipano alcuni concetti riguardanti le relazioni tra gli
stati tensionali e quelli deformativi.

2.10.1. Relazioni tensioni-deformazioni (anticipazione)

x

z

uz
ux

uz+(∂uz/∂x)∆x

ux+(∂ux/∂x)∆xux+(∂ux/∂x)∆x∆x

∆z

uz+(∂uz/∂z)∆z

ux+(∂ux/∂z)∆z

...disgraziatamente in 2 dimensioni, sorry!



In ogni punto di un solido in equilibrio sotto forze e vincoli si definisce un vettore di
spostamenti u = {ux, uy, uz}, al quale corrispondono delle deformazioni.

Il rapporto tra la variazione di lunghezza (conseguenza degli spostamenti) di un elemento
inizialmente di estensione ∆x e la lunghezza ∆x è la deformazione εxx. In termini dif-
ferenziali:

εxx =
∂ux
∂x

e cos̀ı per y e z. Lo spostamento ux può aumentare in direzione z, e uz in direzione
x, perciò l’angolo in corrispondenza dello spigolo più basso a sinistra può diventare più
piccolo. Una metà di questa riduzione è denotata come la deformazione a taglio εxz:

εxz =
1

2

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

)
e cos̀ı per le combinazioni x− y,y − x,y − z,z − x,z − y, essendo in generale: εab = εba
quando a non è b.

Una forma tensoriale per lo stato deformativo è:

ε =

 εxx εxy εxz
εyx εyy εyz
εzx εzy εzz


Tutte le deformazioni sono assunte piccole (� 1).



Il volume di un elemento piccino può aumentare se aumentano la sua lunghezza, o
larghezza, o altezza. La deformazione volumetrica totale è la somma delle deformazioni
lungo le tre coordinate (negativa se di compressione):

εvol =
∆V

V
= εxx + εyy + εzz

Si definisce anche un tensore delle tensioni totali:

σ =

 σxx σxy σxz
σyx σyy σyz
σzx σzx σzz





In mezzi poroelastici, ovvero mezzi bi-fase come i terreni dove la fase solida (lo scheletro
solido) ha comportamento elastico, e isotropi, la relazione tra tensioni e deformazioni
include 3 parametri (2 indipendenti): il modulo di Young E, il modulo di taglio G e il
coefficiente di Poisson ν. Si ha:

εxx = − 1

E

[
σ′xx − ν(σ′yy + σ′zz)

]
εyy = − 1

E

[
σ′yy − ν(σ′xx + σ′zz)

]
εzz = − 1

E

[
σ′zz − ν(σ′xx + σ′yy)

]
εxy = − 1

2G
σxy

εxz = − 1

2G
σxz

εyz = − 1

2G
σyz

dove si considerano le tensioni efficaci e si appongono segni meno, diversamente che nella
meccanica dei continui convenzionale, conformemente alle convenzioni. I parametri E e
ν si menzionano come i parametri in condizioni drenate del materiale poroelastico.



Nella pratica ingegneristica si usa sovente γij = 2εij. Si usa anche il simbolo τij al posto
di σij per denotare le tensioni di taglio (o anche deviatoriche, vedi 4.1 e 5.1.4).



Data la tensione isotropa σ0, uguale a 1/3(σxx + σyy + σzz), si ha:

σ0 = −Kbεvol

essendo Kb il bulk modulus (modulo di compressione), uguale a:

Kb =
E

3(1− 2ν)

Inoltre:

G =
E

2(1 + ν)



2.10.2. L’equazione di immagazzinamento
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...di nuovo in due dimensioni, ma non dimenticate la terza!

In un volume V di terreno attorno P ad un dato istante t, compreso nell’intervallo t e
t+ ∆t, la differenza tra volume uscente e volume entrante di acqua è divqV∆t.

In condizioni transitorie vi è una variazione ∆Vw di volume d’acqua in V pari a:

∆Vw = Vw(t+ ∆t)− Vw(t)

Nell’ipotesi di compressibilità nulla dell’acqua, la differenza tra volume uscente e volume
entrante deve essere uguale al cambiamento di volume d’acqua:

divqV∆t = −∆Vw

Il segno meno implica che ad un flusso netto positivo corrisponde una riduzione di volume.



Se si considera non nulla la compressibilità β dell’acqua, ∆Vw comprende il cambio di
volume dovuto alla variazione di pressione ∆p, quindi:

divqV∆t+ nβ∆pV = −∆Vw

dove n è la porosità del terreno.

Se il terreno è saturo la variazione di volume d’acqua corrisponde una variazione di volume
di vuoti, quindi si manifesta una deformazione ∆V dello scheletro solido. Dividendo per
V :

∆Vw

V
=

∆V

V
= εvol

Si ha:

divq = −∆εvol

∆t

Per ∆t→ 0 si ottiene l’equazione risultante:

∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

+
∂qz
∂z

= −∂εvol

∂t

chiamata equazione di immagazzinamento. Essa esprime che il cambiamento di volume
di un mezzo poroso può essere generato solo da un volume netto di acqua uscente (o
entrante) dai (o nei) pori.



Reintroducendo la convenzione della geotecnica per le tensioni (tensioni compressive
positive) e nella ipotesi di terreno assimilabile a materiale elastico lineare, si ha: ∆εvol è
-σ′0/Kb, essendo σ′0 la tensione isotropa efficace:

σ′0 =
1

3

(
σ′xx + σ′yy + σ′zz

)
con Kb bulk modulus per lo scheletro di terreno.

La tensione isotropa efficace è σ0−p; se la tensione totale si mantiene costante nel tempo
si ha dσ0 = dσ′0 + dp = 0, da cui ancora dσ′0 = −dp. Quindi:

∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

+
∂qz
∂z

= − 1

Kb

∂p

∂t

Dato che ∂p/∂t = γw∂h/∂t e applicando Darcy l’equazione precedente diventa:

K

(
∂2h

∂x2
+
∂2h

∂y2
+
∂2h

∂z2

)
= S

∂h

∂t

dove S = γw/Kb è il coefficiente di immagazzinamento.



2.11. Flusso di fluido e compressione monodimensionali

Nel caso di flusso e compressione entrambi in direzione verticale z l’equazione di im-
magazzinamento si riduce a:

∂εzz
∂t

= −∂qz
∂z

La portata specifica risulta essere:

qz = −K
(

1

γw

∂p

∂z
+
∂ζ

∂z

)
Ne consegue:

∂εzz
∂t

=
K

γw

∂2p

∂z2

L’ equazione contiene due variabili, la deformazione volumetrica εvol = εzz e la pressione
del fluido p. L’altra equazione riferisce alla deformazione del terreno.

Un caso speciale di flusso e compressioni (verticali) mono-dimensionali è la evoluzione
dei cedimenti di un strato di argilla soffice sotto un rilevato o sotto una fondazione. Il
terreno deformerà con il tempo a seguito della riduzione dell’indice dei vuoti; si dice che
esso consolidi.



3. Consolidazione

Quando l’area di carico di una fondazione o di un rilevato è grande se confrontata allo
spessore dello strato di argilla sottostante, la distribuzione della tensione sullo strato
stesso può ritenersi in pratica uniforme e pari a f , e si incorre di nuovo nelle condizioni
di compressione monodimensionale, con una progressiva riduzione del volume di vuoti e
associata deformazione verticale. Questa riduzione si manifesta in concomitanza con il
drenaggio di acqua dal terreno soffice.

Le deformazioni laterali sono nulle e vale quanto segue:

εvol = εzz = −(1 + ν)(1− 2ν)

E(1− ν)
σ′zz

o:

εzz = − σ′zz
Kb + 4

3G

Si introduce il coefficiente di compressibilità volumetrica mv, tale che :

εzz = −mvσ
′
zz = −mv(σzz − p)



Considerando la compressibilità dell’acqua, l’equazione di immagazzinamento diventa:

∂εzz
∂t

= −nβ∂p
∂t
− ∂qz
∂z

Assumendo l’applicazione del carico f instantanea a t = t0, e integrando tra t0 e t0 + ∆t,
con ∆t piccolo, si ha:

εzz = −nβ∆p−
∫ t0+∆t

t0

∂qz
∂z

dt

L’integrale rappresenta la quota di acqua che fluisce attraverso il terreno nell’intervallo di
tempo ∆t; operando il limite per ∆t→ 0 l’integrale si annulla, da cui:

εzz = −nβ∆p

ma, dato che la deformazione volumetrica è −mv(∆σzz −∆p) si ha:

∆p(t = t0) = pe0 =
∆σzz

1 + nβ/mv
=

f

1 + nβ/mv

essendo appunto ∆σzz = f . Il termine pe denota la pressione interstiziale in eccesso (o
sovrapressione), rispetto al valore in sito.



Se l’acqua è considerata completamente incompressibile l’ultima equazione si riduce a:

∆p = ∆σzz = f

cioè a dire l’eccesso iniziale di pressione interstiziale eguaglia il carico applicato f .
In caso di fluido incompressibile non si manifesta una immediata variazione di volume e non
si ha deformazione né cedimento. Dato il confinamento laterale e l’acqua incompressibile,
l’intero carico è inizialmente sostenuto dall’acqua dei pori e la tensione efficace non muta
rispetto al valore prima del caricamento

Nel caso tridimensionale, ci può essere una deformazione laterale con annesso cedimento
immediato, pur rimanendo il volume per effetto della piccola, praticamente nulla, com-
pressibilità dell’acqua (sola distorsione).

Una volta che il carico della struttura è applicato, per gli istanti di tempo successivi σzz
non cambia, si ha quindi:

dσ′zz = dσzz − dp = −dp

La pressione interstiziale p(z, t) può comporsi della pressione in sito pi(z) e dell’eccesso
pe(z, t). Si ha:

∂εzz
∂t

= −mv
∂σ′zz
∂t

= mv
∂p

∂t
= mv

∂pi + pe

∂t
= mv

∂pe

∂t

Per la derivata seconda di p rispetto a z si ha: ∂2p
∂z2 =

∂2pi
∂z2 +

∂2pe
∂z2 , con il primo termine

che si azzera solo se si è in condizioni iniziali idrostatiche (pi = phydr).



Si ha infine:

mv
∂pe

∂t
=
K

γw

∂2pe

∂z2

o:
∂pe

∂t
= cv

∂2pe

∂z2

con cv coefficiente di consolidazione:

cv =
K

γwmv

eventualmente perfezionato considerando non nulla la compressibilità dell’acqua:

cv =
K

γw(mv + nβ)

L’equazione differenziale è ben nota nelle scienze fisiche come equazione della diffusione.
In geotecnica si menziona come equazione della consolidazione di Terzaghi.

Per consolidazione si intende un processo di deformazione differito nel tempo, dove le
tensioni efficaci che attuano la deformazione aumentano progressivamente con il ridursi
dell’eccesso di pressione interstiziale. Si ricorre alla nota analogia di Terzaghi per illustrare
meglio il fenomeno.



Dh=pe /gw
t=t1>t0

t=t2>t1

carico per area unitaria f

         Dh
max
=pe0 /gw=f /gw

Consol i dat i
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pressione interstiziale
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p
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3.1. Condizioni iniziali e al contorno

Se gli strati al tetto e alla base drenano acqua dallo strato di argilla il sistema simmetrico
rispetto alla linea di mezzeria dello strato di spessore 2h. Collocando l’origine dell’asse z
in corrispondenza di questa linea il dominio di soluzione è compreso tra 0 e h.

Le condizioni al contorno sono:

pe = 0 z = h

z = 0
∂pe

∂z
= 0

l’ultima condizione indicante flusso nullo (le particelle d’acqua non oltrepassano la mezze-
ria).

La condizione iniziale è pe = pe0 = f per t = 0.



3.2. Soluzione analitica

Terzaghi propose la seguente soluzione normalizzata della equazione:

pe

pe0
(Z, Tv) =

4

π

∞∑
j=1+

(−1)(j−1)

2j − 1
cos

[
(2j − 1)πZ

2

]
exp

[
−(2j − 1)2π2Tv

4

]
dove Tv è il fattore tempo, uguale a cvt/h

2, e Z è uguale a z/h.

U(z)=1(p/p0)

Z

1.0

Z0.5

0.0

0.5

1.0



Dato che le funzioni esponenziali contengono un (2j − 1)2, ovvero fattori 1, 9, 16, . . . ,
tutti i termini successivi possono essere trascurati se il primo termine è piccolo, perciò per
grandi valori di Tv (� 0.1) la serie può essere limitata al primo termine:

pe

pe0
(Z, Tv) ≈ 4

π
cos

(
πZ

2

)
exp

(
−π

2Tv

4

)



3.3. Calcolo del cedimento di consolidazione

La deformazione verticale ad ogni istante è data da:

εzz = −mv(∆σzz − pe)

La deformazione totale del semi-strato risulta essere:

∆h =

∫ h

0

εzzdz = −mvhf +mv

∫ h

0

pedz

Il primo termine della parte a destra è il cedimento finale ∆h∞, che può essere raggiunto
quando tutte le pressioni interstiziali si sono ridotte a zero. Il cedimento finale dello strato
η∞ è pari a 2∆h∞.

Si definisce il grado di consolidazione medio:

Um =
∆h

∆h∞
variabile tra 0 (per t = 0) e 1 (per t = ∞), indicante l’avanzamento del processo di
consolidazione. Risulta uguale a:

Um =
1

h

∫ h

0

pe0 − pe

pe0
dz =

1

h

∫ h

0

Uz(z)dz

dove il grado locale di consolidazione Uz(z) è uguale a 1− (pe/pe0). Ne consegue:

Um = 1− 8

π2

∞∑
j=1

1

(2j − 1)2
exp

[
−(2j − 1)2π

2

4
Tv

]



U

Tv

0

0.5

1.0
1 100.10.010.001

Nella pratica per ottenere i valori di Um si ricorre alla rappresentazione della funzione in
un piano semi-logaritmico.

Il processo di consolidazione richiede un tempo infinito per il completamento. In pratica,
99% della deformazione totale si raggiunge quando Tv è 1.78, o approssimativamente 2.
Questo implica che:

t99% =
2h2

cv
=

2h2mvγw

K

Il processo di consolidazione richiede tempi più lunghi quanto più la conduttività idraulica
è piccola, o quanto più la compressibilità è grande.



La durata del processo di consolidazione può essere considerevolmente ridotto se si riduce
la lunghezza di drenaggio h. Per esempio se uno strato 10m spesso di argilla avente K
uguale a 10−9m/s sotto un carico di 50 kPa ha un cedimento di 20 cm il valore di mv è
0.0004m2/kN, cv è 0.25×10−6m2/s e il tempo di consolidazione t99% è 2×108s≈6anni.

In un caso del genere, per accelerare il processo di consolidazione, si possono
istallare un certo numero di dreni verticali costituiti da materiale con buone
capacità filtranti. Se si dispongono i dreni secondo una griglia con interassi di
1.60m, la lunghezza di drenaggio diventa 6 volte più piccola (0.80m piuttosto che
5m). Se si assume che la conduttività orizzontale sia uguale a quella verticale,
la durata del processo di consolidazione risulta 36 volte più corta, e cioè circa 2
mesi.

Al fine di analizzare l’evoluzione del processo di consolidazione è indispensabile definire
cv e mv. Si può allo scopo utilizzare una particolare attrezzatura, nota come edometro,
nella quale si simula il processo di consolidazione monodimensionale.



3.4. Edometro

Un campione cilindrico di terreno è alloggiato in un anello rigido di metallo e caricato
attraverso una piastra porosa in cima. L’attrezzatura è normalmente posta in contenitore
riempito di acqua. Attraverso le piastre porose alla base e alla sommità l’acqua dei pori
può drenare. Il carico si applica normalmente usando un peso sulla piastra porosa e lo si
aumenta per passi.



Ogni passo di carico dura sufficientemente perché si completi il processo di consolidazione.
Si ottengono una curva deformazione-tempo e un valore di cv per passo di carico. Alla
fine di ogni passo di carico si ha σ′v = σv (da questo punto in poi si userà ’v’ invece di zz
come pedice).

I risultati della prova sono normalmente descritti dalla formula logaritmica di Terzaghi :

εzz = − 1

C
ln

(
σ′v
σ′v0

)
= − 1

C10
log

(
σ′v
σ′v0

)
dove σ′v0 è la tensione iniziale verticale e C è la costante di compressione (C10 = C/2.3).
Essa assume valori tra 50 e 500 per sabbie e tra 10 a 100 per le argille.

0 0.01 0.010
1

10 10

100100

1 ε ε

 σ/σ1  σ/σ1

Quando si carica il terreno e poi lo si sottopone a scarico si ottiene nel piano semi-
logaritmico durante la fase di scarico una linea dritta. La rigidezza nella fase di scarico è
molto maggiore, secondo un fattore di circa 10.



Quando un terreno è caricato sotto la pressione di preconsolidazione la relazione tensione-
deformazione può essere descritta da una formula logaritmica usando un coefficiente A
piuttosto che C (A 10 volte C).

I risultati di una prova di compressione confinata può essere anche descritta diagrammando
l’indice dei vuoti e contro la tensione verticale:

e0 − e = Cc log(
σ′v
σ′1

)

dove e0 è l’indice dei vuoti per la tensione iniziale σ′v0 e Cc è l’indice di compressione, tale
che:

1

C10
=

Cc

1 + e0



Diagrammi e-σ′v all’edometro

La massima tensione efficace verticale che ha agito sul terreno in passato è nota come
tensione di preconsolidazione (o pressione) pc.



3.4.1. Effetto della storia geologica

Un terreno argilloso di deposizione recente (A) con un indice dei vuoti iniziale elevato
pari a e0 può durante la sua storia geologica subire una riduzione dello stesso a seguito
dell’aumento di tensione efficace (compattazione gravitazionale), dovuto alla deposizione
di altri sedimenti. Il punto rappresentativo si muove da A a B e, successivamente a C,
lungo la curva nota come curva di compressione normale.



Un elemento di terreno si definisce normalmente consolidato (NC) se nella su storia geo-
logica non sia mai stato sottoposto a tensioni verticali efficaci più grandi che la tensione
efficace attuale in sito.

Buona parte dei depositi naturali di terreno, dopo deposizione e compattazione grav-
itazionale, sono stati sottoposti a erosione, corrispondente a una riduzione di tensioni
efficaci (da C a D). Scaricando da C a D ci si manifesta una deformazione irreversibile (o
deformazione plastica) (BD è la deformazione verticale irrecuperabile).

Un terreno è sovra-consolidato se è attualmente soggetto in sito ad una tensione efficace
più bassa della massima tensione efficace subita nel passato. Il rapporto di sovraconsoli-
dazione è pari a:

OCR =
pc

σ′v0

dove σ′v0 è da intendersi in questo caso come la tensione efficace verticale in sito.

Le argille sovra-consolidate manifestano generalmente cedimenti contenuti.



3.4.2. Metodo per definire la pressione di preconsolidazione pc

• nel diagramma e− log σ′v si definisce il punto di massima curvatura;

• si traccia la linea AB bisettrice dell’angolo tra la linea orizzontale e la linea tangente
per A;

• si trova l’intersezione di tale linea con la linea di normal-consolidazione; il valore di
intersezione pc è la pressione di preconsolidazione.

   
   

   
   

   
 v

oi
d 

in
d e

x 
e

    pc    vertical effective stress



3.4.3. Valori iniziali e finali

La definizione dei cedimenti del campione è difficile per quanto segue:

• All’istante di applicazione del carico il trasduttore si muove rapidamente operando un
salto ed è difficile decidere quale sia il valore dell’altezza del provino all’esatto istante
di applicazione del carico.

• La deformazione procede anche quando tutta la sovrappressione dell’acqua è stata
completamente dissipata (consolidazione secondaria dovuta al cosiddetto creep).



       t1/4  t1                             logt     
                       
       t1/4  t1                             logt     
                       

H
U=0%

U=100%

ee

c

d

e

f

a

a

Per la correzione della curva si adottano i seguenti metodi:

Il valore corrispondente a U = 100 si trova come intersezione tra la tangente all’inflessione
della curva edometrica e la tangente della parte finale della curva associata al creep.

Per stimare il cedimento quando U=0, si seleziona un tempo t1 inferiore a metà del tempo
richiesto per la completa consolidazione. La differenza tra U(t1/4) e U(t1) è riportata
sopra al punto t1/4;U(t1/4). Il valore corrispondente è la altezza del provino a U = 0.



3.4.4. Esercizio

Un di provino di argilla satura è soggetto ad una prova edometrica. I risultati sono riportati
su di un diagramma e− σ′v.

e

σ'v[kg/cm2]

1.11.10

1.00

0.90

0.80

0.70

0 5 10 15 20 25 30

σ′
v[kg/cm2] e[-]

0.00 1.107
0.52 1.046
1.04 1.019
2.60 0.971
5.20 0.909

10.40 0.815
20.80 0.716
10.40 0.724
2.60 0.749
0.10 0.827



Per un carico di 5.2kg/cm2 è nota la evoluzione con il tempo dell’altezza H del provino.

σ'v=5.2kg/cm2

time

H[cm]

   10    20  30    1'     2'      4'      8'     15'   30'    1h    2h    4h                  24h  

48s

1.86

1.85

1.84

1.83

1.82

1.81

1.847

U=100%

U=0%

a

a

Definire il coefficiente di compressibilità volumetrica mv tra 5÷5.5kg/cm2, l’indice
di compressione Cc, coefficiente di consolidazione cv e la conduttività idraulica K per
5.2kg/cm2.

soluzione

Dato che:

εzz =
∆e

1 + e0



ne consegue:

mv = − εzz
∆σ′zz

=
0.916− 0.905

(5.5− 5.0)kg/cm2(1 + 0.916)
= 0.01148cm2/kg

Per Cc si considerano i dati finali della linea di normal-consolidazione:

Cc =
∆e

∆ log σ′zz
=

0.815− 0.716

log 20.8− log 10.4
= 0.329

Per cv quando σ′zz è uguale a 5.2kg/cm2 si ha Tv uguale a 0.197 per U=0.5. L’altezza
del provino quando U=0.5 è 1.847cm ed il tempo corrispondente è 48s (t50). Quindi per
metà spessore del provino (h) si ha:

cv =
Tvh

2

t50
=

0.197× 0.9242cm2

48s
= 3.5× 10−3cm2/s

Per la conduttività idraulica si ha K = cvγwmv = 4× 10−8cm/s.



3.4.5. Esercizio

Definire il cedimento (dovuto alla argilla compressibile) sotto la fondazione.

1.5kg/cm2

water table

SAND γa.w.t=1.7t/m3, γb.w.t.=1.92t/m3

CLAY γ=1.7t/m3, w=44%, Gs=2.7, Cc=0.4

SAND

12×18m2

12m

4m

4m2m

Soluzione

La riduzione di altezza (cedimento η) dello strato di argilla di spessore 2h risulta essere:

η =
Cc∆(log σ′v)(2h)

1 + e0



La tensione efficace verticale nella mezzeria dello strato di argilla varia dal valore iniziale
σ′v0 al valore σ′v0 + ∆σ′v alla fine del processo di consolidazione. Si ha: σ′v = 1.7 × 4 +
0.92× 8 + 0.76× 2=15.7t/m2

Il carico netto della fondazione è 15-1.7×2=11.6t/m2. Assumendo una diffusione del
carico con un angolo di 30◦, l’area di carico è (12+2×12tan30◦)×(18+2×12tan30◦)=823m2.
La variazione di tensione efficace è 11.6×216/823=3.04t/m2.

Dato che e0 = wGs=0.44×2.7=1.19, ne consegue:

η =
0.4

1 + 0.19
400cm× log10

15.7 + 3.04

15.7
= 5.5cm

Essendo cv uguale a 1×10−4cm2/s, definire quanto tempo è richiesto per conseguire il
20% del cedimento finale.

Per U=20% Tv è uguale a 0.031, perciò :

t20 =
Tvd

2

cv
=

0.031× 2002

1× 10−4
= 12.4× 106s

ovvero 143 giorni.



4. Resistenza a taglio

È ragionevole assumere che la rottura a taglio di un terreno si manifesti quando lungo
un piano la tensione di taglio raggiunga un valore eccessivo. La soglia è funzione della
tensione normale agente sullo stesso piano.

Chapter 20

SHEAR STRENGTH

Figure 20.1: Landslide Hekseberg.

As mentioned before, one of the main characteristics of soils is that the
shear deformations increase progressively when the shear stresses increase,
and that for sufficiently large shear stresses the soil may eventually fail. In
nature, or in engineering practice, dams, dikes, or embankments for railroads
or highways may fail by part of the soil mass sliding over the soil below it.
As an example, Figure 20.1 shows the failure of a gentle slope in Norway,
in a clay soil. It appears that the strength of the soil was not sufficient
to carry the weight of the soil layers above it. In many cases a very small
cause, such as a small local excavation, may be the cause of a large landslide.
Other important effects may be the load on the structure, such as the water
pressure against a dam or a dike, or the groundwater level in the dam.

In this chapter the states of stresses causing such failures of the soil are
described. In later chapters the laboratory tests to determine the shear
strength of soils will be presented.

20.1 Coulomb

It seems reasonable to assume that a sliding failure of a soil will occur if on a certain plane the shear stress is too large, compared to the normal
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Figure 20.2: Block on slope.

stress. On other planes the shear stress is sufficiently small compared to the normal stress
to prevent sliding failure. It may be illustrative to compare the analogous situation of a
rigid block on a slope, see Figure 20.2. Equilibrium of forces shows that the shear force
in the plane of the slope is T = W sinα and that the normal force acting on the slope
is N = W cosα, where W is the weight of the block. The ratio of shear force to normal
force is T/N = tanα. As long as this is smaller than a certain critical value, the friction
coefficient f , the block will remain in equilibrium. However, if the slope angle α becomes
so large that tanα = f , the block will slide down the slope. On steeper slopes the block
can never be in equilibrium.
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L’analogia con un blocco nella condizione di scivolare su di un piano inclinato suggerisce
una relazione (textbfcriterio di rottura) tra la tensione di taglio a rottura τf e la tensione
efficace normale σ′n su un piano di normale n:

τf = c′ + σ′n tanφ′

con c′ coesione (efficace) e φ′ è l’angolo d’attrito (efficace) del terreno. Quindi, un sistema
di carichi esterni applicati a una massa di terreno induce le condizioni di rottura in un



punto quando lungo un piano per il punto si realizza una combinazione critica di tensione
di taglio e tensione normale efficace sul piano stesso, espressa dal criterio di rottura.

Per analizzare meglio tali condizioni di rottura è conveniente rappresentare graficamente
lo stato tensionale. Si usa a questo scopo il cerchio di Mohr. Il criterio di rottura è noto
come criterio di rottura Mohr-Coulomb.



4.1. Il cerchio di Mohr120 A. VERRUIJT, SOIL MECHANICS : 20. SHEAR STRENGTH
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Figure 20.3: Stresses on a rotated plane.

The stress components σyy and σyx, acting upon a plane having
its normal in the y-direction, can be found by considering equi-
librium of a small triangular wedge, formed by a plane perpen-
dicular to the y-direction and a vertical and a horizontal plane,
see the small triangle in the lower right part of Figure 20.3.
Equilibrium in y-direction gives

σyy = σ1 cos
2 α+ σ3 sin

2 α. (20.4)

Equilibrium in x-direction gives

σyx = σ1 sinα cosα− σ3 sinα cosα. (20.5)

Comparison of (20.5) and (20.3) shows that σxy = σyx, which
is in agreement with equilibrium of moments of the element in
the lower left part of Figure 20.3.

It should be noted that the transformation formulas for ro-
tation of a plane all contain two factors sinα or cosα. This
is a characteristic property of quantities such as stresses and
strains, which are second order tensors. Unlike a vector (some-
times denoted as a first order tensor), which can be described
by a magnitude and a single direction, a (second order) tensor
refers to two directions: in this case the direction of the plane

on which the stresses are acting, and the direction of the stress vector on that plane. In the equations of equilibrium this is seen in the appearance
of a factor cosα or sinα because of taking the component of a force in x- or y-direction, but another such factor appears because of the size of
the area on which the stress component is acting.

Using the trigonometric formulas
sin 2α = 2 sinα cosα, (20.6)

cos 2α = cos2 α− sin2 α = 2 cos2 α− 1 = 1− 2 sin2 α, (20.7)

the transformation formulas can be expressed in 2α,

σxx = 1
2 (σ1 + σ3)− 1

2 (σ1 − σ3) cos 2α, (20.8)

σyy = 1
2 (σ1 + σ3) +

1
2 (σ1 − σ3) cos 2α, (20.9)

σxy = σyx = 1
2 (σ1 − σ3) sin 2α. (20.10)

Analizzando l’equilibrio dei triangoli si ha per il primo triangolo:

σxx = σ1 sin2 α + σ3 cos2 α

σxy = σ1 sinα cosα− σ3 sinα cosα

e per il secondo triangolo:
σyy = σ1 cos2 α + σ3 sin2 α

σyx = σ1 sinα cosα− σ3 sinα cosα



Giocando con la trigonometria, dato che:

cos2 α = cos2 α− sin2 α = 1− 2 sin2 α

sin 2α = 2 sinα cosα

si ha:

σxx =
1

2
(σ1 + σ3)−

1

2
(σ1 − σ3) cos 2α

σyy =
1

2
(σ1 + σ3) +

1

2
(σ1 − σ3) cos 2α

σxy = σyx =
1

2
(σ1 − σ3) sin 2α

La presenza di cos e sin nella formula di trasformazione è tipica di quantità come le
tensioni caratterizzate da tensori del secondo ordine.



Ancora con tensioni (e deformazioni)!

Il tensore delle tensioni σij può essere espresso come la somma di due altri tensori
di tensione:

• il tensore idrostatico delle tensioni σ0, la cui variazione produce una variazione
di volume in un solido elastico;

• una componente deviatorica nota come il tensore delle tensioni deviatoriche,
τij il quale produce distorsione

τ11 τ12 τ13

τ21 τ22 τ23

τ31 τ32 τ33

 =

σ11 − σ0 σ12 σ13

σ21 σ22 − σ0 σ23

σ31 σ32 σ33 − σ0


In coordinate cilindriche la tensione deviatorica τ11 è uguale a (2/3)(σ1 − σ3).

La tensione di taglio ottaedrica è definita come:

τoct =
1

3

[
(σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ3 − σ1)

2
]1/2

che in coordinate cilindriche è (
√

2/3)(σ1 − σ3).

q′ non coincide con la tensione deviatorica né con la tensione ottaedrica, piuttosto è una
differenza tra le tensione principali, mentre p′ coincide con la tensione isotropa σ′0.
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Figure 20.4: Mohr’s circle.

The stress components on planes with different orientations can be
represented graphically using Mohr’s circle, see Figure 20.4. A simple
form of Mohr’s diagram occurs if it the positive normal stresses σxx

and σyy are plotted towards the right on the horizontal axis, that a
positive shear stress σxy is plotted vertically downward, and that a
positive shear stress σyx is plotted vertically upward.

The circle is constructed by first indicating distances corresponding
to σ1 and σ3 on the horizontal axis. These two points define a circle,
with its center on the horizontal axis, at a distance 1

2 (σ1 + σ3) from
the origin. The radius of the circle is 1

2 (σ1 − σ3). These happen to
be the two values appearing in the formulas (20.8) – (20.10). If in the
center of the circle an angle of magnitude 2α is measured, it follows
that the point A on the circle has the coordinates σxx and σxy. The
point B, on the opposite side on the circle, has coordinates σyy en
σyx. It should be noted that this is true only if on the vertical axis
σxy is considered positive in downward direction, and σyx is considered
positive in upward direction. The formulas (20.8), (20.9) and (20.10)
now all are represented by the graphical construction.

Because an inscribed angle on a certain arc is just one half of the
central angle, it follows that point B can also be found by drawing a
line at an angle α from the leftmost point of the circle, and intersecting

that line with the circle. In the same way the point A can be found by drawing a line from the same point perpendicular to the previous line.

The point A, which defines the stress components on a plane with its normal in the x-direction, can also be found by drawing a line from
the rightmost point of the circle in the direction of the x-axis. Similarly, the point B, which defines the stress components on a plane with its
normal in the y-direction, can be found by drawing a line from that point in the direction of the y-axis, see Figure 20.3. The rightmost point
of the circle is therefore sometimes denoted as the pole of the circle. Drawing lines in the directions of two perpendicular axes x and y will lead
to two opposite intersection points on the circle, which define the values of the stress components in these two directions. If the axes rotate, i.e.
when α increases, these intersection points travel along the circle.

For α = 0 the x-axis coincides with the direction of σ3, and the y-axis coincides with the direction of σ1. The point A then is located in the
leftmost point of the circle, and the point B in the rightmost point. If the angle α now increases from 0 to 1

2π the two stress points A and B
travel along the circle, in a half circle. When α = 1

2π point A arrives in the rightmost point and point B arrives in the leftmost point. Then
the x-axis points vertically upward, and the y-axis points horizontally towards the left. If α varies from 0 to π the stress points travel along the
entire circle.

Non dimenticare le convenzioni: le tensioni normali positive se compressive, la tensione di
taglio positiva se agisce nel verso opposto alla coordinata alla quale si riferisce.

Il pedice ij significa che la tensione agisce su di un piano la cui normale è parallela a xi
e agente lungo la xj.
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20.3 Mohr-Coulomb

A point of Mohr’s circle defines the normal stress and the shear stress on a certain plane. The stresses on all planes together form the circle,
because when the plane rotates the stress points traverse the circle. It appears that the ratio of shear stress to normal stress varies along
the circle, i.e. this ratio is different for different planes. It is possible that for certain planes the failure criterion (20.1) is satisfied. In
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Figure 20.5: Mohr–Coulomb failure criterion.

Figure 20.5 this failure criterion has also been indicated,
in the form of two straight lines, making an angle φ with
the horizontal axis. Their intersections with the vertical
axis is at distances c. In order to underline that failure of
a soil is determined by the effective stresses, the stresses
in this figure have been indicated as σ′. There are two
planes, defined by the points C and D in Figure 20.5,
in which the stress state is critical. On all other planes
the shear stress remains below the critical value. Thus it
can be conjectured that failure will start to occur when-
ever Mohr’s circle just touches the Coulomb envelope.
This is called the Mohr-Coulomb failure criterion. If the
stress circle is completely within the envelope no failure
will occur, because on all planes the shear stress remains
well below the critical value, as given by equation (20.1).
Circles partly outside the envelope are impossible, as the
shear stress on some planes would be larger than the crit-
ical value.

When the circle just touches the envelope there are
two planes, making angles 1

4π − 1
2φ with the direction

of the major principal stress, on which the stresses are
critical. Sliding failure may occur on these planes. It can
be expected that the soil may slide in the directions of

these two critical planes. In the case represented by the figures in this chapter, in which it is assumed that the vertical direction is the direction
of the major principal stress, see Figure 20.3, the planes on which the stresses are most critical make an angle 1

4π− 1
2φ with the vertical direction.

Thus it can be expected that sliding failure will occur in planes that are somewhat steeper than 45◦. If for instance φ = 30◦, which is a normal
value for sands, failure will occur by sliding along planes that make an angle of 30◦ with the vertical direction.

Se un cerchio risulta tangente al criterio di rottura ci sono 2 piani (1
4π − 1

2φ
′ rispetto alla

direzione della massima tensione principale) lungo la quale lo stato tensionale è critico
(piani di rottura).

Una espressione alternativa del criterio di Mohr-Coulomb si scrive come segue:

σ′1 = σ′3
1 + sinφ′

1− sinφ′
+ 2c

cosφ′

1− sinφ′



4.2. Prova triassiale

rubber sealing 
ring

porous disc

pore pressure
measurement
and drainage

valve valve
cell pressure
measurement

protective membrane

soil specimen

perspex cylinder

loading cap

loading piston 

load

La rottura di un provino di terreno sotto azione tagliante si analizzerebbe più propriamente
sottoponendo un provino a pura distorsione, a volume costante, tuttavia è molto più
semplice effettuare una prova nella quale la tensione laterale sia tenuta costante. La prova
triassiale (TRX) ha queste caratteristiche e la si effettua nella apparecchiatura triassiale.

Un campione (di area A) è caricato lateralmente (e verticalmente) dalla pressione di cella
σc e dalla forza verticale F della barra di acciaio, che è spinta giù a velocità costante da
un motore elettrico, cosicché la velocità di deformazione verticale è costante, mentre la
forza sul campione aumenta gradualmente.



Dopo qualche tempo la forza verticale raggiunge un massimo e rimane successivamente
costante, o mostra qualche piccolo aumento supplementare, o diminuisce in qualche modo.
In corrispondenza di questo valore massimo il campione è in condizioni di rottura.

Le tensioni laterali sono:
σxx = σyy = σc

e la tensione verticale risulta essere:

σzz = σc + F/A

con σ1 = σzz, σxx = σyy = σ2 = σ3.

Le tensioni sono assunte essere uniformemente distribuite. Ciò vale solo se il campione è
omogeneo. Inoltre, non devono sorgere tensioni di taglio sulle superfici inferiore e superiore
del provino.

Per esempio, un campione di sabbia secca anidra (tensioni efficaci coincidenti con le
tensioni totali) può essere sottoposto a diverse prove a differenti valori di pressionr di
cella; con i cerchi in condizioni di rottura si può definire il criterio Mohr-Coulomb e i valori
c′ e φ′. Due prove sono sufficienti, tre sono suggerite per accuratezza.

Secondo il criterio di Mohr-Coulomb i piani critici formano angoli di π/4 − φ′/2 con la
direzione verticale nel provino; una discontinuità si genera lungo uno di quei piani, anche
se frequentemente non è chiaramente delineata. Non è consigliabile pertanto determinare
φ′ misurando l’angolo della discontinuità.



4.2.1. Prove con l’apparecchiatura TRX

• Non Consolidata Non Drenata (UU)

Il provino è soggetto alla pressione di cella, si applica rapidamente la differenza delle
tensioni principali. Si previene il drenaggio (valvola chiusa) in entrambe le fasi della
prova.

• Consolidata Non Drenata (CU)

Il drenaggio del campione è consentito sotto la pressione di cella fino alla completa
consolidazione, mentre la differenza delle tensioni principali è applicata senza consen-
tire il drenaggio e misurando possibilmente la pressione interstiziale.

• Consolidata Drenata (CD)

Il drenaggio del campione è consentito sia sotto la pressione di cella fino alla completa
consolidazione che nella seconda fase, nella quale si applica il carico della barra ad
una velocità sufficientemente bassa da mantenere l’eccesso di pressione a zero.

Risulta importante la velocità alla quale si applicano le variazioni di tensione totale rispetto
alla velocità di dissipazione dell’eccesso di pressioni interstiziali. Le condizioni non drenate
sussistono se non vi è dissipazione rapida delle pressioni interstiziali dopo applicazione
delle variazioni di tensione totale (argille). Le condizioni drenate si hanno invece quando
l’eccesso di pressione interstiziale si è azzerata (argille se la consolidazione è completa,
sabbie).



4.3. Resistenza a taglio di terreni sabbiosi

Solo la resistenza in condizioni drenate è rilevante per le sabbie. Sabbie sature e secche
si comportano nello stesso modo.



In una sabbia densa vi è un considerevole grado di mutuo incastro tra le particelle.
Per conseguire la rottura tale incastro mutuo deve essere vinto in aggiunta alla
resistenza frizionale ai contatti. Esso è più pronunciato per sabbie molto dense
e ben gradate. Si manifesta una tensione di picco a deformazioni relativamente
basse e in seguito, con l’effetto del mutuo incastro sempre meno pronunciato, la
tensione si riduce progressivamente all’aumentare della deformazione impressa.
Con la riduzione del mutuo incastro si produce un aumento nel volume del provino
(dilatanza).
Verso il termine della prova la sabbia del provino diventa sciolta e le particelle
in queste condizioni possono muoversi reciprocamente senza ulteriore cambio di
volume e la tensione di taglio raggiunge un valore limite.



4.3.1. Dilatanza (sabbie)

dense  structure 
with interlocking loose structure

Il termine dilatanza è usato per descrivere l’aumento in volume di un terreno denso du-
rante il taglio. Il piano di taglio è macroscopicamente orizzontale ma lo scivolamento tra
particelle individuali ha luogo lungo numerosissimi piani microscopici inclinati a vari angoli
rispetto all’orizzontale. L’angolo di dilatanza rappresenta un valore medio di questi angoli.
Per una sabbia densa il massimo angolo di resistenza a taglio φ′p è significativamente più
grande del vero angolo di attrito φ′b tra le superfici delle particelle singole, la rappresen-
tando la differenza il lavoro richiesto per vincere l’incastro e per la riorganizzazione dello
scheletro delle particelle.

Nel caso di sabbie inizialmente sciolte non vi è un incastro mutuo da vincere e la tensione
di taglio aumenta gradualmente fino ad un valore ultimo senza che si manifesti un picco,
con una associata riduzione di volume.



dense

dense
loose

loose

dense

ecv

e

γ

I valori ultimi di tensione e indice dei vuoti per provini di sabbie dense e sciolte sotto
lo stesso valore di tensione normale sono essenzialmente simili. Perciò allo stato ultimo,
l’azione tagliante si sviluppa a volume constante, l’angolo corrispondente di resistenza a
taglio denotato come φ′r (residuo). La differenza tra φ′r e φ′b è il lavoro richiesto per la
riorganizzazione dello scheletro delle particelle.

Tip: I valori d’angolo di attrito dipendono anche dal tipo di sabbia, sabbie
angolari, cioè sabbie con molti angoli acuti posseggono normalmente un angolo
di attrito superiore a quello pertinente a sabbie con particelle tondeggianti.



4.4. Resistenza a taglio di terreni argillosi

4.4.1. Prove UU e resistenza a taglio non drenata

In una prova UU l’indice dei vuoti del provino non si modifica durante la prova e corrisponde
all’indice dei vuoti dello stesso terreno alla profondità di campionamento. La pressione
interstiziale iniziale è negativa a causa della tensione capillare che si genera nel provino,
con le tensioni totali zero e le tensioni efficaci positive. Dopo l’applicazione della pressione
di cella le tensioni efficaci nel provino non mutano perché ogni aumento di pressione di
cella risulta in un aumento di uguale grandezza di p.146 A. VERRUIJT, SOIL MECHANICS : 25. UNDRAINED BEHAVIOR OF SOILS
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Figure 25.1: Mohr circles for undrained tests.

These test results appear to be insufficient to determine the
shear strength parameters c and φ, because only one critical
circle for the effective stresses is available. In order to determine
the values of c and φ in at least one of the tests the sample
should be allowed to consolidate after the first loading stage, so
that the isotropic effective stress at the beginning of the second
stage, the vertical loading, is different in the two tests. This
would mean that this test should be a Consolidated Undrained
test, or a CU-test.

Admitting that undrained tests can not be used to determine
the correct values of the shear strength parameters c and φ,
they may still be very useful, because in engineering practice
there are many situations in which no (or very little) drainage
will occur, for instance in case of loading of a soil of very low
permeability (clay) for a short time. Examples are a temporary
loading for some building operation, or a temporary excavation
for the construction of a pipe line. In order to predict the
behavior of the clay in these circumstances it makes sense to
just consider the total stresses, and to make use of the results
of an undrained test, analyzing the test results in terms of total

stresses also. That there may be considerable pore pressures in the test as well as in the field, is perhaps interesting, but irrelevant if the period
of loading is so short that no consolidation can occur.
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Figure 25.2: Mohr circles for total stresses.

The analysis of the tests in terms of total stresses is illustrated
in Figure 25.2. As explained above, all critical stress circles will
be of the same magnitude, and when the results are interpreted
in terms of total stresses only it seems that the friction angle φ is
practically zero. The strength of the soil can be characterized
by a cohesion only, which is then usually denoted as su, the
undrained shear strength of the soil. The analysis, in which the
friction of the material and the pore pressures are neglected, is
called an undrained analysis. Because the analysis of the safety
of a structure on a purely cohesive material (with φ = 0) is much
simpler that the analysis for a material with internal friction,
an undrained analysis is often used in engineering practice.



Per la definizione del criterio di resistenza si utilizzano generalmente tre provini ai quali si
applicano pressioni di cella crescenti. Si riscontra che indipendentemente dal valore della
pressione di cella la differenza delle tensioni principali a rottura è la medesima. Il criterio
di rottura è espresso in termini di tensioni totali :

τf = cu + σnφu = cu

con φu generalmente 0, eccezion fatta per alcune argille fessurate.

Se si misurasse la pressione interstiziale a rottura nei provini si potrebbero trac-
ciare i cerchi in termini di tensioni efficaci, i quali tuttavia risulterebbero coinci-
denti.

Una relazione empirica per cu fu proposta da Skempton:

cu

σ′v
= 0.11 + 0.0037PI

Un caso speciale di prova per la resistenza non drenata è la prova UCS (Unconfined
Compression (UC) test).



UC test - 1



UC test - 2



4.4.2. Prova CU

loose structure

overconsolidated clay

normallyconsolidated clay

(effective) cell pressure σ'c

cu 

Con una prova CU si determina cu dopo che l’indice dei vuoti del provino e è stato
modificato rispetto al valore iniziale e0 consentendo la consolidazione del terreno. Perciò
cu risulta essere una funzione della corrispondente pressione di cella σ′c (o σ′3) sotto la
quale la consolidazione ha luogo nella prima parte della prova.

Dato che la tensione efficace aumenta con la profondità e in considerazione del
comportamento dei provini di argilla nelle prove CU, è ragionevole supporre che
sussista una relazione lineare tra cu e la profondità in sito



grado di rigidezza cu[kN/m2]

dure >300
molto rigide 150-300

rigide 75-150
compatte 40-75

soffici 20-40
molto soffici <20

Classificazione della resistenza non drenata

4.4.3. Resistenza in termini di tensioni efficaci

La resistenza di una argilla in termini di tensioni efficaci può essere determinata mediante
prove TRX CU con misura delle pressioni interstiziali, o mediante prove TRX CD.

Se la pressione interstiziale a rottura pf è nota, le tensioni efficaci principali σ′1 e σ′3 possono
essere calcolate e il corrispondente cerchio di Mohr può essere tracciato.



Per argille NC o leggermente OC c′=0, per argille fortemente OC il criterio di rottura è
curvilineo fino a pc.

I parametri ’efficaci’ possono essere ottenuti anche mediante prove TRX CD nelle quali la
velocità di deformazione risulti sufficientemente bassa da assicurare la piena dissipazione
dell’eccesso di pressioni interstiziali per qualunque istante durante l’applicazione della
differenza delle tensioni principali. Tale velocità può essere correlata alla permeabilità
della argilla.



4.5. Risultati tipici prove TRX su terreni argillosi

p

p

pp

p

TRX CU test NC clayTRX CU test NC clay TRX CU test OC clay

p

p

p

 s1-s3
 s1-s3

               

 s1-s3

             OCR

 s1-s3

         TRX CU argille NC             TRX CU argille OC   

 ea  ea

prove CU

Per argille NC, la tensione assiale raggiunge un valore ultimo a deformazioni relativa-
mente grandi, accompagnata da aumento della pressione interstiziale fino ad un valore
stazionario. Per argille OC, la tensione assiale aumenta fino a valore di picco e successi-
vamente si riduce con successivo aumento di deformazione. p aumenta inizialmente e poi
diminuisce; più alto è l’OCR più pronunciata è la riduzione, che può diventare negativa
nel caso di argille fortemente OC.



TRX CD test NC clay TRX CD test OC clay         TRX CD argille OC    

 ea  ea

         TRX CD argille NC    

 DV

 s1-s3

 s1-s3

 DV
 s1-s3

 DV

DV  OCR

 s1-s3

prove CD

In prove TRX CD, per argille NC un valore ultimo di tensione è raggiunto ad elevate
deformazioni. Una riduzione in volume ha luogo durante l’azione tagliante e l’argilla si
indurisce. Per argille OC un valore di picco delle tensione assiale si raggiunge a valori
di deformazione relativamente bassi. Successivamente, la tensione assiale diminuisce con
l’aumento della deformazione. Dopo una riduzione iniziale, il volume di una OC aumenta
prima del picco e dopo l’argilla subisce un ’rammollimento’. Per le OC la riduzione della
tensione di picco verso il valore ultimo diventa meno pronunciata per valori bassi di OCR.



4.6. Sviluppo delle pressioni interstiziali

L’acqua nei pori ostruisce il cambiamento di volume di un provino. L’acqua in nessun
modo si oppone alla deformazione a taglio, ma un cambiamento di volume è possibile solo
se l’acqua è drenata dal campione o se l’acqua si comprime.

In una prova non drenata all’atto del caricamento il drenaggio può non verificarsi, sicché la
sola possibilità concessa per una immediata variazione di volume risiede nella compressione
del fluido:

εvol =
∆Vw

V
= −nβ∆p

Se lo scheletro di terreno è assunto elastico:

εvol = −∆σ′0
Kb

Ne consegue:

εvol = −∆σ0 −∆p

Kb

e quindi:

∆p =
∆σ0

1 + nβKb



In un tempo assai breve non ci può essere variazione volumetrica se l’acqua è incompress-
ibile. Perciò non ci può essere cambiamento nella tensione isotropa efficace, e quindi la
pressione interstiziale deve essere uguale alla tensione totale isotropa (we know it, don’t
we?).

Se l’acqua può ritenersi compressibile ci può essere un piccolo cambiamento istantaneo di
volume, cosicché ci può essere un piccolo incremento di tensione efficace, e la pressione
interstiziale risulta più piccola che la tensione totale isotropa.

In una prova triassiale σ2 = σ3:

∆p =
∆σ3 + 1

3(∆σ1 −∆σ3)

1 + nβKb



4.6.1. Dilatanza (argille)

Se si considera l’effetto della dilatanza si ha:

εvol = −∆σ′0
Kb

+
∆q

M

dove M > 0 indica dilatazione e q è la differenza delle tensioni principali. Si ha:

∆p =
∆σ0 − Kb

M ∆q

1 + nβKb

Per le condizioni in un TRX:

∆p =
∆σ3 +

(
1
3 − Kb

M

)
(∆σ1 −∆σ3)

1 + nβKb

Durante l’applicazione del carico verticale, la generazione delle pressioni interstiziali è
dovuta anche alla dilatanza.



In un materiale dilatante con M > 0, la pressione nei pori risulta essere più grande
che in un materiale senza dilatanza. Ciò è causato dalla tendenza del materiale
fortemente addensato ad espandere. Se l’effetto dilatante è molto pronunciato,
la pressione interstiziale può diventare persino negativa. In un materiale molto
denso la tendenza alla espansione porterà a suzione. In un materiale contrattivo
le pressioni interstiziali diventeranno più grandi come conseguenza della tendenza
del materiale a contrarsi.



4.6.2. Coefficienti di Skempton

Skempton sugger̀ı di scrivere la relazione tra gli incrementi di pressione interstiziale e gli
incrementi di tensione totale nella forma:

∆p = B[∆σ3 + A(∆σ1 −∆σ3)]

I coefficienti A e B sono misurabili in una prova TRX non drenata. Per quanto riportato
precedentemente essi sono teoricamente uguali a:

B =
1

1 + nβKb

A = 1/3− 1

2

Kb

M
I valori sperimentali di B sono vicini a 1, mentre A varia tra valori scarsamenet negativi
e 1/2.



4.7. Uso della resistenza non drenata

L’uso del criterio φu = 0 è giustificato quando la condizione più critica risulta quella
non drenata immediatamente dopo l’applicazione del carico, per la quale si realizzano
i valori più alti di pressione interstiziale. Nel corso della consolidazione tali pressioni si
ridurranno (l’eccesso rispetto alle condizioni iniziali si dissiperà) con aumento progressivo
delle tensioni efficaci (fondazioni e rilevati).

Se la struttura è ’sicura’ immediatamente dopo l’applicazione del carico lo sarà a maggior
ragione anche successivamente.

Una analisi ’non drenata’ è inappropriata se si presuppone di conseguire un aumento delle
pressioni interstiziali immediatamente dopo la costruzione (scavi). Lo scavo comporta
nei fatti un caricamento negativo, risultante in una riduzione delle pressioni interstiziali
immediatamente dopo lo scavo. Le pressioni interstiziali aumentano gradualmente nelle
fasi successive e quindi le tensioni efficaci si riducono, con una associata riduzione della
resistenza a taglio disponibile.

Una trincea in argilla può essere stabile per un tempo relativamente breve ma dopo un
po’ può verificarsi un collasso delle pareti.



4.8. Percorsi tensionali

Invece del cerchio di Mohr nel piano di Mohr si può usare come rappresentazione grafica
del tensore delle tensioni il punto di coordinate (σ, τ) collocato in cima al cerchio, essendo
i relativi valori pari a:

σ =
1

2
(σ1 + σ3) τ =

1

2
(σ1 − σ3)

Se lo stato tensionale cambia, il punto rappresentativo σ, τ si sposta e la sua traietto-
ria costituisce il percorso tensionale (stress path). Percorsi tensionali ESP (efficaci) e
TSP (totali) possono essere rappresentati nello stesso diagramma, con i punti distanti in
orizzontale tra loro della pressione interstiziale p.

σzx

σzx

σzz  
σxx

σ

τ

TSPESP
p



Gli stati di tensione compatibili sono limitati dal criterio di rottura di Mohr-Coulomb. Per
un ESP:

τ = σ′ sinφ′ + c′ cosφ′

In un TRX σc è costante e σ1 aumenta. Il TSP è una linea inclinata a 45◦. Il percorso
ESP dipende da p:

∆p = B [∆σ3 + A (∆σ1 −∆σ3)]

o:
∆p = B[∆σ − (1− 2A)∆τ ]

In una prova TRX (∆3 = 0) ∆p è uguale a 2BA∆σ.

Per un materiale completamente saturo poro-elastico e per acqua incompressibile A e B
sono uguali a 1 e 1/3 risp. Ne consegue che ∆p sarà 2/3 di ∆σ (o 1/3 di ∆σ1). ESP è
una linea dritta con una pendenza di 3 a 1.

σ

τ τ

σ
TSPESP

ESP TSP



Un materiale dilatante tende a espandere durante una azione tagliante, poi le pressioni
interstiziali si riducono. In un materiale contrattivo il volume diminuisce e le pressioni
interstiziali aumentano.

In un materiale contrattivo la rottura è raggiunta più rapidamente che per un materiale
dilatante, dove compressione e taglio agiscono in contrapposizione: la compressione porta
ad un aumento della pressione interstiziale, mentre il taglio comporta una riduzione della
pressione interstiziale.



4.9. Esercizi

4.9.1. Esercizio 1

I risultati riportati in tabella riferiscono a prove TRX su provini di argilla satura inizialmente
di diametro 38mm e alti 76mm.

prova σc [kN/m2] carico assiale F [N] εv[mm] ∆V [ml]

(a) U 200 222 9.83 -
400 215 10.06 -
600 226 10.28 -

(b) D 200 403 10.81 6.6
400 848 12.26 8.2
600 1265 14.17 9.5

Determinare i valori dei parametri di resistenza a taglio rispetto a (a) tensioni totali e
(b) tensioni efficaci.

La differenza delle tensioni principali a rottura in ciascuna prova è ottenuta dividendo il
carico assiale per l’area A della sezione del provino a rottura. Essendo V0 il volume iniziale,
A0 il valore iniziale dell’area di sezione, εvol = ∆V/V0, εv = ∆l/l0, A è tale che:

A

A0
=
V l0
V0l

=
(V0 −∆V )l0
V0(l0 −∆l)

=
(V0 − εvolV0)l0
V0(l0 − εvl0)

=
1− εvol

1− εv

I valori iniziali sono: l0 76mm, A0 1135mm2, V0 86×103mm3.



σ3[kN/m2] ∆l/l0 ∆V/V0 A[mm2] σ1 − σ3[kN/m2] σ1[kN/m2]

(a) 200 0.129 - 1304 170 370
400 0.132 - 1309 164 564
600 0.135 - 1312 172 772

(b) 200 0.142 0.077 1222 330 530
400 0.161 0.095 1225 691 1091
600 0.186 0.110 1240 1020 1620

La resistenza non drenata cu dell’argilla è 85kN/m2. La resistenza drenata è invece
rappresentata da c′=0 e φ′=27◦.



4.9.2. Esercizio 2

Sono disponibili i risultati di una prova CU TRX su di un provino di argilla satura sottoposto
inizialmente ad una pressione di cella σ′c di 300kN/m2:

∆l/l0 0 0.01 0.02 0.04 0.08 0.12
σ1 − σ3[kN/m2] 0 138 240 312 368 410

∆p[kN/m2] 0 108 158 178 182 172

Tracciare ESP e TSP e definire il valore di A durante la prova.

∆l/l0 0 0.01 0.02 0.04 0.08 0.12
1
2(σ1 − σ3) 0 69 120 156 184 205
1
2(σ1 + σ3) 300 369 420 456 484 505
1
2(σ′1 + σ′3) 300 261 262 278 302 333

A - 0.78 0.66 0.57 0.50 0.42





5. Tensioni e spostamenti indotti

Per un buon progetto strutturale è importante definire come il carico impartito al terreno
da una fondazione (superficiale o profonda) si diffonde nel sottosuolo.

La stima preventiva dello stato tensionale indotto è anche utile per la pianificazione delle
indagini.

Gli ingegneri geotecnici ricorrono sovente alle assunzioni di materiale omogeneo isotropo
e linearmente elastico (ILE, Isotropic Linear Elastic) e dominio semi-infinito.

5.1. Teoria per un continuo ILE

back again to some famous equations!

Seguono alcune definizioni:

5.1.1. Tensore delle deformazioni

εxx = ∂ux
∂x , εxy = 1

2

(
∂ux
∂y +

∂uy
∂x

)
, εxz = 1

2

(
∂ux
∂z + ∂uz

∂x

)
,

εyy =
∂uy
∂y , εyx = 1

2

(
∂uy
∂x + ∂ux

∂y

)
, εyz = 1

2

(
∂uy
∂z + ∂uz

∂y

)
,

εzz = ∂uz
∂z , εzx = 1

2

(
∂uz
∂x + ∂ux

∂z

)
, εzy = 1

2

(
∂uz
∂y +

∂uy
∂z

)



5.1.2. Deformazione volumetrica

εvol = εxx + εyy + εzz

5.1.3. Deformazione deviatorica

exx = εxx − 1
3εvol exy = εxy

eyy = εyy − 1
3εvol eyz = εyz

ezz = εzz − 1
3εvol exz = εxz

5.1.4. Tensioni deviatoriche

τxx = σxx − σ0 τxy = σxy
τyy = σyy − σ0 τyz = σyz
τzz = σzz − σ0 τxz = σxz

5.1.5. Tensione isotropa

σ0 =
1

3
(σxx + σyy + σzz)

In un ILE il cambiamento di volume dipende solamente dalla variazione della tensione
isotropa, ma (We know it very well!) per i terreni questa condizione è violata a seguito
della dilatanza che porta a variazioni volumetriche dovute a tensioni di taglio.



5.2. Equazioni di equilibro

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+
∂σxz
∂z
− fx = 0

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σyz
∂z
− fy = 0

∂σxz
∂x

+
∂σyz
∂y

+
∂σzz
∂z
− fz = 0

fx, fy e fz sono le componenti di una forza volumetrica addizionale.



5.2.1. Tensioni efficaci

σxx = σ′xx + p (1)

σyy = σ′yy + p (2)

σzz = σ′zz + p (3)

5.2.2. Relazioni tensioni-deformazioni

εxx = − 1
E

[
σ′xx − ν

(
σ′yy + σ′zz

)]
εyy = − 1

E

[
σ′yy − ν (σ′xx + σ′zz)

]
εzz = − 1

E

[
σ′zz − ν

(
σ′xx + σ′yy

)]
εxy = σxy/(2G)
εyz = σyz/(2G)
εxz = σxz/(2G)



5.2.3. Costanti di Lamè

G =
E

2(1 + ν)
λ =

2Gν

1− 2ν
=

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)

Ci sono 22 incognite (9 tensioni, 9 deformazioni, 3 spostamenti e la pressione inter-
stiziale), il numero totale di equazioni è 22 (6 equazioni di equilibrio, 6 relazioni tensione-
deformazione, 9 equazioni deformazioni funzione di spostamenti, ed infine il bilancio di
massa fluida.

Il sistema può essere semplificato scrivendo le equazioni di equilibrio in termini di sposta-
menti (non si dimentichi che εvol = ∇ · u):

(λ+G)
∂εvol

∂x
+G∇2ux + fx −

∂p

∂x
= 0

(λ+G)
∂εvol

∂y
+G∇2uy + fy −

∂p

∂y
= 0

(λ+G)
∂εvol

∂z
+G∇2uz + fz −

∂p

∂z
= 0

Queste equazioni fondamentali sono dette di Navier in u e sono associate all’equazione di
bilancio di massa fluida. Comunque, per problemi di fondazione e per materiali altamente
conduttivi non si sviluppano eccessi di pressione interstiziale e p (insieme alla equazione
di bilancio di massa fluida) può essere rimosso.



I terreni non sono assimilabili a materiali ILE, tuttavia si è dimostrato che incre-
mento di tensione verticale in un punto generico sotto la fondazione è indiffer-
ente alle caratteristiche del terreno entro un range abbastanza ampio e anche a
eterogeneità , anisotropia e non-linearità . Pertanto, le soluzioni per ILE sono
sufficientemente accurate nella pratica. Eccezioni notevoli sono le sabbie sciolte
e le argille soffici, particolarmente quando sono sovrastate da uno strato relati-
vamente denso o rigido. Dovrebbe notarsi tuttavia che gli incrementi di tensione
orizzontale e di tensione di taglio sono relativamente sensibili alle caratteristiche
del terreno.



5.3. Boussinesq

Nel 1885 Boussinesq ottenne una soluzione per lo stato tensio-deformativo in un semis-
pazio omogeneo ILE, caricato da una forza verticale puntuale sulla superficie (r =

√
x2 + y2

e R =
√
x2 + y2 + z2).



σzz =
3Q

2π

z3

R5

σrr =
Q

2π

[
3r2z

R5
− (1− 2ν)

1

R(R + z)

]
σθ,θ =

Q

2π

12ν

R2

(
R

R + z
− z

R

)
σrz =

3Q

2π

rz2

R5

La soluzione per gli spostamenti è:

ur =
Q(1 + ν)

2πER

[
r2z

R3
− (12ν)(1− z

R
)

]
uθ = 0

uz =
Q(1 + ν)

2πER

[
2(1− ν) +

z2

R2

]
Gli spostamenti verticali della superficie (z = 0) sono particolarmente interessanti:

uz =
Q(1− ν2)

πER

Per R → 0 uz(z = 0) → ∞; questo risultato segue dalla singolarità sulla superficie
dovuta al carico puntuale.



Risulta interessante anche la distribuzione delle tensioni con la profondità sotto il carico
puntuale (r= 0):

σzz =
3Q

2πz2
σrr = σθθ = −(1− 2ν)

Q

4πz2

Una approssimazione consiste nel diffondere le tensioni su di una area limitata da un
cono inclinato di 45◦ (ma si usa anche 30 gradi) che si origina dal carico, cosicché σzz(z)
risulterebbe essere pari a Q/πz2, uniforme su di area circolare di raggio z.



5.3.1. Esercizio

Definire dalla superficie sino a 12m sotto la distribuzione della tensione verticale lungo
la linea di azione di un carico verticale concentrato di 800kN applicato sulla superficie di
un semi-spazio omogeneo elastico.

La tensione verticale σzz risulta come segue:

σzz = IQ
Q

z2

con:

IQ =
3z5

2πR5
=

3

2π[1 + ( rz)
2]2.5

r/z IQ r/z IQ r/z IQ z
0.00 0.4775 1.00 0.0844 2.00 0.0085 1 1 382.0
0.10 0.4657 1.10 0.0658 2.10 0.0070 2 4 95.5
0.20 0.4329 1.20 0.0513 2.20 0.0058 3 9 42.4
0.30 0.3849 1.30 0.0402 2.30 0.0048 4 16 23.9
0.40 0.3295 1.40 0.0317 2.40 0.0040 5 25 15.3
0.50 0.2733 1.50 0.0251 2.50 0.0034 6 36 10.6
0.60 0.2214 1.60 0.0200 2.60 0.0028 7 49 7.8
0.70 0.1762 1.70 0.0160 2.70 0.0024 8 64 6.0
0.80 0.1386 1.80 0.0129 2.80 0.0021 9 81 4.7
0.90 0.1083 1.90 0.0105 2.90 0.0018 10 100 3.8

11 121 3.2
12 144 2.7

z2 σzz

Per r=0 IQ=0.4775 e quindi σzz = 0.4775× 800kN/z2.



5.3.2. Sovrapposizione degli effetti

Una fondazione circolare trasferisce un carico Q uguale a 800kN ad una massa di terreno
omogeneo. La fondazione è flessibile e non c’è attrito tra la base e il terreno. Definire
la distribuzione di σzz da 0 fino a 12m lungo la verticale passante per il centro della
fondazione.

Date le condizioni al contorno si può usare la soluzione di Boussinesq e la sovrapposizione
degli effetti. Dividendo l’area di fondazione in aree di dimensione rdθdr il contributo alla
tensione verticale a r = 0,z risulta essere:

σzz =
3qrdθdrz3

2πR5

con q=800kN/Af carico distribuito della fondazione e Af = πa2 area di fondazione. Il
valore è uguale a:

σzz =

∫ 2π

0

∫ a

0

3qrdθdrz3

2π [r2 + z2]
5
2

Dopo soluzione dell’integrale si ha:

σzz = q

[
1− z3

(z2 + a2)3/2

]
= qIc

Per R1 1.5m q è pari a 800kN/(π1.52)=113kN/m2.



Un altro problema importante risolto da Boussinesq è la definizione della distribuzione
della tensione in un semi-spazio indotta da una forza verticale Q = πa2q̄ agente su di una
piastra rigida (z = 0, 0 < r < a):

σzz =
0.5q̄√

1− r2/a2

Al bordo della piastra le tensioni sono infinitamente grandi, mentre gli spostamenti al di
sotto della piastra sono uniformi (ma il materiale prossimo al bordo si deforma plastica-
mente e le tensioni quindi si riducono), Lo spostamento uz della piastra (o cedimento η)
è :

uz =
π(1− ν2)q̄a

2E
è più piccolo rispetto al cedimento al di sotto di una fondazione flessibile, uguale a:

uz = 2(1− ν2)
qa

E



Comunque la distribuzione teorica di uz assunta l’ipotesi di materiale ILE omo-
geneo non è accettabile per le sabbie perché l’elasticità (o rigidezza) delle sabbie
aumenta con il confinamento, quindi al centro la tensione verticale è più grande.

clay sand

η η



5.4. Le tensioni sotto un’area rettangolare

La soluzione per σzz a profondità z sotto l’angolo di un’area rettangolare di dimensioni mz
e nz caricata uniformemente con una pressione uniforme q è stata ottenuta da Fadum.
In formula:

σzz = qIr



5.4.1. Esercizio

Una fondazione rettangolare 24×12m2 trasferisce una pressione netta di q=215kN/m2.
Definire la tensione verticale a 8m sotto il punto O.

La tensione può essere calcolata usando l’abaco di Fadum, considerando l’effetto di AEOH
(tutta caricata da q) e sottraendo l’effetto di BEOHDC che è calcolato come effetto di
DFOH+BEOG-CFOG. Tutte queste aree hanno O come spigolo. La soluzione è 2.3kN/m2



5.4.2. Esercizio

24MN

12X15m2
4.3m

6.4m

3.2m

Gs=2.65, w(a.w.l.)=9%
ρd=1950kg/m3

ρ=2020kg/m3

Definire a quale profondità si dovrebbe collocare la fondazione al fine di mantenere
l’aumento di tensione verticale alla sommità dello strato di argilla a 75kN/m2? E qual è
in questa condizione ottimale la massima tensione verticale totale alla base dello strato di
argilla?



D z n m Ir 4Ir pressione netta[kN/m2] aumento di σzz
0 6.4 1.17 0.94 0.182 0.728 133 96.8

1.5 4.9 1.53 1.22 0.206 0.824 102 84.0
3.0 3.4 2.21 1.76 0.230 0.920 70 64.4

La pressione alla base della fondazione è 24MN/(12×15m2)=133kN/m2. La densità della
sabbia al di sopra del livello di falda è pari a:

ρ = ρd(1 + w) = 1950kgm−3 × 1.09 = 2126kgm−3

A profondità z si ha σv0=2126kgm−3×9.81m/s−2zm=20.86zkN/m−2 per z <4.3m. La
pressione netta è perciò 133kN/m−2-20.86kN/m−2z.

Con la fondazione a 2.3m la distanza tra la base della fondazione e la base dello strato
di argilla è 7.3m e di conseguenza n=1.03 e m=0.82, Ir=0.162, 4Ir=0.648, da cui
85kN/m−2×0.648=55kN/m−2.

La densità dello strato di sabbia al di sotto del livello della falda è definita come segue:
dato un volume Vt totale di terreno pari a 1m3 il volume delle particelle solide Vs è
ρdVt/(Gsρw)=1950kgm−3×1m3/(2.65×1000kgm−3)=0.376m3, da cui l’indice dei vuoti e
risulta pari a (Vt − Vs)/Vs=(1-0.376)/0.376=0.358. Si applica infine la formula: ρ =
(Gs + e)ρw/(1 + e)=2213kg/m3.

La tensione verticale totale iniziale alla base dello strato è σv0 = (2126 × 4.3 + 2213 ×
2.1 + 2020 × 3.2)kg/m2×9.81ms−2=199kN/m2, perciò la tensione totale verticale dopo
applicazione del carico fondazionale risulta σv=(199+55)kN/m2=254kN/m2.



5.5. Soluzione di Flamant

Nel 1892 Flamant ottenne la soluzione per una linea di carico verticale Q agente sulla su-
perficie di un semispazio omogeneo ILE sovrapponendo le soluzioni per un infinito numero
di carichi puntuali uniformemente distribuiti lungo l’asse y.

Q x

z

Con la soluzione di Flamant attraverso la sovrapposizione degli effetti si possono risolvere
altri problemi.



5.5.1. Fondazione nastriforme

q
xx

z

B

Per una fondazione nastriforme flessibile larga B e caricata da q per x = 0 (nel centro
del piano), essendo θ2 = −θ1 le tensioni sono:

σzz =
2q

π
(θ1 + sin θ1 cos θ1) σxx =

2q

π
(θ1 − sin θ1 cos θ1) σxz = 0

Si possono tracciare i contorni a ugual tensione verticale e il volume all’interno del contorno
per tensione verticale pari a 0.2q è il bulbo di pressione.



(a) sotto un’area nastriforme, (b) sotto un’area quadrata



5.5.2. Strati di spessore finito

Nella maggior parte dei casi il deposito di terreno è di spessore limitato H ed è sostenuto
da uno strato rigido. Sotto queste condizioni lo spostamento verticale medio η̄ sotto
un’area flessibile con q uniforme è (Christian e Carrier):

η = µ0µ1
qB

E

dove µ0 dipende dalle profondità della base della fondazione e µ1 dipende da H e dalla
forma della base della fondazione. Questa soluzione è usata principalmente per stimare il
cedimento immediato ηi di fondazioni su argille sature in condizioni non drenate (ν = 0.5).





5.6. Metodo di Skempton-Bjerrum

Per Skempton e Bjerrum il cedimento totale η di una fondazione su argilla è pari a
ηi + ηc, essendo ηi il cedimento immediato (in condizioni non drenate) e ηc cedimento di
consolidazione, ottenuto dopo dissipazione dell’eccesso di pressione interstiziale.

Il cedimento ηi può essere stimato usando la teoria per un mezzo ILE con ν 0.5 e con il
modulo (non drenato) di elasticità Eu conseguibile dai risultati di prove di laboratorio e/o
in sito.

Per uno strato spesso H di argilla si ha:

ηc =

∫ H

0

mv∆pdz =

∫ H

0

mv∆σ1

[
A+

∆σ3

∆σ1
(1− A)

]
dz = µηoed = µ

∫ H

0

mv∆σ1dz

Se mv e A sono costanti con la profondità (più strati possono essere usati in caso contrario)
allora:

µ = A− (1− A)α

con:

α =

∫ H
0 ∆σ3dz∫ H
0 ∆σ1dz



Assumendo ν=0.5 (nessun cambiamento di volume in condizioni non drenate), il valore
di α dipende solamente dalla forma dell’area di carico e da H in relazione alle dimensioni
dell’area di carico; quindi lo si può stimare attraverso la teoria elastica.



5.6.1. Esercizio

Una fondazione 6×6m2 trasferisce una pressione netta di 160 kN/m2 ed è a una pro-
fondità di 2m in uno strato di argilla dura spesso 17m (mv=0.13m2/MN, A=0.35,
Eu=55MN/m2), poggiante su roccia. Determinare il cedimento totale sotto il centro
della fondazione alla fine del processo di consolidazione.

Soluzione

Si presume che una certa deformazione laterale si manifesti al di sotto della fondazione
(risultante in un cedimento immediato), perciò si deve usare il metodo di Skempton-
Bjerrum.



Per ηi si ha: H/B=15m/6m=2.5, D/B=2/6=0.33, L/B=1, i fattori di influenza sono
µ0=0.95 e µ1=0.55, da cui:

ηi = µ0µ1
qB

Eu
= 0.95× 0.55× 160× 6

55
= 9mm

Per ηc segue:
∆σ′v = 4× 160kN/m2 × Ir

Il cedimento di compressione 1d ηoed per ciascun strato spesso ∆H risulta essere:

ηoed = mv∆σ′v∆H = 0.13
m2

MN
×∆σ′v

kN

m2
× 3m = 0.39∆σ′vmm

strato z(m) m,n Ir ∆σ′(kN/m2) ηoed(mm)

1 1.5 2.00 0.233 149 58.1
2 4.5 0.67 0.121 78 30.4
3 7.5 0.40 0.060 38 14.8
4 10.5 0.285 0.033 21 8.2
5 13.5 0.222 0.021 13 5.1

—-
116.6

Dato che H/B=15/6.77=2.2 e A = 0.35 si ha µ=0.55 e quindi:

ηc = 0.55× 116.6 = 64mm

per un cedimento totale η = ηi + ηc=73mm.



5.7. Parametri elastici

Il valore di E potrebbe essere stimato dalla curva σ1 − σ3-εv in una prova TRX usando
il modulo secante misurato tra l’origine e un terso della tensione di picco, oppure sul
range di tensione per il particolare problema. Tuttavia, a causa del disturbo del campione,
è preferibile determinare E dai risultati di prove in sito usando una piastra di prova,
collocandola possibilmente a diverse profondità in un pozzetto o in un sondaggio.

Anche il modulo non drenato Eu può essere determinato mediante una prova TRX UU,
tuttavia anche i risultati di questa prova sono molto sensibili al disturbo del campione,
e si consegue un valore troppo basso del modulo. Con una CU il valore ottenuto di Eu

risulta più realistico. I risultati di una prova in sito sono tuttavia più appropriati, ma i
questo caso il valore è sensibile al tempo intercorrente tra lo scavo e la prova, perché può
prodursi uno spostamento graduale dalle condizioni non drenate con il tempo.



6. Spinta delle terre

Per la stima della pressione che un terreno esercita su di una struttura di contenimento si
devono analizzare le condizioni di rottura.

Tali condizioni corrispondono ad uno stato tensionale al limite degli stati compatibili e il
corrispondente cerchio di Mohr è tangente al criterio di rottura.

Dalla condizione iniziale σ′zz = γ′z, σ′xx = σ′yy = f(z) due stati limite possono essere
ottenuti se si applicano risp. una riduzione o un aumento della tensione orizzontale
efficace.



Per un dato σ′zz = σ′v si ha:

σ′xx = σ′yy = σ′h = Kaσ
′
v − 2c′

√
Ka

σ′xx = σ′yy = σ′h = Kpσ
′
v + 2c′

√
Kp

Ka e Kp sono i coefficienti di spinta attiva e di spinta passiva. Nel primo caso σ′v = σ′1,
nel secondo caso σ′v = σ′3. Essi sono pari a:

Ka =
1− sinφ

1 + sinφ

Kp =
1 + sinφ

1− sinφ

Se il muro è liscio e la sua profondità è ∞, esso delimita un terreno omogeneo e isotropo
con una superficie orizzontale. Se tende ad allontanarsi dal terreno, l’espansione verso
l’esterno porta ad una riduzione della tensione orizzontale. Se la espansione è abbastanza
ampia, la tensione orizzontale raggiunge il valore della spinta attiva ed il terreno è nello
stato attivo di Rankine.

D’altra parte, se il muro si sposta verso il terreno, questo si comprime e la tensione
orizzontale aumenta fino a che si raggiunge il valore della spinta passiva con il terreno
nello stato passivo di Rankine.



6.1. Rankine

La spinta attiva Pa su di una superficie verticale di altezza h è pari a:

Pa =
1

2
Kaγ

′h2 − 2c′h
√
Ka

Considerando che il terreno non è resistente a trazione si espunge il contributo della
coesione. Si ha:

Pa =
1

2
Kaγ

′h2
r

con hr = h− 2c′/(γ′
√
Ka). La spinta passiva Pp è invece pari a:

Pp =
1

2
Kpγ

′h2 + 2c′h
√
Kp



6.1.1. Esercizio

Un muro verticale alto 8m contiene un materiale privo di coesione (densità 1.75Mg/m3, φ
30◦). La superficie del terreno è orizzontale. Definire la spinta attiva secondo Rankine.

Soluzione

Per un muro verticale con superficie orizzontale, la teoria di Rankine trascura l’attrito tra
terreno e muro. Il coefficiente di spinta attiva Ka è uguale a:

Ka =
1− sinφ

1 + sinφ
=

1− 1/2

1 + 1/2
= 0.33

La forza totale orizzontale Pa = 0.5KaγH
2 risulta uguale a:

Pa = 0.5× 0.33× 1.75[Mg/m3]× 9.81[m/s2]× 64[m2] = 183kN/m.



6.1.2. Esercizio

A muro alto 9.5m contiene un terreno puramente attritivo (densità 1.9Mg/m3, φ 32◦) la
cui superficie è inclinata di 15◦. Definire la spinta totale sul muro per metro usando
Rankine.

La teoria di Rankine assume che la spinta su di un muro sia parallela alla superficie del
terreno. Il valore dipende dal rapporto tra la tensione pr agente su di un piano verticale
e la tensione verticale γz cos β agente su di un piano parallelo alla superficie. Al fine di
calcolare tale rapporto si traccia un cerchio di raggio qualunque e tangente ad una linea
inclinata di 32◦ rispetto all’asse OP1.



Le linee OV e OQ, inclinate di 15◦ rappresentano le tensioni scalate γz cos β e pr. OQ/OV
è il rapporto richiesto e risulta dopo misurazione uguale a 0.35.

Il peso specifico è γ=1.9×9.81=18.64kN/m3.

Alla base del muro la tensione OV è 18.64×9.5× cos15◦=171kN/m2.

La spinta sul muro a questo livello è 171×0.35=60kN/m2, che è ottenuta moltiplicando
la forza distribuita alla base del muro e agente su di un piano inclinato di 15◦ rispetto al
piano orizzontale per 0.35.

La spinta totale è 0.5×60×9.5=285kN/m, agente parallelamente alla superficie.



6.1.3. Esercizio

Un muro verticale alto 8m contiene un riempimento costituito per i primi 3m in sommità da
un materiale di riporto (terreno A, ρ 1.75Mg/m3, φ 30◦) e per i restanti 5m in profondità
da un terreno sabbioso (terreno B, ρ 1.85Mg/m, φ 35◦). Vi è inoltre un sovraccarico
uniforme costituito da una massa distribuita di 1.2Mg/m2. Definire la spinta sul muro
e trovare il punto di applicazione: (a) se il riempimento è anidro, (b) se il riempimento
è completamente saturo a seguito di una intensa precipitazione (assumere il livello d’acqua
coincidente con la superficie e la densità degli strati saturi rispettivamente uguali a 1.9 e
2.0Mg/m3).

Soluzione

Per i primi 3m KA
a =0.33; per la parte sottostante KB

a =0.27.

I pesi specifici dei due strati sono rispettivamente di 17.17 e 18.15kN/m3.

Come conseguenza del sovraccarico la spinta attiva orizzontale si incrementa di

1.2Mg/m3×9.81m/s2×Ka=11.8kN/m2Ka, ovvero 3.9 per lo strato superiore e 3.2kN/m2

per quello inferiore.

materiale anidro

Per la distribuzione della spinta attiva si ha:

• a 3m KA
a γz=.33×17.17×3=17.2kN/m2 (dovuta al peso del primo terreno) più

KA
a q=3.9kN/m2.



• al fondo KB
a γ(z − 3m)=0.27×18.15×5=24.5kN/m2 (dovuta al peso del secondo

terreno) più KB
a σv(3m)=.27×17.17×3=13.9kN/m2 (dovuta alla tensione verticale

all’interfaccia) più KB
a q=3.2kN/m2.

La distribuzione può essere divisa in 5 aree.

- spinta totale altezza punto di applicazione momento

1 3.9× 3=11.7 6.5 76
2 0.5× 17.2× 3=25.8 6.0 155
3 3.2×5=16.0 2.5 40
4 13.9×5=69.5 2.5 173.75
5 0.5×24.5×5=61.3 1.67 102

184.3 547

La spinta totale sul muro è 184.3 kN/m, agente ad una altezza di 547/184.3=3.0m
rispetto alla base.

materiale saturo

Per la saturazione completa i pesi specifici efficaci devono essere considerati: (1.9-
1)×9.81=8.83 e 9.81kN/m3 rispettivamente. Le spinte attive sono:

• a 3m .33×8.83×3=8.8kN/m2 più 3.9kN/m2.

• al fondo 0.27×9.81×5=13.2kN/m2 più .27×8.83×3=7.15kN/m2 più 3.2kN/m2.



La pressione idrostatica varia da 0 in cima a 9.81×8=78.5kN/m2 al fondo.

spinta totale

1 3.9×3=11.7
2 0.5×8.8×3=13.2
3 3.2×5=16.0
4 7.15×5=35.7
5 0.5×13.2×5=33.0
6 (idrostatica) 0.5×78.5×8=314.0

La spinta totale per un metro è 110kN dovuta al terreno e 314kN dovuta all’acqua (in
totale 424). L’altezza del punto di applicazione può essere ottenuta considerando i mo-
menti, tuttavia, dato che la spinta dovuta all’acqua prevale, il punto è presumibilmente
collocato vicino a 1/3 dell’altezza del muro dalla base.



6.2. Coulomb

Coulomb (1776) concep̀ı una teoria per gli stati limite dei terreni basata sull’assunzione
di superficie di rottura piana.

Si deve analizzare l’equilibrio di cunei limitati dalla superficie del terreno, dal muro e
dalla linea di inclinazione θ, variabile rispetto all’orizzontale. Lungo quest’ultima linea lo
scivolamento si manifesta allorquando sussistono le condizioni per la rottura a taglio.



Forze per l’equilibrio

• peso del cuneo W = 1
2γh

2 tan θ

• forza resistente lungo la superficie di scivolamento T = ch
cos θ +N tanφ

Equazioni di equilibrio

Q+ T sin θ −N cos θ = 0

W −N sin θ − T cos θ = 0

Soluzione

Q = f(θ) =
1

2
γh2 −

1
2γh

2 sinφ+ ch cos θ

cos θ sin(θ + φ)

Il massimo di Q è Pa ed è ottenuto per θ = 45− φ/2, che è uguale al valore di Rankine
1
2Kaγh

2 − 2c
√
Ka, con:

Ka =
1− sinφ

1 + sinφ

Poiché il metodo fornisce gli stessi risultati di quello (rigoroso) di Rankine per una geome-
tria semplice, si ritiene che esso possa essere utilizzato per qualunque configurazione del
muro e del terreno.



Con Coulomb non si è certi se il piano di scivolamento inclinato di θ sia effettivamente
quello critico. Solo per estradosso del terreno orizzontale e muro verticale liscio θ è uguale
a π/4−φ/2, cioè il valore esatto fornito da Rankine. Nell’analisi di Rankine si considerano
le tensioni su tutti i piani, usando il cerchio di Mohr. Nella analisi di Coulomb le tensioni
su piani diversi da quello assunto per lo scivolamento non sono considerati.

Nella pratica ingegneristica, un muro di contenimento si progetta usando il coef-
ficiente di spinta attiva Ka. L’assunzione potrebbe sembrare non conservativa in
quanto si utilizza il valore più piccolo possibile della tensione orizzontale. Infatti,
la forza laterale può essere più alta, specialmente se il muro è rigido. Tuttavia,
se la stessa forza fosse cos̀ı ampia che il muro non è in grado di sostenerla, il
muro si muoverebbe dal terreno, quindi la forza diminuirebbe, possibilmente fino
al raggiungimento dello stato attivo non sia stato raggiunto. Se il muro è abbas-
tanza resistente da sostenere la spinta attiva, la deformazione si arresta. Quindi,
la struttura sarà stabile se può sostenere la spinta attiva, a condizione che non
ci siano obiezioni alla considerevole deformazione che si manifesta.



6.2.1. Cullmann

Cullmann concep̀ı un metodo grafico per definire l’inclinazione del cuneo corrispondente
alla massima spinta attiva.

Esercizio

La densità del riempimento è 1.75Mg/m3, l’angolo d’attrito del terreno φ è 30◦ e l’attrito
tra terreno e muro δ è 20◦. Definire la spinta sul muro nello stato attivo.

8m

3m

R

7m

1

Pa

2 3 4

1

2

3

4

20°

30°

R

Pa
W

Pa, max

cuneo area(m2) vettore della spinta

AB1 14.00 9.3
AB2 28.00 13.2
AB3 45.25 14.8
AB4 62.50 11.7



Per muro inclinato e superficie del terreno inclinata (ma non segmentata) è disponibile la
soluzione analitica del problema offerta da Coulomb:

Pa =
1

2
γKaH

2

con:

Ka =

 sin(α−φ)
sinα√

sin(α + δ) +
√

sin(φ+δ) sin(φ−β)
sin(α−β)


2

Il punto di applicazione della spinta attiva totale è assunto agire a H/3 dalla base del
muro.



6.2.2. Esercizio

7.00 m
failure surface

5.005.00

3.00

1.00

Rete di flusso a tergo di un muro di sostegno con drenaggio



z p/γwhh

h
z

Pressioni interstiziali a tergo di un muro di sostegno con drenaggio

Nota, in questo caso gli elementi della rete non sono quadrati, dal momento che solo le
equipotenziali sono di interesse



6.2.3. Spinta passiva con Coulomb

Il metodo di Coulomb può essere usato anche quando si richiede di determinare la spinta
passiva. In questo caso la forza di taglio T è rivolta verso il basso.

Forze per l’equilibrio

• peso del cuneo W = 1
2γh

2 tan θ

• forza resistente lungo la superficie di scivolamento T = ch
cos θ +N tanφ

Equazioni di equilibrio

Q− T sin θ −N cos θ = 0

W −N sin θ + T cos θ = 0



Soluzione

Q =
1

2
γh2 +

1
2γh

2 sinφ+ ch cos θ

cos θ sin(θ − φ)

Il massimo di Q corrisponde a Pp e è ottenuto per θ = 45 + φ/2, che è uguale al valore
di Rankine 1

2Kpγh
2 + 2c

√
Ka, con:

Kp =
1 + sinφ

1− sinφ

Nuovamente, Rankine e Coulomb forniscono lo stesso risultato, ma solo per muro verticale
liscio e superficie orizzontale del terreno.



6.3. Progetto di una struttura di contenimento

Vi sono due categorie di strutture di contenimento:

• a gravità (la stabilità è dovuta principalmente al peso della struttura);

• paratie (la stabilità è dovuta alla resistenza passiva del terreno della parte strutturale
infilata in esso)

In conformità ai principi della progettazione agli stati limite, una struttura di contenimento
non deve:

1. collassare o subire un danno considerevole;

2. non essere soggetta a deformazioni inaccettabili;

3. subire un danno piccolo ma che richiede una riparazione costosa.



Secondo l’Eurocodice, gli stati limite ultimi (ULS, Ultimate Limit States) implicano col-
lasso o instabilità della struttura, mentre gli stati limite di servizio (SLS, Serviceability
Limit States) riferiscono alla deformazione della struttura, che deve essere contenuta per
non generare malfunzionamenti nell’uso.

Con l’approccio agli stati ammissibili invece, il progetto della struttura di contenimento
è basato su un fattore di sicurezza FS, pari al rapporto tra l’azione resistente e quella
stabilizzante: il numero deve essere certamente più grande di 1 e sufficientemente am-
pio, di modo che le condizioni di lavoro della struttura siano (implicitamente) distanti
dalle condizioni limite, sia di collasso che di servizio. (maggiore è FS, minore risulta la
deformazione strutturale).

L’approccio agli stati limite prevede l’applicazione di fattori parziali per le azioni (γF), per
le proprietà del terreno (γm) e per la resistenza (γR). Le azioni comprendono i carichi,
il peso del terreno, le tensioni in sito, la pressione interstiziale, la forza di filtrazione e i
movimenti del terreno. Dette azioni possono essere permanenti o variabili. Le proprietà
del terreno sono c′, tanφ′ e cu; se i relativi valori sono desunti da indagini affidabili si
considerano questi come valori caratteristici.



6.3.1. Muri a gravità

La stabilità di muri a gravità è affidata essenzialmente al peso proprio del muro. Il muro
di mattoni non conviene economicamente perchè il materiale è usato per il suo peso (che
esercita una azione stabilizzante) ma non offre capacità resistenti. I muri a mensola in
cemento armato (CA) sono più economici in quanto il riempimento stesso, agente sulla
fondazione della mensola, fornisce una buona parte del peso richiesto per la stabilità del
complesso.



Gli stati limite che devono essere considerati per il progetto del muro sono:

1. ribaltamento del muro dovuto a instabilità del terreno di riempimento a tergo;

2. pressione alla base della fondazione al limite della capacità portante del terreno di
supporto;

3. scivolamento tra le fondazione del muro e il terreno sottostante;

4. sviluppo di un’ampia superficie di scivolamento che inviluppa l’intera struttura;

5. deformazioni di terreno e muro causanti effetti indesiderati sul muro stesso e sulle
strutture vicine;

6. effetti indesiderati della filtrazione, erosione interna o percolazione attraverso il muro;

7. rotture strutturali.



6.3.2. Fasi del progetto

Step 1: definire tutte le forze agenti sul muro, per le condizioni maggiormente sfa-
vorevoli in modo da ottenere H e V , componenti di R, agenti alla base del muro.

Si raccomanda un certo approfondimento della fondazione a valle del muro;
la resistenza passiva che si sviluppa deve tuttavia essere trascurata. In as-
senza di specificazioni, dovrebbe comunque assumersi un sovraccarico minimo
sull’estradosso del terreno a monte. Per i muri a mensola il piano verticale pas-
sante attraverso il ’tacco’ costituisce la superficie virtuale del muro, lungo la
quale non si sviluppano tensioni di taglio.



Step 2: trovare la posizione della risultante alla base; per una base totalmente com-
pressa la risultante deve agire nel terzo medio della base (e non deve eccedere B/6),
quindi non vi è ribaltamento. I valori minimo e massimo di pressione p sul terreno di
fondazione sono:

p =
V

B

(
1± 6e

B

)
Step 3: verificare la stabilità del muro assicurandosi che il momento resistente totale
attorno alla ’punta’ sia superiore al momento di ribaltamento totale.

Step 3: trovare la resistenza di scivolamento S tra le base e il terreno:

S = V tan δ

dove δ è l’angolo di attrito terreno-fondazione (pari a una aliquota di φ′, per esempio
3
4φ
′), e controllare che S ≥ H.

Se necessario, la resistenza contro lo scivolamento può essere incrementata in-
corporando uno sperone nella base.

Il rapporto S/H è il fattore di sicurezza contro lo scivolamento, la verifica per SLS sod-
disfatta implicitamente con un valore adeguato di questo fattore.



6.3.3. Esercizio #1

Per il riempimento i valori caratteristici di c′ e φ′ sono 0 e 36◦ rispettivamente. L’angolo
di attrito δ tra la base e il terreno di fondazione è 27◦ (3

4φ
′). Il peso specifico del CA è

23kN/m3. Verificare il muro.

Soluzione

Usando il metodo convenzionale si ha per φ′=36◦ Ka uguale a 0.26.



Il braccio della risultante alla base è pari a:∑
M

V
=

243.5

212.3
= 1.15m

cosicchè la risultante agisce nel terzo medio della base.

FS contro il ribaltamento risulta: 397.3/153.8=2.58, e è 1.50-1.15=0.35m. Le pressione
massima e minima alla base sono:

p =
212.3

3.0

(
1± 6× 0.35

3.0

)
perciò pmax è 120kN/m2 e pmin è 21kN/m2.

FS contro lo scivolamento è V tan δ/H = 212.3 tan 27◦/78.4 = 1.38

Il progetto del muro è soddisfacente.



Usando l’Eurocodice si ha:

il valore di progetto per φ′ è tan−1(tan 36◦/1.25) = 30◦, per il quale si ottiene Ka è 0.33.
Un fattore parziale di 1.30 si applica al sovraccarico essendo quest’ultimo una azione
variabile sfavorevole. Il fattore parziale per tutte le altre forze è 1.00. Si ha quindi:

H = (0.33× 10× 5.40× 1.30) +

(
1

2
× 0.33× 17× 5.402

)
= 23.2 + 81.8 = 105.0kN

MH = (23.2× 2.70) + (81.8× 1.80) = 209.9kNm

V e MV sono gli stessi del calcolo precedente (212.3kN e 397.3kNm) e
∑
M è infine

uguale a 187.4kNm.

Il braccio della risultante alla base è 187.4/212.3=0.88m, e= 1.50-0.88=0.62m, pmax è
pari a 159kN/m2 e pmin a -17kN/m2.

Per un δ di progetto pari a 22.5◦ (0.75×30◦), la verifica allo stato limite allo scivola-
mento non è soddisfatta, essendo la forza resistente V tan δ (88.0kN) inferiore alla forza
instabilizzante H (105.0kN), perciò la larghezza della base deve essere aumentata.

La verifica della resistenza contro il momento ribaltante è positiva.



6.3.4. Esercizio #2

Il peso specifico del materiale del muro è 23.5kN/m3, il peso specifico del riempimento
18kN/m3, i valori di progetto dei parametri di resistenza a taglio sono c′=0, φ′= 33◦ e δ
26◦. La pressione sul terreno di fondazione non dovrebbe eccedere 250kN/m2.

Verificare il muro.

Soluzione

Ka =

(
sin 67◦/ sin 100◦√

sin 125◦ +
√

sin 58◦ sin 13◦/ sin 80◦

)2

= 0.48



Ne consegue:

Pa =
1

2
× 0.48× 18× 62 = 155.5kN/m

agente a 1/3 dell’altezza e a 36◦ sull’orizzontale.

Il braccio della risultante di base è
∑
M/V = 287.1/312.5 = 0.92m. La verifica allo

stato limite di ribaltamento è soddisfatta dato che MV > MH . L’eccentricità e è 1.375-
0.92=0.455m. I valori massimo e minimo della pressione di base sono 226 e 1kN/m2,
rispettivamente, e dato che pmax è inferiore alla capacità portante consentita per il terreno
di fondazione, la verifica allo stato limite di capacità portante è soddisfatta.

Con riferimento allo scivolamento della base, V tan δ è 312.5tan26◦=152.4kN, più grande
della forza instabilizzante H, uguale a 125.8kN, perciò la verifica allo stato limite di
scivolamento è soddisfatta. Nel complesso il progetto del muro è soddisfacente.



6.4. Paratie

Una paratia (embedded wall) è una riga di elementi lunghi e sottili (di acciaio, CA o
legno), che sono infilati nel terreno e connessi tramite giunzioni. Costituisce una struttura
flessibile, nella quale si sviluppano momenti flettenti sotto l’effetto della spinta laterale.
La struttura è progettata per sopportare convenientemente questi momenti flettenti.

Per il progetto si assume che il terreno dietro il muro sia allo stato limite attivo e le
pressioni corrispondenti siano equilibrate dalla spinta passiva che si sviluppa avanti al
muro.

L’equilibrio alla rotazione è assicurato da un tirante.

La profondità dell’infissione deve essere grande abbastanza perché si sviluppi una suffi-
ciente reazione passiva. Si richiede pertanto la definizione di una profondità minima di
infissione.



Per l’equilibrio dei momenti attorno al tirante si ha:

1

2
Kaγ(h+ d)2(

2

3
h+

2

3
d− a)− 1

2
Kpγd

2(h+
2

3
d− a) = 0

Ne consegue:

(h+ d)2(
2

3
h+

2

3
d− a) =

Kp

Ka
d2(h+

2

3
d− a)

equazione che può essere risolta tramite iterazioni. La soluzione costituisce la minima
profondità di infissione richiesta.

Applicando l’equilibrio la forza T nel tirante risulta essere:

T =
1

2
Kaγ(h+ d)2 − 1

2
Kpγd

2

Il tirante sostiene una parte sostanziale del carico totale attivo (dal 20% a più del 50%).

La forza di taglio V e il momento flettente M al metro possono calcolarsi per ogni sezione
della paratia.



6.4.1. Ancoraggi

I tiranti sono barre di acciaio connesse a piastre ed in grado di resistere alla forza T del
tirante. Il tiro massimo Tmax è definibile mediante Coulomb.

Da un lato della piastra agisce la pressione passiva, e dall’altro lato la pressione attiva, si
ha quindi:

Tmax =
1

2
(Kp −Ka)γb

2

Deve applicarsi un ampio fattore di sicurezza FS. In aggiunta la barra deve resistere a
questa forza.

La distanza della piastra dal muro è tale che la regione in stato attivo della paratia non si
sovrapponga alla regione passiva della piastra del tirante.



6.5. Spinta a riposo

Nel caso di un muro di contenimento rigido, la tensione laterale contro il muro può definirsi
ricorrendo al concetto di spinta a riposo.

Se gli spostamenti orizzontali del muro sono praticamente zero, il rapporto tra la tensione
orizzontale e la tensione verticale è il coefficiente di spinta a riposo. In un materiale
elastico risulta K0 = ν/(1 − ν). Per i terreni esso varia da 0.5 a 1.0; per argille soffici
può essere vicino a 1, e per sabbie può essere circa 0.6 or 0.7. In assenza di informazioni
certe per terreni argillosi NC si usa la formula di Jaky:

K0 = 1− sinφ′

Per terreni OC K0 dipende dalla storia tensionale, ed è una proporzione della spinta a
riposo sviluppata durante la consolidazione iniziale. Si applica la seguente espressione:

K0 = (1− sinφ′)OCRsinφ′



7. Capacità portante delle fondazioni

Una fondazione è la parte di struttura che trasmette i carichi al terreno.

Le fondazioni superficiali si distinguono in plinti, travi rovesce e platee. Si usano quando
il terreno superficiale è in grado di sostenere i carichi della struttura in elevazione.

Quando la fondazione sostiene un singolo pilastro è detta plinto (pad), se supporta un
gruppo di pilastri ravvicinati è una platea (mat foundation), se infine supporta un muro
portante o un muro di sostegno è una trave rovescia (strip foundation).

I pali sono usati per trasmettere i carichi ad un terreno (o roccia) di buone caratteristiche,
rinvenuto a una profondità maggiore, quando il terreno superficiale non è in grado di
sostenere i carichi trasmessi dalla struttura di elevazione.



7.1. Basi progettuali

Si applicano due approcci per la progettazione di una fondazione:

1. il metodo delle tensioni ammissibili, usando un fattore di sicurezza FS (2÷3) per
assicurare che la tensione applicata all’elemento fondazionale in esame (dovuta al peso
proprio e al carico massimo imposto) sia inferiore al valore per il quale si materializza
una rottura a taglio nel terreno di fondazione. La capacità portante ammissibile qa è
pari a qf , capacità portante limite, divisa per FS.

2. il metodo agli stati limite (Eurocode 7 o EC7) è finalizzato ad assicurare che tutti
i requisiti prestazionali siano rispettati sotto qualunque situazione concepibile. Gli
stati limite ultimi (Ultimate Limit States, ULS) riferiscono al collasso che deve essere
scongiurato. Gli stati limite di esercizio (Serviceability Limit States, SLS) riferiscono
a cedimenti inaccettabili che devono essere evitati. Fattori di sicurezza parziali si
applicano alle azioni e ai parametri del terreno.



terreno qa(kN/m2)

ghiaie dense o ghiaie e sabbie dense >600
ghiaie mediamente dense o sabbie e ghiaie mediamente dense 200-600

ghiaie sciolte o sabbie e ghiaie sciolte <200
sabbie dense >300

sabbie mediamente dense 100-300
sabbie <100

argille dure 300-600
argille rigide 150-300

argille compatte 75-150
argille soffici e limi <75

Valori raccomandati di qa per progetti preliminari



7.2. Capacità portante limite

Il collasso di una fondazione può manifestarsi per cedimenti eccessivi (che causano
danneggiamento alla struttura) o per rottura a taglio, quando la fondazione del
terreno fluisce plasticamente sotto la fondazione. La capacità portante limite qf

è il valore limite del carico per area unitaria q per il quale la rottura a taglio
si manifesta.



Possono manifestarsi tre modi distinti di rottura sotto una fondazione.

• rottura generale a taglio: una superficie di rottura continua si sviluppa tra i bordi
della fondazione e la superficie del terreno; si osserva il sollevamento della superficie
di terreno ai lati (in realtà il movimento di scivolamento finale interessa solamente un
lato, accompagnato da un tilting della fondazione).

• rottura a taglio locale: si sviluppa una compressione significativa del terreno e sola-
mente uno sviluppo parziale dell’equilibrio plastico; qf non è chiaramente definita.

• rottura a taglio per punzonamento: vi è una compressione relativamente ampia del
terreno, non vi nè sollevamento del terreno nè tilting della fondazione; qf non è
chiaramente definita.



7.3. Terzaghi

La stima di qf per la rottura a taglio generale si ottiene ricorrendo a soluzioni analitiche
che sono state ottenute assumendo l’ipotesi di materiale rigido-perfettamente-plastico.

Usando l’analisi limite Terzaghi defiǹı il valore di qf per una fondazione nastriforme larga
B. La formula deriva dalla sovrapposizione di tre soluzioni distinte, corrispondenti a:

• terreno privo di peso con coesione e angolo d’attrito;

• terreno con angolo d’attrito sotto l’effetto di un sovraccarico q0 = γD (D profondità
dello scavo);

• terreno con peso e attrito e privo di coesione



La formula di Terzaghi è:

qf = cNc + γDNq +
1

2
γBNγ

Nc, Nq, Nγ sono i fattori di capacità portante:

Nq =
e2π(0.75−φ/360) tanφ

2 cos2 (45 + φ/2)

Nc =
Nq − 1

tanφ

Nγ =
tanφ

2

(
Kpγ

cos2 φ
− 1

)
dove Kpγ non può essere esplicitamente definito e si usano allo scopo metodi grafici. Le
seguenti soluzioni approssimate sono disponibili per Nγ:

Nγ =
2 (Nq + 1) tanφ

1 + 0.4 sin 4φ

Nγ = 1.8(Nq − 1) tanφ

Nγ = (Nq − 1) tan(1.4φ)

Nell’Eurocodice si raccomanda la seguente relazione:

Nγ = 2.0(Nq − 1) tanφ



7.3.1. Estensione alle tre dimensioni

Per fondazioni diverse dalle fondazioni nastriformi e per carichi inclinati ed eccentrici si
usa la seguente formula di Brinch-Hansen:

qf = cNcscic + γDNqsqiq + 0.5γBNγsγiγ

dove sc, sq e sγ sono fattori di forma e ic, iq e iγ fattori di inclinazione.

sc = sq = 1.2 per fondazioni � e ©, sγ=0.8 per fondazioni � e 0.6 per fondazioni ©.

Per una fondazione rettangolare B × L si applica una interpolazione lineare tra la fon-
dazione nastriforme (B/L = 0) e la fondazione � (B/L=1).

I fattori di inclinazione sono:

ic = 1− H

2cB′L′

iq = 1− 1.5H

V
iγ = i2q

dove V e H sono le componenti verticale e orizzontale del carico risultante.

Quando la fondazione è soggetta a carichi eccentrici si utilizza la formula di Brinch-Hansen
inserendo il valore della fondazione effettiva avente larghezza uguale a B − 2e, essendo
e l’eccentricità. Se il carico risultante è eccentrico anche nella direzione della lunghezza
della fondazione rettangolare, si considera per L una riduzione simile a quella per B.



7.4. Fattori di capacità portante



7.4.1. Considerazione corretta del peso

In una analisi alle tensioni efficaci:

1. se il livello di falda è ben sotto il livello di fondazione, si usa il peso specifico totale γ;

2. se il livello di falda è al livello della fondazione, si usa il peso specifico efficace γ′ in
(1/2)γBN ′γ, mentre si usa γ nel secondo termine rappresentante la resistenza dovuta
a q0;

3. se il livello di falda è alla superficie, si usa soltanto γ′.

In una analisi alle tensioni totali il peso specifico saturo γ si usa nel secondo termine,
essendo Nγ zero.



7.4.2. Valori di capacità portante di Skempton

Skempton postulò che per argille sature in condizioni non drenate qf risulta pari a:

qf = cuNc + γD

con Nc = f(D/B,B/L).

Il fattore Nc per una fondazione rettangolare di dimensioni B × L (con B < L) è pari al
valore per una fondazione quadrata moltiplicato per 0.84+0.16B/L.



7.5. Esercizi

#1

Una fondazione 2.25 × 2.25m2 è a una profondità D di 1.5m in un materiale sabbioso,
(c′=0, φ′=38◦, γ sopra il livello di falda 18kN/m3, γsat 20kN/m3). Determinare qf se
(1) il livello di falda è ben sotto la fondazione e se (2) il livello di falda è alla superficie.

Soluzione

Per una fondazione quadrata larga B qf risulta pari a:

qf = 1.2γDNq + 0.4γBNγ

Dato φ′ = 38◦ si ha dall’abaco Nγ=67 e Nq=49, quindi:

qf = (1.2× 18× 1.5× 49) + (0.4× 18× 2.25× 67) = 2673kN/m2

Quando il livello di falda è alla superficie, qf risulta pari a:

qf = 1.2γ′DNq + 0.4γ′BNγ = (1.2× 10.2× 1.5× 49) + (0.4× 10.2× 2.25× 67) =

1514.7kN/m2



#2

Una fondazione nastriforme dovrebbe sostenere il peso proprio di 500kN/m ed un carico
imposto di 300kN/m; il piano di posa è situato a una profondità di 0.7m in una sabbia
ghiaiosa (valori caratteristici c′=0, φ′=40◦, γ a.w.t. 17kN/m3, γsat 20kN/m3). Deter-

minare la larghezza B per la quale FS sia uguale a 3.0 assumendo che il livello di falda
si elevi al livello della fondazione.

Soluzione

Per φ′=40◦ Nγ è 95 e Nq è 64. Per una analisi alle tensioni efficaci si ha:

qf = γDNq +
1

2
γ′BNγ = (17× 0.7× 64) + (0.5B10.2× 95) = 762 + 485B

Di conseguenza la capacità portante netta ultima è qf − γD = 750 + 485B. La pressione
netta sulla fondazione è 800/B−(17×0.7). Quindi, per FS uguale a 3: 1

3(750+485B) =
800/B − 12, e conseguentemente B=1.55m.

Nell’approccio agli stati limite, il valore di progetto di φ′ è tan−1(tan 40◦/1.25) = 34◦

(fattore parziale 1.25), corrispondente a Nγ = 35 e Nq = 30. Perciò la capacità portante
progettuale è pari a:

Rd = 1.55

[
(17× 0.7× 30) + (

1

2
× 10.2× 1.55× 35)

]
= 982kN/m

e la azione di progetto è uguale a: Vd = (500× 1.00) + (300× 1.30) = 890kN/m.

La verifica di resistenza allo stato limite è soddisfatta.



#3

Una fondazione 2.0×2.0m2 è collocata a una profondità di 4.0m in una argilla rigida
avente peso specifico a saturazione di 21kN/m3. cu a una profondità di 4.0m è 120kN/m2.
La fondazione sostiene un carico permanente di 1200kN e un carico variabile di 700kN.
Verifica la fondazione rispetto allo stato limite ultimo.

Soluzione

Per ULS i fattori parziali per le azioni sono 1.0 per le azioni permanenti e 1.3 per le azioni
variabili. Perciò Vd = (1200× 1.00) + (700× 1.30) = 2110kN.

Il valore progettuale1 di cu è 120/1.40, cioè a dire 85kN/m2.

Dato che D/B=2, Nc è 8.4 e Nq=1, quindi la capacità portante di progetto è pari a:

Rd = 22[(85× 8.4) + (21× 4)] = 3192kN

L’azione di progetto è inferiore alla capacità portante; quindi, la fondazione è adeguata
per lo stato limite.

1Per l’Eurocodice (British Code, vedi libro prof. Craig) quando si ha a che fare con situazioni per le
quali le proprietà del terreno sono incerte, i fattori parziali sono per c′ 1.60, per tanφ′ 1.25, per cu 1.40.
In questo caso un fattore pari a uno è applicato sia alle azioni permanenti favorevoli che sfavorevoli e
un fattore pari a 1.30 alle azioni variabili.



#4

La base di un muro di contenimento è 3m larga ed è 1m sotto la superficie davanti al muro.
Il livello di falda è ben sotto il livello della base. Le componenti verticale e orizzontale
della reazione alla base sono 282 e 102kN/m, risp., e la relativa eccentricità è 0.36m. Per
il terreno di fondazione si ha c′=0, φ′ = 35◦, γ=18kN/m3. Determinare FS contro la
rottura a taglio.

Soluzione

La larghezza effettiva della base è B − 2e=2.28m. Per φ′ = 35◦ Nq è 33 e Nγ 41. I
fattori di inclinazione sono:

iq = 1−
(

1.5× 102

282

)
= 0.46

iγ = 0.4622 = 0.21

La capacità portante limite è data da:

qf = γDNqiq +
1

2
(B − 2e)Nγiγ = (18× 1× 33× 0.46) +

(
1

2
× 18× 2.28× 41× 0.21

)
= 273 + 177 = 450kN/m2

Infine qf−γD=432kN/m2 è il valore netto e 282/2.28-18=106kN/m2 è la pressione netta
qn. Ne consegue FS è (qf − γD)/qn = 432/106 = 4.0.



7.6. Rottura di fondo scavo

La teoria della capacità portante può essere utilmente applicata per definire la stabilità di
scavi in argilla in condizioni non drenate.

La rottura si manifesta quando cu è insufficiente per resistere alla tensione media di taglio
che deriva dalla pressione verticale p dovuta al peso del terreno (70%γBH), ridotto della
resistenza a taglio cuH:

p = γH − cuH

0.7B



Il problema è inverso di quello della fondazione. La resistenza disponibile a taglio lungo
la superficie di rottura è cuNc, dove Nc è 5.7. Quindi per l’equilibrio:

cuNc = γH − cuH

0.7B

FS per la rottura di fondo scavo risulta:

FS =
cuNc

(γ − cu/0.7B)H



7.7. Pali

Tipi di pali: (a) pali in CA prefabbricato, (b) pali in acciaio, (c) pali con fusto, (d) pali in
cemento con il fusto estratto, (e) pali trivellati e (f) pali trivellati a base allargata.



Si distinguono due categorie di pali:

• pali battuti: battuti nel terreno, l’istallazione provoca deformazioni e disturbo nel
suolo circostante;

• pali gettati in opera: un certo volume di terreno è rimosso per formare un fusto il cui
interno viene riempito da cemento per formare il palo.

La capacità portante ultima Qf di un palo è uguale alla somma della capacità portante
(ultime) della base e del fusto. La capacità portante della base è il prodotto dell’area di
base Ab e della pressione qb per la quale si produce rottura a taglio del terreno immedi-
atamente al di sotto e adiacente alla base del palo. La resistenza del fusto è il prodotto
dell’area del fusto As e della resistenza a taglio per unità di area qs (skin friction) che si
sviluppa tra il palo e il terreno. In formula:

Qf = Abqb + Asqs

Dato che lo spostamento verticale richiesto per la mobilitazione completa della resistenza
di base è molto più grande di quello per la mobilitazione completa della resistenza di fusto
le due capacità portanti non sono raggiunte contemporaneamente, perciò si applicano dei
fattori di correzione.

Nello EC7 la capacità portante di progetto Rcd si definisce come:

Rcd =
Rbk

γb
+
Rsk

γs

con γb e γs fattori parziali per la resistenza di base e per la resistenza del fusto, risp.



7.7.1. Pali in sabbia

La capacità portante e il cedimento di un palo dipendono principalmente dalla densità
della sabbia (che può aumentare dopo la battitura del palo). La qb alla base può essere
espressa come:

qb = σ′0Nq

con σ′0 tensione verticale al livello della base.



Secondo Berezantzev et al. le superfici di rottura si sviluppano fino al livello della base.
Il sovraccarico consiste della pressione dovuta al peso di un anello di terreno circostante
il terreno, ridotto dalla forza frizionale sulla superficie esterna del terreno stesso. La forza
risultante Nq dipende da φ′ e L/B (rapporto lunghezza palo/larghezza base).

Il valore medio qs della ’skin friction’ lungo il fusto è pari a:

qs = Ksσ̄
′
0 tan δ

con, relativamente al fusto, Ks coefficiente medio di spinta del terreno e σ̄′0 la tensione
verticale media, e con δ angolo di attrito tra palo e sabbia.

I valori dei parametri richiesti per queste soluzioni sono difficilmente definibili, perciò
si preferisce applicare in alternativa relazioni empiriche. Meyerhof sugger̀ı la seguente
relazione:

qb = 40N
Db

B
≤ 400N(kN/m2)

dove N è il valore della resistenza penetrometrica standard (standard penetration resis-
tance) nella vicinanza del palo e Db la lunghezza del palo in sabbia.

Un’altra relazione proposta é:
qs = 2N̄(kN/m2)

dove N̄ è il valor medio di N misurato lungo la porzione di palo in sabbia.

Anche per la resistenza di fusto per unità di area qs si sono definite correlazioni empiriche
(non riportate qui!).



7.7.2. Standard penetration test

Si usa per stimare la densità di un deposito di sabbia. Un campionatore di dimensioni
standard è infisso nel terreno alla base di un sondaggio tramite un martello di 65kg che
cade da una altezza di 760mm.



Inizialmente il campionatore è infisso di 150mm nella sabbia, poi il numero di colpi richiesto
per un avanzamento ulteriore di 300mm costituisce il numero della resistenza penetromet-
rica standard N .

N dipende non solo dalla densità ma anche dal livello di tensione efficace alla profondità
della misurazione. In aggiunta gradazione e forma delle particelle e grado di sovraconsol-
idazione possono influenzare il valore.

Una correlazione di largo uso tra la resistenza a taglio φ′ e N è stata proposta da DeMello.



7.7.3. Pali in argilla

Nel caso di pali battuti, l’argilla adiacente al palo è dislocata sia lateralmente che vertical-
mente con sollevamento del terreno e generazione di pressioni interstiziali (che dissipano
relativamente presto).

Nel caso di pali gettati in opera uno strato sottile di argilla dell’ordine di 25mm imme-
diatamente circostante il fusto viene ’rimpastato’ durante lo scavo e un rammollimento
dell’argilla ha luogo attorno al fusto a seguito del rilascio tensionale.

Per qb si considera la resistenza non drenata cu al livello della base del palo:

qb = cuNc

Il valore di 9 per Nc è ritenuto appropriato (cioè a dire il valore secondo Skempton per
D/B > 4).

La ’skin friction’ può correlarsi empiricamente con la cu media lungo la profondità del palo,
cioè a dire qs = αcu dove α (0.3÷1) dipende dl tipo di argilla, dal metodo di istallazione
del palo e dal materiale del palo.



7.7.4. Esercizio

Un palo a base allargata in una argilla rigida ha diametri 1.05 (fusto) e 3.00m (base
allagata). Il palo si estende da 4m a 22m nell’argilla, la sommità della base allargata a
20m. Il coefficiente di adesione è 0.4. Determinare la capacità portante in modo che
FS sia 2.

Soluzione

Al livello della base (22 m) la resistenza non drenata è 220 kN/m2. Perciò risulta:

qb = cuNc = 220kN/m2 × 9 = 1980kN/m2



Si raccomanda di scartare la ’skin friction’ per una lunghezza di 2B sopra la sommità
dell’allargamento, cioè a dire sotto la profondità di 17.9m. Il valor medio di cu tra 4 e
17.9m è 130 kN/m2. Perciò si ha:

qs = c̄uα = 0.4× 130 = 52kN/m2

Il carico ultimo risulta essere:

Qf = Abqb+Asqs =
(π

4
× 32 × 1980

)
+(π×1.05×13.9×52) = 13996+2384 = 16380kN

Quindi il carico ammissibile è Qf/FS= 16380/2=8190kN.



8. Stabilità dei pendii

Le forze gravitazionali e di filtrazione possono causare instabilità dei versanti in terra. Le
rotture di versante si distinguono in:

• scivolamenti rotazionali (archi circolari o curve non circolari nei piani verticali);

• scivolamenti traslazionali;

• scivolamenti composti.

I problemi di stabilità dei terreni sono considerati generalmente 2D (condizioni di defor-
mazione piana).



I metodi all’equilibrio limite sono normalmente utlizzati nelle analisi di stabilità dei ver-
santi: la rottura può avvenire tendenzialmente lungo una superficie di scivolamento. Nel
metodo alle tensioni ammissibili si confronta la tensione a taglio necessaria per man-
tenere l’equilibrio con la resistenza a taglio disponibile del terreno lungo la superficie di
scivolamento, ottenendo FS (da attribuirsi all’intero versante).

Molti metodi sono disponibili per definire FS per superfici di scivolamento circolare, tra i
maggiormente usati quelli definiti da Fellenius e Bishop.

In tali metodi il terreno delimitato dalla superficie di scivolamento è suddiviso in un certo
numero di strisce delimitate da interfacce verticali.



In corrispondenza della superficie di scivolamento:

τn =
1

FS
(c′ + σ′n tanφ′)

Si applica l’equazione di equilibrio dei momenti rispetto al centro del cerchio:∑
γhbR sinα =

∑ τnbR

cosα

Se tutte le strisce hanno la stessa larghezza si ha:

FS =

∑
[(c′ + σ′n tanφ′)/ cosα]∑

γh sinα

I diversi metodi differiscono nel modo in cui si calcola la tensione efficace normale.



8.1. Fellenius

Si assume che non ci siano forze tra le strisce. La tensione totale normale σn è per
l’equilibrio:

σn = γh cos2 α

Considerando il principio delle tensioni efficaci si ha:

FS =

∑{[
c′ + (γh cos2 α− p) tanφ′

]
/ cosα

}∑
γh sinα

Se la superficie di scivolamento non è in qualche modo stata definita a priori, la si può
individuare calcolando FS per un buon numero di superfici circolari (di tentativo) in modo
trovare la superficie critica di scivolamento per la quale si realizza il valore più piccolo di
FS.

Il metodo di Fellenius ha diverse incongruenze, talvolta perciò si preferiscono metodi più
sofisticati.



8.2. Bishop

In questo metodo le forze tra le strisce sono considerate orizzontali (ma non sono consid-
erate nei calcoli). L’equilibrio dei momenti è ancora applicabile; per l’equilibrio verticale
di una striscia si ha:

γh = σ′n + p+ τn
sinα

cosα
dove:

τn = (c′ + σ′n tanφ′)/FS

Quindi ne consegue:

σ′n(1 +
tanα tanφ′

FS
) = γh− p− c′

FS
tanα

Infine:

FS =

∑ c′+(γh−p) tanφ′

cosα(1+tanα tanφ′/FS)∑
γh sinα

Dato che FS è anche nella parte destra dell’equazione per individuarne il valore si deve
ricorrere ad una procedura iterativa iniziando con una prima stima.

Quando φ′=0 i metodi di Bishop e di Fellenius forniscono gli stessi risultati. Se φ′ >0 il
metodo di Bishop generalmente fornisce valori più piccoli.



La pressione interstiziale può essere correlata alla cosiddetta pressione di riempimento
usando il rapporto adimensionale della pressione interstiziale ru:

ru =
p

γh
=

p

W/b

Si ha quindi:

FS =

∑ c′b+W (1−ru) tanφ′

cosα(1+tanα tanφ′/FS)∑
W sinα

dove W è il peso della striscia che può inglobare il peso degli strati multipli al di sotto ed
al di sopra del livello di falda.

Si noti che se l’acqua NON É in condizioni idrostatiche una valutazione appropri-
ata di p alla base di ciascuna striscia richiederebbe una rete di flusso. Comunque,
l’assunzione di una pressione interstiziale idrostatica è conservativa



8.3. Esercizio

Usando il metodo delle strisce di Fellenius, determinare FS per la data superficie di
rottura, dati c′=10kN/m2 e φ′=29◦ per la massa di terreno. γ del terreno sopra e sotto
il livello di falda è 20kN/m3.

Soluzione

La massa di terreno delimitata dalla superficie di scivolamento è suddivisa in strisce di
1.5m. Il peso W di ogni striscia risulta pari a:

W = γbh = 20× 1.5h = 30hkN/m



L’altezza h è misurata lungo la verticale in corrispondenza del centro della base. Si ha:
W cosα = 30h cosα, W sinα = 30h sinα. La pressione interstiziale al centro della base
di ciascuna striscia è γwzw, con zw distanza verticale del punto centrale sotto il livello di
falda.

striscia # h cosα(m) h sinα(m) p(kN/m2) l(m) pl(kN/m)
1 0.75 0.15 5.9 1.55 9.1
2 1.80 0.10 11.8 1.50 17.7
3 2.70 0.40 16.2 1.55 25.1
4 3.25 1.00 18.1 1.60 29.0
5 3.45 1.75 17.1 1.70 29.1
6 3.10 2.35 11.3 1.95 22.0
7 1.90 2.25 0 2.35 0
8 0.55 0.95 0 2.15 0

17.50 8.45 14.35 132.0

La lunghezza dell’arco La risulta pari a 14.35m. Quindi:∑
W cosα = 30× 17.50 = 525kN/m∑
W sinα = 30× 8.45 = 254kN/m∑

(W cosα− pl) = 525− 132 = 393kN/m

Infine:

FS =
c′La + tanφ′(W cosα− pl)∑

W sinα
=

(10× 14.35) + (0.554× 393)

254
= 1.42



8.4. Analisi per φu=0

L’analisi è in tensioni totali e riferisce al caso di una argilla satura in condizioni non
drenate. Per l’equilibrio la resistenza a taglio da mobilitare lungo la superficie di rottura
risulta essere:

τn =
cu

FS
Per l’equilibrio ai momenti:

Wd =
cuLar

FS



perciò si ha:

FS =
cuLar

Wd

Basandosi sul principio della similarità geometrica, Taylor defiǹı i coefficienti di stabilità
per tali casi. Per un pendio di altezza H il coefficiente di stabilità Ns per la superficie di
rottura per la quale FS assume il valore minimo è pari a:

Ns =
cu

FSγH

Ns dipende dal angolo del pendio β e dal fattore di profondità D, essendo DH la profondità
alla quale si attesta uno strato resistente.



8.5. Stabilità dei pendii infiniti

Si consideri un pendio infinitamente lungo costituito da un terreno anidro con angolo di
attrito φ e di inclinazione α.

Usando coordinate ‖ e ⊥ al versante, si ha per l’equilibrio:

∂σξξ
∂ξ

+
∂σηξ
∂η

+ γ sinα = 0

∂σξη
∂ξ

+
∂σηη
∂η
− γ cosα = 0

Risulta ragionevole assumere che lo stato tensionale sia indipendente da ξ, perciò (tensioni
efficaci ora!):

σηξ = −γη sinα σηη = γη cosα



Per η=0 le tensioni sono nulle. Segue che |σηξ|/|σηη| = tanα. Il fattore di stabilità FS è
pertanto:

FS =
|σηξ|max

|σηξ|
=

tanφ′

tanα

La pendenza massima di un versante di sabbia anidra è φ′. Un metodo semplice
per determinare il valore dell’angolo di attrito di una sabbia consiste nel misurare
l’angolo che spontaneamente assume un mucchio della stessa sabbia.



8.5.1. Pendio infinito sommerso

Le equazioni di equilibrio sono:

∂σ′ξξ
∂ξ

+
∂σηξ
∂η

+
∂p

∂ξ
+ γ sinα = 0

∂σξη
∂ξ

+
∂σ′ηη
∂η

+
∂p

∂η
− γ cosα = 0

Se l’acqua sotterranea è a riposo (asse ζ verso l’alto) si ha:

p = p0 − γwζ = p0 + γwη cosα− γwξ sinα

dove p0 è la pressione interstiziale di riferimento a ζ=0. Per un pendio infinito sommerso il
livello di falda è a∞, perciò p0 risulta comunque∞ qualunque sia il livello di riferimento.
Si ha:

∂σ′ξξ
∂ξ

+
∂σηξ
∂η

+ γ′ sinα = 0

∂σξη
∂ξ

+
∂σ′ηη
∂η
− γ′ cosα = 0

Queste equazioni sono identiche a quelle per materiale anidro, eccetto che per il peso
specifico, perciò ricorre quanto segue:

FS =
tanφ′

tanα



8.5.2. Pendio infinito con filtrazione parallela

In una sponda che non risulti sufficientemente alta da contenere l’acqua di un fiume,
l’acqua straripa e l’acqua sotterranea fluisce ‖ al versante e verso il basso.

Se il flusso è uniforme p deve essere lineare in ξ e η, cioè a dire p = Aη +Bξ + C.

Lungo la superficie del terreno si ha p=0, quindi B = C = 0, cosicchè p = Aη. Il carico
idraulica h è pertanto:

h = ζ +
p

γw
= A

η

γw
− η cosα + ξ sinα

Dato che ∂h/∂η=0, ne consegue A = γw cosα, cosicchè si ha:

p = γwη cosα



Infine:
∂σ′ξξ
∂ξ

+
∂σηξ
∂η

+ γ sinα = 0

∂σξη
∂ξ

+
∂σ′ηη
∂η
− γ′ cosα = 0

Una soluzione indipendente da η risulta essere:

σηξ = −γη sinα σ′ηη = γ′η cosα

Il fattore di sicurezza è in questo caso:

FS =
γ′

γ

tanφ′

tanα
' 0.5FShyd

dove FShyd è il fattore di sicurezza quando l’acqua sotterranea è statica.

Il flusso sotterraneo ha una influenza negativa sulla stabilità di un versante.
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