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1)

4)

Si consideri il sistema meccanico in figura 1, dove il pendolo ha lunghezza ¢, massa m
e la molla, libera di muoversi orizzontalmente, ha costante elastica k. Si scriva I’energia
potenziale del sistema e si studino i punti di equilibrio, sotto la condizione che ¢ < % e si
traccino le separatrici nel piano delle fasi.

6 angolo con la verticale, V = —w?cosf + 1Q%cos? 0, w = \/%, Q= \/% . P.Eq =
0 (instabile), 7 (instabile), £6* = + arccos ?’2—; (stabili). Vedasi fig. 2 e 3

Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato ad un piano cartesiano verticale (z,y),
con asse y verticale ascendente, e mantiene distanza fissata L dallorigine. Un secondo
punto materiale () di ugual massa & vincolato al medesimo piano e inoltre a mantenere
distanza ¢ da P. Sul sistema agisce la gravita. Dopo una opportuna scelta delle coordinate
lagrangiane , si scrivano la matrice cinetica e le equazioni del moto.

Dalla Fig. 4 zp = Lsin®, yp = —Lcost, zqg=xzp+{sing, yq=yp—Lcos¢
ip=Lcos00, yp=Lsin00, ig=1ap+Llcospo, yg=1yp+Llsing¢
T =m (L?0'(t)* + L0’ (t)¢' (t) cos(0(t) — ¢(t)) + 3024/ (£)?) |

T 212 Llcos(6(t) — o(t))
N < Llcos(0(t) — o(t)) 2
V = —gm(2Lcos(0(t)) + Lcos(¢p(t))), L=T-V

0" + w?sin(0) + %e(b” cos(f — ¢) + %6 (<Z5,)2 sin(f — ¢) =0
w? sin(¢) + 0" cos(9—¢) (6")? sin(0—) + (Z)” -0

€ €

con w?=g/Lee=1{/L.

Enunciare il principio dei lavori virtuali in presenza di forze di dissipazione.

dt \ 9qx
Q. ¢ la forza generalizzata corrispondente alla k-esima coordinata generalizzata gy.
Tuttavia non esistendo un potenziale per le forze, non e possibile scrivere una Lagrangiana
L=T-V.
D’altra parte se alcune delle forze provengono da potenziali e altre da funzioni di dissipazione
d < 8L) oL _ _ 9D

In generale le equazioni del moto si possono scrivere nella forma d (o) _ 9T _ () dove
gy,

D = D (gy), allora le equazioni di Lagrange prendono la forma b ) ~ b = b,

Una particella di massa m € intrappolata in un potenziale sferico

0 <R
V_{ >~ r>R



Figure 1:

Figure 2:



Figure 3:

esegue una traiettoria triangolare chiusa. Calcolare quanto vale il suo momento angolare
al variare di massa e velocia e in quanto tempo percorre la traiettoria.

Data la simmetria sferica del sistema e il fatto che le forze sono centrali, deriva che tutte
le traiettorie sono piane e quelle triangolari sono equilateri inscritti ad una circonferenza
equatoriale. Quindi il lato ¢ £ = v/3R. Quindi il modulo del momento angolare ¢ J =
R mE
2 2
La particella si muove di moto rettilineo uniforme su ogni lato, quindi il periodo ¢ T" =
3V3R _ 3V3Rm

v 2J

mv=R

5) Sia dato il sistema hamiltoniano H = %Z?:o p? + g%a? 25’:1 escla (¢ — qi—1)]? con la

condizione di periodicita g3 = qg. Calcolare le frequenze dei modi normali attorno alla

configurazione di equilibrio qeq = (qo =0, q = %—Z, Q2 = —%—2)

04, H|q., = 0; Sostituzione : go — —%—g + ho + qo,q1 — %—Z + h1+ qo, g0 — — (h1 + h2) ,
p2 — ha,p1 — hy,p(0) — — <h1 + hQ) Approssimazione armonica per h = (hy, hs) — 0:
Horm = a%¢? (B3 — hahy + h3) + 4a%g® + h} + h3 + hihy = h-T -h—h -V - h, dove
_ 16a%*g? 2 —1 _ 2 1 ’ : _ 2 —
V=3 ( 1 o > eT = ( L L’equazione secolare det [V —w?T] = 0 ha
2
g

soluzioni positive wy = 1 ’13 ewr=4a’g

6) Dare la definizione di tensore d’inerzia per un corpo continuo rispetto ad un sistema d’assi

ortogonali (O, Z, 9, 2) e scrivere I'energia cinetica se il corpo ruota attorno ad un ulteriore
asse .



A

Figure 4:



Data una generica distribuzione di masse Am; > 0 nelle posizioni 7; = (21 (7), z2 (2) , 3 (7))
nello spazio euclideo, il tensore d’inerzia del corpo ¢ € dato dalle componenti

Ia,b = Z Amz Tq (Z) Ty (Z) .

Esso ¢ un tensore simmetrico definito positivo, quindi ¢ diagonalizzabile con autovalori reali
bl
positivi e i corrispondenti autovettori definiscono i corrispondenti assi principali d’inerzia.

Se il corpo rigido, fissato ad un punto, ruota attorno all’asse 7 con velocita angolare & = wn,
allora la sua energia cinetica e

T=1&- -7 - d.

[NIES

Calcolare la parentesi di Poisson tra il vettore P = p—4 7x E, dove B = B 2 e
'Hamiltoniana H = 55 {(pw +qB/2y)* + (p, — ¢B/2 )* + p?| + aL,, dove L, & la terza

componente del momento angolare.

{P;, H} = a¢; j Pj dove €15 = —ez1 = 1 e 0 altrimenti.
Di conseguenza P sono quantita. conservate solo per a = 0.

Mostrare per quali valori dei parametri la trasformazione
¢ =aq+bp, p=cq+dp

¢ canonica.

La condizione di canonicita {¢, p’} = 1 implica che il determinante della trasformazione sia
ad—bc=1.

Trovare le trasformazioni canoniche corrispondenti alla funzione generatirice F (q,p’) =
(' +a)* (g—b)° .

o = B (g b [p (g — b - aBt (g - )P
q/ _ Oéﬁl/a_l pa—l ((] _ b)(&+ﬂ—1)/04

Jacobi era un tedesco o un russo?

Nato 10/12/ 1804 Potsdam, Regno di Prussia

Morto 18/2/1851 Berlino, Regno di Prussia

Educazione Universita di Knigsberg

Professore Universita di Berlino

Noto per

Funzioni ellittiche di Jacobi, Jacobiano, Simbolo di Jacobi , Identita di Jacobi , operatori
di Jacobi, equazione di xHamiltonJacobi




