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Oscillazioni torsionali degli alberi 
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Sistema reale è  
- Cinematismo 

biella-manovella 
- Gomito  La riduzione del sistema reale consiste in 

due passaggi: 
- Volano equivalente 
- Tronco equivalente 

a) Riduzione dal sistema reale ad uno 
equivalente  
 

b) Determinazione delle frequenze proprie 
del sistema equivalente 
 

c) Analisi e scomposizione in armoniche 
del momento motore 
 

d) Determinazione delle oscillazioni 
dovute a risonanza e forzate 
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Riduzione del sistema reale in uno equivalente 
   
- Passaggio ad un volano equivalente 
 
1° step – Riduzione della biella a 
sistema di masse concentrate 

𝑚𝐵 + 𝑚𝑃 = 𝑚          stessa massa 
 

𝑚𝐵𝑙𝐵 = 𝑚𝑃𝑙𝑃          stessa posizione del  
                                  baricentro 
 

𝑚𝐵𝑙𝐵
2 + 𝑚𝑃𝑙𝑃

2 + 𝐼𝑜 = 𝐼𝐺     stesso momento  
                                        d’inerzia baricentrico 

Io= momento d’inerzia puro dovuto ad una  
      massa infinitesima posta a distanza infinita 

𝑚𝑃 = 𝑚
𝑙𝐵

𝑙𝐵 + 𝑙𝑃
 

𝑚𝐵 = 𝑚
𝑙𝑃

𝑙𝐵 + 𝑙𝑃
 𝐼𝑜 = 𝐼𝐺 − 𝑚𝑙𝐵𝑙𝑃 
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2° step – Riduzione a volano equivalente 
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Riduzione di un 
gomito a tronco 

equivalente  
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L’equivalenza tra due tronchi si considera realizzata quando le 
rigidezze torsionali relative sono uguali 
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Caso di rigidezze in serie 
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Riduzione  all’asse motore di albero condotto 
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𝐼𝜃̅′2
2 = 𝐼𝐼2𝜃𝜃2

2 + 𝐼𝐼3𝜃𝜃3
2 −

𝑘𝑘2
𝜔2 𝜃𝜃2 − 𝜃𝜃3 2 

 

𝐼 ̅ = 𝐼𝐼2 + 𝐼𝐼3
𝜃′3
𝜃′2

2

−
𝑘𝑘2
𝜔2 1 −

𝜃𝜃3
𝜃𝜃2

2

 

 
 
 

𝐼 ̅ = 𝐼𝐼2 + 𝐼𝐼3
𝑘𝑘2

2

𝑘𝑘2 − 𝐼𝐼3𝜔2 2 −
𝑘𝑘2
𝜔2

𝑘𝑘2 − 𝐼′3𝜔2 − 𝑘𝑘2
𝑘𝑘2 − 𝐼𝐼3𝜔2

2
 

 
 

𝐼 ̅ = 𝐼𝐼2 +
𝐼𝐼3𝜔2𝑘𝑘2

2 − 𝑘𝑘2𝐼𝐼3
2𝜔4

𝜔2 𝑘𝑘2 − 𝐼𝐼3𝜔2 2 = 𝐼𝐼2 +
𝐼𝐼3𝜔2𝑘𝑘2 𝑘𝑘2 − 𝐼𝐼3𝜔2

𝜔2 𝑘𝑘2 − 𝐼𝐼3𝜔2 2  

 

𝐼 ̅ = 𝐼𝐼2 +
𝐼𝐼3

1 − 𝐼𝐼3
𝑘𝑘2

𝜔2
 

𝑘𝑘2 𝜃′3 − 𝜃𝜃2  = 𝐼𝐼3𝜔2𝜃′3 
 
𝑘𝑘2𝜃𝜃3 − 𝐼𝐼3𝜔2𝜃𝜃3 = 𝑘𝑘2𝜃𝜃2 
 

𝜃𝜃3
𝜃𝜃2

=
𝑘′2

𝑘𝑘2 − 𝐼𝐼3𝜔2 
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Determinazione delle frequenze proprie del sistema 
equivalente 

−𝐼θ̈ - kθ = 0 
                            θ = θo senωt 
θ̇ = ωθo senωt 
θ̈ = -𝜔2θo senωt 
𝐼𝜔2θo senωt - kθo senωt = 0 
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Analisi del momento motore 
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� 𝑀𝑚𝑑 𝜔′𝑡 = � 𝐴𝑜𝑑 𝜔′𝑡
2𝜋

0

2𝜋

0
 

𝐴𝑜 = 1
2𝜋

 ∫ 𝑀𝑚𝑑 𝜔′𝑡2𝜋
0  

𝐴𝑘 = 1
𝜋
 ∫ 𝑀𝑚cos (𝑘𝜔′𝑡)𝑑 𝜔′𝑡2𝜋
0  

𝐵𝑘 = 1
𝜋
 ∫ 𝑀𝑚sen (𝑘𝜔′𝑡)𝑑 𝜔′𝑡2𝜋
0  

𝑀𝑚=𝐴0+𝐴1cos 𝜔′𝑡 + 𝐴2cos 2𝜔′𝑡 + 𝐴3cos 3𝜔′𝑡 + ⋯… . 𝐴𝑘cos 𝑘𝜔′𝑡 + 
 
+𝐵1sen 𝜔′𝑡 + 𝐵2sen 2𝜔′𝑡 +……𝐵𝑘sen 𝑘𝜔′𝑡 +……. 
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Determinazione delle oscillazioni dovute a risonanza 
 

Caso del monocilindro 

Smorzamento critico corrisponde 
allo smorzamento per cui il moto 
passa da oscillatorio a aperiodico 
smorzato 

coeff. di amplificazione 

𝜃1 = 𝛼1 = 1 
 

𝛼2 = −𝜃2 𝜃1�  
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β1k= angolo di fase in ritardo del-
lo spostamento angolare  rispetto 
al momento 

In condizioni di risonanza il lavoro eccitatore è max per  β1k= 90°                
 

L1k = π M1kθ1k 

kkkkkk tsentsent 111 cos)cos()()cos( βωβωβω +=−

Calcolo del θ1 per l’armonica k-esima in risonanza 

(Lavoro eccitatore = Lavoro dissipato) in ogni periodo 

Mik(t) = M1k sen(ωkt) 
 
θ1k(t) = θ1k sen(ωkt - β1k) 

𝐿1𝑘 = � 𝑀1𝑘 𝑡  𝑑(𝜃1𝑘 𝑡 )
𝑇

 

𝐿1𝑘 = � 𝑀1𝑘 𝑠𝑠𝑠 𝜔𝑘𝑡  𝜃1𝑘 cos(𝜔𝑘𝑡 − β1k)𝑑(𝜔𝑘𝑡)
𝑇
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Lavoro dissipato nel bielli-
smo è considerato concen-
trato nel bottone di mano- 
vella e proporzionale alla 
area del pistone e alla ve- 
locità lineare dello stesso 
bottone 

ω2
kdt 

Lavoro dissipato =  
  - attrito esterno fra le parti che si trovano in moto relativo 
  - attrito interno al materiale 
  - oscillazioni delle utenze in fluidi o campi magnetici 
 
  
 
Lavoro dissipato totale =  
Lavoro dissipato nel biellismo + lavoro dissipato dall’utenza 

Criterio semplificativo 
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Il lavoro dissipato dall’utenza (per es. l’elica) può essere calcolato 
considerando che la velocità dell’elica è pari a  

3
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θ2k(t) = θ2ksen (ωkt) 
 
ω = ωm + θ2k cos (ωkt) ωk  
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M 

)()()()( tMtMtMtM rkmst +−=

)()( kkkk tsenMtM φω +=
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Oscillazioni torsionali forzate 

Caso del monocilindro 
𝐾 𝜃  = 𝜔2 𝑀 𝜃 + 𝐹  

 

( 𝐾 𝜃  - 𝜔2 𝑀 ) 𝜃 =  𝐹  

𝑘11 𝑘12
𝑘21 𝑘22

− 𝜔∗2
𝑘
𝐼1 0
0 𝐼2

𝜃1𝑘
𝜃2𝑘

= 𝑀1𝑘
0  

 
𝑘 − 𝜔∗2

𝑘𝐼1 −𝑘
−𝑘 𝑘 − 𝜔∗2

𝑘𝐼2
𝜃1𝑘
𝜃2𝑘

= 𝑀1𝑘
0  

 
𝜃𝑘 = 𝑘 −1 𝑀𝑘  
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Oscillazioni torsionali in condizioni di risonanza 

Caso del pluricilindro 
N cilindri – 4 tempi 
Motori in linea 
Cilindri tutti uguali 
Stesse condizioni di funzionamento 
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𝛿
𝜔𝑚

=  
𝛾
𝜔𝑘

 𝛾 =  𝛿
𝜔𝑚

 𝜔𝑘 = 𝛿
𝜔𝑚

𝑘
2
 𝜔𝑚=4𝜋

𝑛
𝑘
2
 = 2𝜋

𝑛
𝑘 
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ikkik αθθ ⋅= 1

𝐿𝑖𝑖 = 𝜋𝑀𝑖𝑖𝜃𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝛽𝑖𝑖 
 

𝐿𝑖𝑖 = 𝜋�𝑀𝑖𝑖𝜃𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝛽𝑖𝑖 = 𝜋𝜃1𝑘�𝑀𝑖𝑖𝛼𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝛽𝑖𝑖

𝑛

1

𝑛

1

 

∑ 𝑀𝑖𝑖𝛼𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝛽𝑖𝑖𝑛
1 = Rsen𝛽𝑘 

𝐿𝐿𝑘 = 𝜋𝜋𝜋𝜔𝑘𝑟2 ∑ 𝑆𝑖𝑛
1 𝜃2

𝑖𝑖= 𝜋𝜋𝜋𝜔𝑘𝑟2𝜃2
1𝑘 ∑ 𝑆𝑖𝑛

1 α2
𝑖𝑖 

𝜃1𝑘 =
∑ 𝑀𝑖𝑖𝛼𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝛽𝑖𝑖𝑛
1

𝑘𝑘𝜔𝑘𝑟2𝜃2
1𝑘 ∑ 𝑆𝑖𝑛

1 α2
𝑖𝑖 

 

)()()()( tMtMtMtM rkmst +−=

𝑀𝑟𝑟(t) = 𝑘𝑞(𝜃𝑘𝑘- 𝜃𝑘(𝑞+1)) 
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Oscillazioni torsionali forzate 

Caso del pluricilindro 
  

Per le armoniche 
principali 

Per le armoniche non principali 
𝐾 𝜃  = 𝜔2 𝑀 𝜃 + 𝐹  

 

( 𝐾 𝜃  - 𝜔2 𝑀 ) 𝜃 =  𝐹  

𝑘1(𝜃1-𝜃2) = 𝐼1𝜃1𝜔𝑘
2+𝑀1 

 

𝑘2(𝜃2−𝜃3) − 𝑘1(𝜃1-𝜃2) = 𝐼2𝜃2𝜔𝑘
2+𝑀2 

---------------------------------------------- 
𝑘𝑛(𝜃𝑛−𝜃𝑛+1) − 𝑘𝑛−1(𝜃𝑛−1- 𝜃𝑛) = 𝐼𝑛𝜃𝑛𝜔𝑘

2+𝑀𝑛 
 

−𝑘𝑛(𝜃𝑛- 𝜃𝑛+1) = 𝐼𝑛+1𝜃𝑛+1𝜔𝑘
2 

𝑀𝑖sen∅𝑖 𝑀𝑖cos∅𝑖 secondo riferimento x, y 

𝜃𝑖 = 𝜃𝑖𝑖2 + 𝜃𝑖𝑖2 𝑡𝑡ψ𝑖=
𝜃𝑖𝑖
𝜃𝑖𝑖
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