Prova scritta di Algebra I

(durata: 2 ore)

23 gennaio 2023

Esercizio 1.
Definiamo una relazione ~ su Z x Z ponendo, per ogni a, b, c,d € Z,

(a,b) ~ (¢,d) &= ab®* +d = cd® + b
Dimostrare che
(1) ~ ¢ un’equivalenza su Z x Z,
(2) (Z x Z)] ~ & equipotente a Z.

Determinare un sistema di rappresentanti per (Z x Z)/ ~ contenemte la
coppia (—1,—1).

Esercizio 2. Sia p € P. Dimostrare che, per ogni z € Z,
(1) med(2®+ 2+ 1, 223 +p—2) € {1,p};

(2) se 2=, 0, allora med(2* + 241, 223 +p—2) = 1.

Esercizio 3. Siano GG un gruppo e a un elemento di G. Poniamo
C:={glge G, ga=ag}
(1) Dimostrare che C' < G.
(2) Dimostrare che C' contiene il sottogruppo generato da a.

(3) Dimostrare che, se (a) I G, allora C' < G.



