Prova scritta di Algebra I

(durata: 2 ore)

22 febbraio 2023

Esercizio 1. Dimostrare che
(1) 13 divide 27 + 37,

(2) 1131 divide (20 —1)(20" + 1).

Esercizio 2. Definiamo in S := 7Z x QQ la seguente operazione ponendo, per
ogni a,b € Z e u,v € Q,

(a,u) * (b,v) :== (a4 b,u+ v+ ab),
Consideriamo su S la seguente relazione ~ ponendo
(a,u) ~ (b,v) = a* — b* = 2(u — v),
per ogni a,b € Z e u,v € Q.
(1) Dimostrare che ~ & una congruenza di (.S, *).

(2) Dimostrare che la struttura quoziente (S/ ~, %) & isomorfa a (Q, +).

Esercizio 3. Sia G un gruppo e sia n € N, n > 1 tale che (ab)"” = a™b", per
ogni a,b € G. Dimostrare che

H:={aacG, 3rcCG a=a""}

e un sottogruppo normale di G.



