
Primo esonero di Algebra I

(Durata: 2 ore)

18 novembre 2022

Esercizio 1. Dimostrare che, per ogni z ∈ Z, valgono:

(1) mcd (z5 − 3z, z4 + 1) ∈ {1, 2, 4};

(2) se z è pari, allora mcd (z5 − 3z, z4 + 1) = 1.

Esercizio 2. Consideriamo su Z× Z la seguente relazione ∼ ponendo

(a, u) ∼ (b, v) :⇐⇒ 5 (a− b) = 2 (v − u) ,

per ogni a, u, b, v ∈ Z.

(1) Dimostrare che ∼ è una equivalenza di Z× Z.

(2) Dimostrare che il quoziente (Z× Z)/ ∼ è equipotente a Z.

(3) Determinare un sistema di rappresentanti di (Z× Z)/ ∼.

Esercizio 3. Per ogni z ∈ Z poniamo z̄ := [z]≡11 . Siano a, b ∈ Z e sia
u := 3a + 2b + 1. Dimostrare che

11 | u ⇐⇒ 8̄ ·̂ ā +̂ 9̄ ·̂ b̄ +̂ 10 = 0̄
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