
Soluzione della prova di Geometria e Algebra del 4 settembre 2023

1) (a) Il parallelo descritto dal generico punto R(t2, 0, t) di C è dato da

P = Σ ∩ π :

{
x2 + y2 + z2 = t4 + t2

z = t

Pertanto l’equazione della superficie Σ è

Σ : x2 + y2 − z4 = 0.

(b) Il punto P appartiene a Σ e il piano tangente a Σ in tale punto è π : x+ 2z + 1 = 0.
(c) L’equazione della superficie è Σ : f(x, y, z) = 0, dove f : R3 → R, f(x, y, z) = x2 + y2 − z4.
Poiché (∇f)O = (0, 0, 0), l’origine è un punto singolare di Σ.

2) (a) Rispetto alla base canonica {~e1, ~e2, ~e3} di R3 deve aversi: f(~e1)− f(~e3) = (3, 0,−3)
2f(~e1) + f(~e2) = (6, 3, 0)
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2f(~e3) = ( 1
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1
2 )

da cui segue

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (2x+ 2y − z, 2x− y + 2z,−x+ 2y + 2z) .

(b) La matrice di f rispetto alla base canonica di R3 è

A =

 2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2


La matrice A è simmetrica, dunque essa è diagonalizzabile e l’endomorfismo f è semplice.
(c) Risulta detA = −27 6= 0, pertanto f è un isomorfismo.

3) (a) La matrice di f rispetto alla base canonica di R3 è

A =

 2/3 2/3 −1/3
2/3 −1/3 2/3
−1/3 2/3 2/3


Poiché AAT = I = ATA, A è ortogonale e f è un’isometria.
(b) Lo spazio dei punti fissi di f è

U = {(x, y, z) ∈ R3|x− 2y + z = 0} = L((2, 1, 0), (−1, 0, 1)),

pertanto f è una simmetria.
(c) Risulta

U⊥ = L((1,−2, 1))).


