
Soluzione della prova di Geometria ed Algebra dell’11 gennaio 2024

1) (a) Il piano per P perpendicolare alla retta s è α : x + y − 3 = 0. Il centro di Σ è dunque
dato da α ∩ r = {C}, dove C(1, 2, 3). La sfera Σ ha inoltre raggio R = d(C,P ) = 4 e dunque

Σ : x2 + y2 + z2 − 2x− 4y − 6z − 2 = 0.

(b) Il piano contenente la retta s e passante per il centro C della sfera Σ è π : x − y + 1 = 0.
La circonferenza cercata C è dunque data da

C = Σ ∩ π :

{
x2 + y2 + z2 − 2x− 4y − 6z − 2 = 0

x− y + 1 = 0

(c) Il punto diametralmente opposto a P è Q(1, 2, 7). La retta tangente a C in tale punto è
r̄ = x− y + 1 = z − 7 = 0.

2) (a) Rispetto alla base canonica {~e1, ~e2, ~e3} di R3 deve aversi: f(~e1)− f(~e2) = (−1, 1, 0)
f(~e1)− f(~e3) = (−1, 0, 1)

−f(~e1) + f(~e2) + f(~e3) = (2, 0, 0)

da cui segue
f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (y + z, x+ z, x+ y) .

(b) La matrice di f rispetto alla base canonica di R3 è

A =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0


Poichè A è una matrice reale simmetrica essa è diagonalizzabile e dunque f è semplice.
(c) Poichè detA = 2 6= 0, A è invertibile e f è un isomorfismo.

3) (a) La matrice di f rispetto alla base canonica di R3 è

A =

 1/3 2/3 1/3
2/3 1/3 −2/3
2/3 −2/3 1/3


Poiché AAT = I = ATA, A è ortogonale e f è un’isometria.
(b) Lo spazio dei punti fissi di f è U = L((1, 1, 0), (1, 0, 1)), pertanto f è la simmetria rispetto
al piano π : x− y − z = 0.
(c) Si ha

U⊥ = L((1,−1,−1))).


