Soluzione della prova di Geometria e Algebra del 10 Luglio 2023

1) (a) Le rette r ed s non sono né parallele né incidenti, pertanto esse sono sghembe.

(b) 1l generico punto di r & della forma P(—¢ + 2, —2t — 4,¢) mentre quello di s ¢ della forma
Q(t',0,t'). Imponendo che il vettore P — (@ sia ortogonale ad entrambe le rette si ottiene ¢t = —1
et' =1, dunque P(3,—-2,—1) e Q(1,0,1). La retta di minima distanza & dunque data dalla
retta per tali punti, ossiar:z+y—1=y—2+1=0.

(c) La sfera cercata ¥ ha centro nel punto medio M(2,—1,0) tra P e @ e raggio dato da
R=d(M,Q)=+/3,dunque ¥ : 22 + 9% + 22 — 4z + 2y +2 = 0.

2) (a) La matrice dell’endomorfismo f rispetto alla base canonica di R? &

1 0 1
A= 1 2 0
-1 1 -1
Poiché det A =1, f & un isomorfismo. Risulta
-2 1 =2
Al = 1 0 1
3 -1 2

quindi
1R — R3, N2y, 2) = (—20+y — 22,0 + 2,32 — y + 22).

(b) 1l polinomio caratteristico di f non ¢ completamente riducibile in R, pertanto ’endomorfismo
f non e semplice.

(¢) Siha V = £((0,1,0), (1,0,1)) e quindi f(V') = £((2, 1,—2), (0,2, 1).
3 ) (a) Per ogni (z,vy,2) € R? risulta

Q(x,y,2) = 22> — 20y —daz +2y° +dyz + 322 = (x —y—2)° + (x — 2)* + (y + 2)? > 0;
Qz,y,2) =0 (2,9,2) = (0,0,0).

Pertanto g € un prodotto scalare.

(b) Partendo dalla base canonica di R? e utilizzando il metodo di ortonormalizzazione di Gram-
Schmidt si perviene alla seguente base ortonornale rispetto a g:

A= (F00). 5= (F 0, 6= (3220 v)

—,0,0 =
277 U2 6’3

(c) Risulta
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