
Soluzione della prova di Geometria e Algebra del 7 febbraio 2023

1) (a) Siano a, b, c, d ∈ R, (a, b, c) 6= (0, 0, 0). Per il Principio di Identità dei Polinomi, per ogni
t ∈ R deve aversi

ax(t) + by(t) + cz(t) + d = 0⇔ (−b+ c)t2 + (−2a+ 2c)t+ c+ d = 0

⇔ a = b = c, d = −c.

Pertanto C è una curva piana contenuta nel piano π : x+ y + z − 1 = 0.
(b) Il punto P si ottiene in corrispondenza di t = 0. Risulta

ẋ(t) = −2, ẏ(t) = −2t, ż(t) = 2t+ 2

e dunque (ẋ(0), ẏ(0), ż(0)) = (−2, 0, 2). Pertanto la retta tangente a C è r : x+ z − 1 = y = 0.
(c) Il piano parallelo passante per l’origine e parallelo all’asse y e ad r è α : x+ z = 0.

2) (a) Per ogni p(x), q(x) ∈ R2[x] e λ ∈ R si ha

f(λp(x) + µq(x)) = λp(x) + µq(x)− (λp(x) + µq(x))′ +
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= λf(p(x)) + µf(q(x)),

pertanto f è lineare.
(b) La matrice di f rispetto alla base {1, x, x2} è

A =

 1 −1 −1
0 1 −1
0 0 1


Poiché detA = 1 6= 0, f è un isomorfismo.
(c) L’unico autovalore di f è λ = 1, di molteplicità algebrica 3 e molteplicità geometrica 1.
Pertanto f non è semplice.

3) (a) Per ogni (x, y, z) ∈ R3 risulta

Q(x, y, z) = x2 − 4xy + 5y2 − 6xz + 12yz + 10z2 = (x− 2y − 3z)2 + y2 + z2 ≥ 0;

Q(x, y, z) = 0⇔ (x, y, z) = (0, 0, 0).

Pertanto g è un prodotto scalare.
(b) Partendo dalla base canonica di ∈ R3 e utilizzando il metodo di ortonormalizzazione di
Gram-Schmidt si perviene alla seguente base ortonornale rispetto a g:

~u1 = (1, 0, 0), ~u2 = (2, 1, 0), ~u3 = (3, 0, 1).

(c) Risulta g(~v, ~w) = 0 e dunque ~̂v ~w = π
2 .


