Soluzione della prova di Geometria e Algebra del 14 luglio 2022

1) (a) Siano a,b,c,d € R, (a,b,c) # (0,0,0). Per il Principio di Identita dei Polinomi, per ogni
t € R deve aversi

az(t) +by(t) +cz(t) +d =0 (a—c)t* + (2a — 2b)t +a+d =0
Sa=b=c d=—a.

Pertanto C € una curva piana contenuta nel piano 7 :z4+y+2 —1=0.
(b) I punto P si ottiene in corrispondenza di ¢ = —1. Risulta

B(t) =2t+2, §(t)=-2, 2(t)=-2t
dunque (#(—1),y(-1),2(-1)) = (0,-2,2). Pertanto la retta tangente a C in P & data da

r:x=y+z2z—-1=0.
(¢) Poiché la retta r ed il piano « sono paralleli e P € r, la distanza di » da « ¢ data da

d(r,a) = d(P,a) = ¥2.

2) (a) Per ogni p(z),q(z) € Rafz] e A € R si ha

FOw(z) + pg(x)) = (Ap(x) + pg(z)) + (;ﬁ - w) (Ap(x) + pg(x))”

(@t (52 -2) @) +u (¢ + (32 - 2) ')
= Af(p(x)) + pf(q(2)),

pertanto f & lineare.
(b) La matrice di f rispetto alla base {1,z,2?} di Ry[x] &

01 0
A=10 0 0
0 0 1

Poiché det A = 0, f non ¢ un isomorfismo.
(¢) f ammette gli autovalori A\; = 0 (di molteplicita algebrica 2) e l'autovalore Ay = 1 (di
molteplicita algebrica 1). Poiché dim V' (0) = 1, f non ¢ semplice.

3) (a) Considerati due generici vettori ¥ = (x1,z2,23) e ¥ = (y1, Y2, y3) di R? risulta

(Q(F+7) — Q(F) — Q(Y)) = x1y1 + 21y2 + Toy1 + TaY2 — T3Y3.

| =

o(Z,9) =

(b) Una base di R3 coniugata rispetto a ¢ & costituita dai vettori

171<\@ﬂ0>, vy = (0,0,1), 173<\/§,\/§,0>.

27 27 2 2
Rispetto a tale base si ottiene la seguente forma canonica:

Q(T) = 2412 — 252

Posti
o U1
El = )
V2
E2 = V2,
3 — U3,

si ottiene la forma normale rispetto alla base {Ey, Ea, Es}
QT) = X{ - X3.

(c) La segnatura di @ & (1,1).



