
Prova scritta di Algebra I

(Durata: 2 ore)

27 giugno 2022

Esercizio 1.
Definiamo una relazione ∼ su Z× Z ponendo, per ogni a, b, c, d ∈ Z,

(a, b) ∼ (c, d) :⇐⇒ a 2b + d = c 2d + b

Dimostrare che

(1) ∼ è un’equivalenza su Z× Z,

(2) (Z× Z)/ ∼ è equipotente a Z.

Determinare un sistema di rappresentanti per (Z× Z)/ ∼.

Esercizio 2. Sia p ∈ P.

(1) Dimostrare che, per ogni z ∈ Z, vale

mcd(z2 + z − p, z − p) ∈ {1, p, p2};

(2) Dimostrare che il mcd(z2 + z − p, z − p) ∈ {p, p2} se e solo se p|z.

Esercizio 3. Consideriamo il sottogruppo additivo dei numeri complessi

G := {a+ ib | a, b ∈ Z}.

(1) Dimostrare che N := {a + ib | a, b ∈ Z, a + b = 0} è un sottogruppo
normale di G.

(2) Dimostrare che (G/N, +̂) è isomorfo a (Z,+).

(3) Dimostrare che N è ciclico.


