
Prova scritta di Algebra I

(Durata: 2 ore)

15 febbraio 2022

Esercizio 1.
Definiamo una relazione ∼ su Z× Z ponendo, per ogni a, b, c, d ∈ Z,

(a, b) ∼ (c, d) :⇐⇒ ab+ d = cd+ b

Dimostrare che

(1) ∼ è un’equivalenza su Z× Z,

(2) (Z× Z)/ ∼ è equipotente a Z.

Determinare un sistema di rappresentanti per (Z× Z)/ ∼.

Esercizio 2.

(1) Dimostrare che, per ogni z ∈ Z, vale

mcd(z2 + z + 3, z − 1) ∈ {1, 5};

(2) Dimostrare che il mcd(z2 + z + 3, z − 1) = 5 se e solo se 5|z − 1.

Esercizio 3. Definiamo su M := Z×Z la seguente operazione ponendo, per
ogni a, b, u, v ∈ Z,

(a, u) · (b, v) = (ab, ub+ v)

(1) Dimostrare che (M, ·) è un monoide.

(2) Determinare il gruppo U(M) degli elementi invertibili di (M, ·).

(3) Determinare un elemento di U(M) di ordine 2.


