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Operatori differenziali tridimensionali di uso frequente in elettrodinamica
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Le equazioni di Maxwell

Se nol passiamo rapidamente in rivista le considerazioni e deduzioni svolte in questo
volume, ci accﬂrgiamﬂ che tutte le proprietd del campi eletirici e magnetici entro la
materia, si possono riassumere a mezzo delle seguentl equazioni dif i‘erenmah noie
come equazioni di Maxwell: { div Dimrg i div B =0

aB aD
I rotE=-— IV  rotH=J+~— (13
a1 31

Accanto a queste dobbiamo naturalmente considerare le relazioni che leganc
fra loro [ vettori D, E; B, H, J; queste ultime che, come si & visto caso per caso,
dipendono dalle proprietg della materia, sono

v D=cE Yl B=nH Y11 I=vE (9.14)

e vengone spesso chiamate equazioni costitutive della materia. Le V ¢ VI sono valide
solo per sostanze 1sotrope ¢ non ferromagnetiche e la VII solo nel caso

di conduttori non gassosi (y=p " '= conducibilita spec1f1-:a mchpend&nte dal campo
elettrico}, Se le sostanze considerate non soddisfano queste condizioni & necessario
sostituire a tutte 0 a alcune delle (9.14) relazioni pit complicate dipendenti dalla
particolare natura della sostanza in esame (per esempio se la sostanza é ferromagne-
tica, la VI si pud ancora scrivere formalmente, ma g =p(H)).



Le setie equazioni (9.13) e (9.14) permettono di risolvere, a parte le difficolta
matematiche che si possono incontrare, il seguente problema: suppomiamo di
conoscere la costante dielettrica e, la permeabilitd magnetica g e la conducibilita
specifica v delle varie sostanze che riempiono lo spazio; inoltre siano note sia la
densita delle cariche g(x, ¥, z, 1)} che la densitd delle correnti effettive J(x, v, z, £).
Le equazioni di Maxwell (9.13), unitamente aHe relazioni (9.14), ci permettono di
calcolare 1i campo elettrico E e 'induzione magnetica B in gqualsiasi punto dello
spazio, in qualungue istante. Nel caso invece in cui sia noto il valore sia del campo
clettrico £ che dell’induzione magnetica B per qualsiasi valore di x, y, z, f € si voglia
conoscere la forza che agisce su di una carica elettrica puntiforme g, basta ricordare
che la forza agente su tale carica ¢ F=g{(E+vAB). (9.16)

Questa espressione rappresenta per cosi dire anello di congiunzione fra
elettromagnetismo ¢ meccanica in quante, introducendola nelle equazioni della
dinamica insieme ad eventuali altre forze, queste ci permettono (2l solito a parte le
difficoltad matematiche) di calcolare la traiettoria che una carica puntiforme percorre
quando si muove in un campo elettrico e une magnelico sovrappostt ed eventualmen-
te variabili. Se non st ha a che fare con cariche puntiformi ma con una distribuzione
di densita di carica g {x, », z) che si muove con velocitd v(x, ¥, z) dando guindi luogo
ad una densitd di corrente F=gv, s deve allora parlare di una forza per unita di

-volume f,(x,y, 20)=gE+vAB) =oE+IAB) (9.17)

definita in modo che, dato un gualsiasi elemento di volume dv, la forza che agisce su
di esso ¢ data da f,dv. -



EQUAZIONI DEL CAMPO ELETTROMAGNETICO

Nel loro complesso le otto equazioni riassumoneg dungue in modo completo I divD = 0
fulte le nostre conoscenze relative al campi eletirici e magnetici,

€ da esse nol possiamo dedurre tutte le considerazioni macroscopiche I divB=0
Cosi nel caso di fenomeni stazionari, le equazioni I, III,V formiscono la 5B
descrizione completa del campo elettrostatice, mentre le eguazioni III e VII riagsu-HI rotk= ey
mono le proprieta della corrente stazionaria (nei conduttori chmici), € le equazioni -
11, IV e VI le proprieta del campo magnetico stazionario. [V rotH=Y+— .

B pem bene notare subito che le equaziom I—IV_si possono dividere in gruppi Sl

di equazioni relative solo_al campo elettrico, o solo al campo magnetico, soltanié net V. D=cE
caso di fenomeni stazionari. Non appena i campi elettrici e magnetlm sono variabili, Vi B=uH
le equazioni 1II e IV legano il campo elettrico al campo magnetico in modo tale da .
rendere impossibile lesistenza, e quindi io studio, dell’uno indipenden‘cemente VIL J=+ E
dall’altro. Per questo si parla di campo elettromagnetico ogni qual volta i_campi ’

g e

elettrici e magnetici in esame sono variabili nel temopo. viil F=g{E+vAB)



Dalle equazioni di Maxwell all’equazione d’onda

Lo studio delle equazioni di Maxwell (edM) ci consente di affermare che un campo e.m. si propaga nello spazio con velocita
finita (variabile in relazione alle proprieta del mezzo} determinando un trasporto di energia sotto forma di ONDA
ELETTROMAGNETICA

Riscriviamo le edM nei vettori E e B tramite gli operatori differenziali divergenza e rotore quando il campo
elettromagnetico si propaghi in un dielettrico illimitato, isotropo, omogeneo, elettricamente neutro (ossia dove non ci
siano cariche localizzate e correnti macroscopiche: p=J = 0). Si parla in questo caso di propagazione del campo, nel vuoto
o in dielettrici ideali, in assenza delle sue sorgenti

ledM]) divE=divB=0 (lell) rot E = -gB/dt (I} rot B= g ¢E/6t  (IV)

i =l = == ﬂH=_E i =i EE_T
Applichiamo alla (lll} il rotore e poiche robrotE=gradKg)- AE mtﬁ i "oB uEmatE
utilizzando la (I} e la (IV) si ha AE =pe PE/0t?

Analogamente, applicando il rotore alla {1V} ed utilizzando la (ll} e |a {lll} si ottiene

AB=pe 0'B/0t

Ossia dalle equazioni d Maxwell (4 equazioni differenziali omogenee del primo ordine in E e B)

si ottengono 2 equazioni differenziai omogenee del secondo ordinein E e B



Equazioni d’onda per il campo elettromagnetico A E = pe 0%E/0t? A B = pe 9?B/0t?

E e B devono essere entrambi diversi da 0 ed entrambi variabili.

Le 4 equazioni di Maxwell omogenee, ossia scritte in assenza di sorgenti (p=J=0), hanno soluzione
diversa da quella banale (E=B=0) solo per campi variabili (inr e t) in cui la presenza di uno presuppone quelladell'altro
Questo campo e.m. si configura attraverso un comportamento ondulatorio poiché, posto
v:(pte) "%ogni sua componente soddisfa all'equazione d’onda (eq. di D’ Alambert)
Of =Af-v20%/0t2 =0

con v=velocita dell'onda ed f una qualsiasi tra le componenti di E(x,y,z,{) e B(x,y,z,t)
Nel vuoto e £ sono Je costant universali pemeabilits (12.56 1077 Ns2/C2) e costante dieleftrica (8.8510" 12 C3Nm®) del uoto per cui v=e

“Poiché dell'equazione d’onda non esistono soluzioni (funzioni d’onda f) costanti, un campo elettromagnetico che si propaga
(varianellospazio e nel tempo) con le caratteristiche di un’onda non pu6 avere alcuna delle sue componenti costanti

Fine 2/17



Propagazione di tipo onda del campo elettromagnetico: caso delle ONDE PIANE

Comnsideriamo dungue una zona dello spazio, ricmpita da una sostanza isolante,
omogenea, isotropa, di costante dielettrica ¢ € permeabilita magnetica x. Supponiamo
che nella repione considerata non vi siano cariche elettriche né ferme (g =0) né in
movimento (J=0). In gueste condizioni ie equazioni di Maxwell si riducono a

divE=0 divB=0
e guesie all’equazione dionda [Jf=0

dB
rntE= ——
ai¢

B dE
Il —=e—
it ar

A E = pe 92%E/ot?
A B = pe 02B/0t?

A solo scopo di semplicita consideriamo il case particolare in cui, fissato up
sistema di assi cartesiani, sia i campo elettrico E che l'induzione magnetica B sono
funzioni, per esempio, solo delia variabile x, mentre non variano al variare di v ¢ z.
Cio significa che, fissato un piano ortogonale all’asse delle x, i vettor? E ¢ B hanno lo
stesso valore in tutti i punti di questo piano. Vedremo nel seguito come si possa
realizzare in pratica, almeno approssimativamente, un caso di questo tipo che viene
indicate con il nome di faso delle onde piane] Imporre dunque che E e B dipendanoc
solo dalle variabili x e 7 significa porrve weuali a zero tutte le derivate rispettc a y e
rispeito a z che compaiono nelle equazioni - Queste, scritte in forma scalare sono

aE, dE, 4E, JE_ JOF JdB

+ J + :(} _mmx_ Z= = ¥
dx dy 0z . az  dx at
EE_SEJ,_ _BBI dk, OE, aB
&y oz &t  ax 8y o1

si intende cariche
differenti da quelle
legate nel mezzo

ONDA PIANA
E(r.)=E(x.)
B(r,t)=B(x.1)

9B, 5B, aB, _|8B, @B,

i el R
dx dy 9z dz 0Ox
B, 3B, OE, 0B, 3B,
3 ds e wx oy

5E,

ar

AE,
5t
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O, B, B VLN W
o ax 99 o o am |00
_ 0B, dE e W g
== b ot ix ot

Le prime quattro equazioni ¢i dicono semplicemente che E, e B, sono sempre
costant, sia rispetto a x che rispetto a £; ¢io significa che, qualora it una onda piana,
quale quella da noi considerata, esista una componente dei vettor; E ¢ B neila
direzione dell’asse delle x, tale componente & costante. Si tratta dunque di campi
elettrici € magnetic] staziomari, paralieli all’asse delle x, sovrapposti al campo
cletiromagnetico-variabile rispetto a X ¢ 2 £, che noi vogliamo studiare. Possiamo
.quindi_porli uguali a zero (E,=B,=0) senza che per questo il fenomenc che a noi
_interessa venga menomamente_alterato, dato che sia 1 campe. elettrice.che il campo
magnetico variabile giacciono-sempre-in piani ortogonali all’asse delle x.

“[e rimanenti quattro equazioni servono a determinare le guattro componenti
E,E, B, B, dallesame di queste equazioni si vede subito che due di esse (a, d)
legano E,a B,, e le altre due (¢, d) E, & B,.

Approfittando di questo fatto possiamo studiare un tipo particolare di onda
piana ossia la cosi detta onda polarizzata linearmente. Essa si ottiene imponendo che
il campo elettrico E vibri paralletamente ad una ben determinata direzione, per
esempio quella dell’asse delle z. In altre parole imponiamo le condizion [E|=Z,
E,= O'Pl introducendo queste condizioni nelle (9.20) b) e ¢) si ottiene |5 B, 0B,

. s K
5 B, 0B & it ax
ax\ a1 A

ossia la componente dell’induzione magnetica nella direzione dell’asse delle z &
costante ¢ si pud quindi porre uguale a zero, come si ¢ gia detto per E, ¢ B, senza
alterare in tal modo il fenomeno variabile in funzione di ¢ e di x che a noi interessa.
Concludendo possiamo dire che in una onda piana polarizzata linearmente; i -
vettori E ¢ B giacciono sempre in un pigno orfogonale all’asse delle X; e se si prende
J’asse delle z nella direzione del vettore E(E|=F.) Pinduzione magnetica risulta
automaticamente nella direzione dell’asse delle y: ossia E e B sono ortogonali fra loro
e all’asse delle x.

11



ONDE PIANE POLARIZZATE LINEARMENTE

4E, 9B, 8B, 3E,

Consideriamo dunqgue le equazioni a) e d), nltime rimaste: . =€p ¢
dx  df dx ai
Derivando la prima rispetto a t ¢ la seconda rispetto ax §*E, &*B, 08°B, PE,
) #B, o°B|dxdt, 8F  8x’  010x
che, eliminando axa} si riconducono a Py =€ 372 \li/’j)
In modo analogo, derivando la prima §*E, 9E,
rispetto a x e la seconda rispettoas | ax? = 312

Ia costante ¢ € indipendente dal mezzo, ha le dimensioni di una velocita:

ed & upuale alla velocita delia luce nel vuoto c=
; v Eg fo

=2,99792458 % 10* m/s

Equazione d’'onda
(piana)



Soluzione di tipo onda piana dell’'equazione d’onda

" L’ Analisi ci insegna che P'integrale generale della equazione ﬂ’p_ & e
& plx, H=flx—vi)+glx+vt) ax* vt ar

dove fe g sono due funzioni arbitrarie dei loro argomenti.

Verifichiamo per esempio, che f(x—# ¢) ¢ una soluzione qualunque sia f
posto £=x—v { e ricordando 1a regola di derivazione delle funzioni di funzione

af_dfog_df, o _afak dr
ax dtax di gt diat di
?E=i(d_ ﬁ=ﬂ .‘f“f:i(._p?_/)ﬂ.:ﬁ:ﬁ che, sostituite danno
ax* dt\dt/ax dag B a4t di dt) at  dF
2
da_f=i;,2£ ossia una identitd qualunque sia f(£).
dE—E b.a dEz - = '

Cerchiamo ora di renderci conto di che cosa_significhi fisicamente che una
funzione arbitraria, purché dell’argomento x—v¢, soddisfi lequazione differenziale

Fissato un valore particolare di ¢ si immagini tracciata la curva f(x ~v{) in funzione
della variabile x (figura 9.2) {curva indicata con {}.

Diamo ora un incremento Af alla variabile { e tracciamo la curva fQ‘(— v I+ anﬁ}

Si riconosce subito che si ottienc la stessa curva salvo che essa ha subito uno
spostamento rigido nel verso delle x crescenti, di un tratto  Ax=v-al

. = - 7 b H dfix--vi
Figure 8.2 Une funzione fix—ut) gell'argomentc x L )

1 corrisponds a wne furstone di k che sl sposia
can veloging ¢ de sinistra verse desive lungo Pass

delle arsisse,
[ e [+l
ol
/ o~ =~ H\\\._\‘ 2
T f.-f \.\ i /ﬁ,_--\-q. T
o = il

Dividendo Ax= Atper Af ¢ passando al limite per At =+ 0, i riconosce dunque che
la curva flx—1 1) §i sposta rigidamente nel verso dell’asse positivo delle x con una

velocitadi  Ax
lim =——=v m/s,
40 Af

Tn modo analogo si riconoscerebbe che la funzione glx+9 f) corrisponde ad
una curva che s muove lungo Iasse delle x con velocita 7, ma in verso opposto.

In altd termini, per otteners una soluzione della equazione {5.24), hasta
considerare una funzione arbitraria di x che si muove fungo 'asse delle x con velocita
o in un verso 0 in verso opposta; pet questa ragione I'equazione (3.24) viene indicata
con il nome di eguazione delle onde,

Per s:mpﬁéité d'ora in poi consideriamo solo onde del tipo fix—21), | onde progressive

pE, 9B B, 2E.]
;r;ruduoendo E.= fix— ”_‘_':_'_“ﬁld"_’; a; =3_;' ,_.-"'F’-Ea%" !Pé_‘;?
dE, df  dtx-vn) [JE, iB,| 5B —on 9B (-0 | i
ix  alx-v) dx iy r}l " ar ‘B_.x-’ =EF%%5:L_Q=E Et’.-:-f:_ﬂg-_vf 2?:-» n
i rlconosce immedistamente che, affinché 8, le soddisfi, si deve avere 'aﬁ
B,=- 1;_;"{1;— v fy= —+ep E,, ossit in unonda plana si ha, per ogni valoredixe |_=E;-z_
€]l 1 ¢
B Vs Ve
Mel caso in cul il mezzo sia il vuoto, ¢,=p,= 1, per modo che :%"-: =¢ (9.29)
&

che vale, con buona spprossimazione, anche nel caso dell ana. Fare attenzione che
'elevato rapporto (9.29) fra | moduli di E ¢ B ¢ conscguenza dell’aver usato il SI di
unitd, MNel sistema di Gauss, per esempio 1ale rapporto & uguale ad 1.

Se invece di partire dalle equazioni the legano le componenti E. ¢ B, di Ec B,
fossimo partiti dalle equazioni che legano E. ¢ B, aviemmo trovato anche per gueste
una relazione del tutto analoga alla (9.29).

Si tratta infatti di un'alira onde polarizzate linearmente che differisce dalla
precedente solo perché i suof vettori E e B sono ruotatl di 90° rispetto a quelli
dell'onda precedente attorno alla direzione di propagazione. L’onda eleriromagnetica
pigna pitt gencrale pud dungue essere sempre rappresentata come la sovrapposizions
di due onde pigne in quessi dug statf di polerizzazione ortogonalf fra foro.



Onde piane polarizzate linearmente e sinuscidali

In pratica uno dei casi pid importanti ¢ quello in cui la funzione f considerata &
sinusoidale: infatti i casi pit interessanti sono quelli in cui f ¢ periodica e si pud
quindi rappresentare, grazie al teorema di Fourier, come somma di un grandissimo
numero (infinito) di onde sinusoidali. Consideriamo dungue il casc in cui £ ¢
parallela all’asse z e B & parallelo all’asse y,

. 2=
E,=Esin T{x-m‘}

2 2
B_,.=Busin%{xr-ﬂ = —ep E, sin—g-(x-—v .

La lunghezza[\ prende il nome di Pungftezza d‘ondai; si riconosce subito che, per un

dato valore di ¢, essa rappresenta la distanza fra due massimi (o due minimi) della
sinusoide. Se ¢i mettiamo fissi in un punto, si chiama il tempo che

dobbiamo attendere perché il campo elettromagnetico riacquisti lo stesso valore. Si

riconosce subito che cid accade dando a f 'incremento " A
BT '
v (i
Lalfrequenza # e la pulsazione o sono poi legati a T dalle notc relazioni
' 1 v Z7w v
p=—=—| lw=22gp=—"=2n-
T A V5 A
Wiz 5 . a7
Spesso sl introduce una grandezza@, detta numero d’ondd, definita come |k = = ==
27 ’ " X U
E cosi facile riconoscere che sin—f (x—vt)= sin(kx—w!f) =-sinw (r — ;)
Talvolta & utile utilizzare la rappresentazione complessa delle funzioni trigono-
metriche gia usata per le correnti alternate, e scrivere 3 5 5 ]
(Fw-n-3) & i{ie-wr=3) Andamento del campo eletirico e
_ , _ % "? i = Eok moenetico in una onda piana polarizzata
Nella figura sono rappresentati, ad un certo istante 1 vettor k e 8 avendo preso due lincarmente paruﬂf?famenfe all’asse y
segmenti arbitrari circa uguali, per rappresentare le loro ampiezze E, e By. (direzione del vettore B) che si
Per renderci conto di come avviene la propagazione delle onde dobbiamo V5. i A
immaginare che queste sinusoidi si muovano rigidamente lungo I'asse delle x con propaga neila Gurezione deil asse x. Y

velocitd v,



ONDE PIANE MONOCROMATICHE (SINUSOIDALT)

Se la f, (che rappresenta una qualsiast componente di E o B) soluzione dell equazione d’onda
W=V 20(1/52) A2/t & assunta in notazione complessa come, f=f, expfie), la funzione complessa

Fhexpi(k-r—at)) | (1) hinghezza xt—->[ 2T (xvt)| adimensionale
con k=vettore d’onda, di modulo k=w/v o frequenza angolare, VY
v=n/lk=velocita di propagazione, /=2n/lk=lunghezza d’onda, kx- ot

rappresenta, con la sua parte reale, un’onda piana i cui campi giacciono su di un piano normale al vettore k, ossia essa ¢ la
generalizzazione dell’ onda pinna precedentemente studiata [E(x-vt) e B(x-vt)] quando 1 camp1 variano conr (x.v.z), I'onda 51
propaga in una direzione individuata da k (vettore d’onda) essendo 1" ampiezza dell’onda ad ogm 1stante t costante su una
superficie di equazione k- r =k x+k y+k z =costante, ossia il prano perpendicolare al vettore k (nel caso particolare di prima k
ciaceva lungo x), ed moltre su questo piano (fronte d’onda) la variazione con t risulta espressa da una funzione, cos ot, 1n

relazione ad una sola frequenza (onda piana monocromatica).
Essendo E ¢ B dei1 vettor1, le funziomi vettoniali che esprimono 1l loro comportamento saranno del tipe (1) =/, exp(1(k - r —wt))

con |’attnbuzione di un versore ossia

E=z,Ejexp(i(k- r —ot)) B=:,Byexp(i(k- r —ot)) (2)
con £, ed &,verson imzialmente assunti in direzione arbitraria ma giacenti nel piano perpendicolare a k (onda piana).

I campi che rappresentanoc 1’onda fisica (piana e monocromatica) sarannoe la parte reale delle precedenti espressioni.
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Ritroviamo ora che relazioni devono esserci tra direzioni ed ampiezze di E e B (e k) per le onde piane,
in ottemperanza all’equazione d’onda e alle equazioni di Maxwell da cui I'equazione d’onda e stata

ricavata.

Sostituendo le  E=g, E exp(i(k - r —wt)) B=¢, B,exp(i(k - r —wt)) (2)
nelle divE=0 divB=0
p.e. divE= £, Egexptith=—r—wtik,+ £, Egexplith—r—whk , £, Ejexptith—+—wiik,=0
ritroviamo quanto gia visto per 'onda piana propagantesi lungo x e cioe
g, k=0 g, k=0
ossia i campi dell’onda sono sempre nel piano perpendicolare alla direzione di propagazione
dell’onda e pertanto le onde e.m. si dicono trasversali

Dalla  rot E=-0B/dt segue &,=(kx&,)/k e E;=B,V
Infatti rot E= rot(e; Eqexp(i(k - r —wt))= Eqexp(i(k - r —wt))ili(e k- €5 k )+ j(€1,k,- €1,k )+ kle k- €1,k,)]=
=Eq,exp(i(k - r—wt)) i( k x &;)
-0B/0t=-0(€,B,exp(i(k-r-wt)))/0t=-€,B exp(i(k-r-wt))i(-w) ossia
E explitk—wt))i(kxe,)=€,B explitk-—wi}} iw e| , _ .lindicando con n il versore di k

siha [ nxe,;=g,] perla parte versoriale e kE,=B,w—>E,=B,v|per i moduli




ONDA PIANA: relazioni tra i vettori campo elettrico, campo magnetico e vettore di propagazione

Si e visto cheun’onda piana monocromatica elettromagnetica,

soluzione matematica dell’equazione di D’Alambert, per una f.d’ond#xel t

f(r,t)=f,exp(i(k - r —wt)), indica

- la propagazione (variabilita spazio-temporale) simultanea di un celefbaco e
un campo magnetico
- giacenti in un piano perpendicolare alla direzione individuata dal velitore
propagaziond, poicheé risulten - &,=n - &,=0 doveg, &, n sono i versori di, B, K
k rispettivamente
- con i tre vettoriE, B, Kk, disposti secondo gli assi di una terna cartesiana destrgrsa
ortogonale dovendo essiix g; - &,ed ancora
- con le ampiezze d& e B che si scartano di ¥k, ossiecE,=BVv.
Nel vuoto il rapporto tra le intensita di campo ha il valore, n&sia Sl, pari a c, B
velocita della luce nel vuoto.

Quando si sostituisceBa(induzione magnetica) il vettoke (campo magnetico) nei
mezzi (omogenei, isotropi, non ferromagnetici, senza cariche lodalzaaui

vale la relazion®8=puyH si ottiene  BH=ppov=ppo(1/npgeeq) Y= (upy/seg) Y>=Z.
Questo rapporto costante legato alle caratteristiche del mezngeesato dall’'onda
ha le dimensioni di un'impedenza e si chiamaedenza intrinseca del mezzo.

Se I'onda si propaga nel vuoto le intensita di campo si scartano detlempe del
vuoto, costante universalg=uy/e,)?= pu,c=1/k,c=376.7Q



Lia polarizzazione delle onde piane.

Nell'ambita delle endle piene che stiamo considerndo, dirette lungo % le compo-
nentt By ed L, del campo elettrico non risultano aceappiate nelle equaziont di Maxwell. Cib
slgnifica che & possibile produrre, mediante un'opportuna sorgonte d radiazlone, onde plane
eletiromagretiche con valorl genetici di queste due componentl. Considerinmo per esemplo
un'onds plana eon s componente A diversa ds 700 ed B, = 0 per ol wlore di 7 e . In
bl easo Tondg & dettn polacizzata lnesrmants Inngo g le componanti Ey o B, sono allora le
nalche component! divorse da zero (o meglio le uniche componenti non qostanti).

In manlera analoga possuo esserei onde elettromagaeticho polacizzate linearmente lungo £,
le oui companenti F, e B, gono e uniche diverso ds zer.

Paiché non ' nessun vineolo tea £, ed £;, & pud pvere un'onda elettromagnetios plana con
enteambe le componenti, Conklderlumo allor un'onda monoeromatics |l oul ahmpo elabivleo &

Eﬂ' = E‘{‘IH 'L*ﬂﬂl[w? - h‘ﬁ’: + (ﬁu] {13?'4} Eﬁ = E'ﬂ,; ﬂﬁa{ut = ﬁl:i-‘ + 'ﬁlh {13-.75}
dove gy # ¢, wono fasd infrinseche arbitrarie che dipendono dalls seelta delle orlgini
Un thado convenionte per rappresentare lo gtato di polarizazions & quells di seegllore un

plate brasversale alls diredone di propagazione e di osservare il comportatento nel tempo

del vottere pamne elttrieo.
Lo stato di polarizzazione €& una caratteristica dell'onda piana legata al
comportamento nel tempo (vibrazione) dei vettori E e H nel piano trasversale
alla direzione di propagazione . Vista la relazione che sussiste nel campo
dell'onda tra i vettori elettrico e magnetico si sceglie di studiarne solo uno (E(t)).

POLARIZZAZIONE LINEARE

Possinmo per esempla scegliere il plano  yz con e 0 genza perders fn
gevcoalith, Fliminando il tempo nella (1870} e 3.75) & pud seelvere B, In fungtone d|
E, 1 ?ﬁﬁch the & oftiene viene chismato grafioo i vibrastone. Anallzzismo ora alenni cssi
particolarl.

‘tjlrﬁ:"ﬂl-'}

onds plans poluriamats Tnesrmerie
[

Al

-
>
ke
7

Quando é, = ¢, & hanel pland 4,2

E";" Fﬂﬂ COR{it ¢ L, :
o= By w4 g By : L
U geafieo di I in fonzione ol 5, & allors una vetén eon inclinazione data da I.qg = By /B,

I ampioma del campo elbieico, rianltante dalla sovapposizione def due mott oecllator! dati
chi B €08 WL, = 008 W vapls el Yernpo, ma s s diresione, nel piana g, 2 1eRte costante,
winale & quells del vettare Ky j + R, 2,

Si ha il grafico di una retta anche quando o, = ¢, £ 7. cosfwld =08 wi
In tutti questi easi si parla di onda piana polarizata linearmente.
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POLARIZZAZIONE ELLITTICA E CIRCOLARE

E,

2 2
Quando ¢, = ¢, = £11/2 eliminando il tempo risulta (&) + (E—OZ) =1 POLARIZZAZIONE ELLITTICA

Eoy

E, = Ey, cos(ot + ¢,) E, = Ey, cos(ot + ¢, £ 1/2) = Ey, sin(ot + ¢,)

E,? = E;,” cos’(ot + ¢,) E,* = Ey,” sin*(ot + ¢))
e dividendo e sommando Q

(E_Y)Z + (2)2 _ cOsz((Dt + q)y) + SiHZ((Dt + (I)y) -1

EOy Eoz
Ossia il vettore campo elettrico , composizione dei due moti oscillatori, vibra (varia con t) e
nel piano yz descrive con la punta un ellisse

Si dice che I'onda € polarizzata ellitticamente

Nel caso particolare di ampiezze uguali Ey, = E,, = Eo
.. ) ) ) E,\2 E,\2
la curva di vibrazione diventa una circonferenza (E—y) + (—) =
0

Eo

POLARIZZAZIONE CIRCOLARE

e 'onda si dice polarizzata circolarmente
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(223l Ee 2 222 B erm i
By Ene Eoy Eos
Caso generale per la polarizzazione dell'onda piana (Questa @ I'equazione dell'ellisse nel piane perpendicelare alla direzione di propagazione
. . . . . , che il vettore campo elettrico descrive con la sua punta variando con il tempo come cos W 1
Ellisse nel prano perpendlCOlare alla direzione d’'on da 1AI variare di £, differenza di fase iniziale delle componenti di E si riottengono
A en=i .
U=l (T (<= = Loz S W e L S 22 Ly
Pl ',15.,_2 -0 | GOz E_g\_, _,' Ly J
Quando la differenza di fase & generica dy- ¢, # 0, £11/2, £17 f'—: 2 _ e (poa=k
. o . o . e i - c -F £ Wk mfe Wh 2 g = ; __"“
e le ampiezze delle due componenti di E sono diverse la curva di vibrazione A .'1 K 0w o 4 1 LG oreljptznay=
S 4 T I
€ ancora un’ellisse ma con I'asse maggiore inclinato rispetto ad un determinato Y F 9 p
e -rhv pr- SR = | P I L b,
. . . pr o, A ¢ i = - J
sistema di coordinate. Ji= 4 £ | b= 4 oy ) — Eov
. . ip [SBe="" Esz Egy J 4 =
Questo e il caso generale per cui si ha E,, = E,, cos(ot + ¢,) e E, = Ey, cos(ot + ¢,) — |StwG=D . L e Lo bo.d = = Loz
i i --E II II lj e Egom [t Chvie e % il . . Ny
dove ponendo © =wt+ ¢, € €=d,- ¢, siottiene E, =Ej,cos® E, =Ey,cos(0— ¢) 53 —— 1 2
¥, e T e Y- 4 \ 7 ‘ b
ossia E, /Ey, = cos® e E, = Ey,(cosO cose + sin® sine) = E, (#coss + sin® sins) <::> = 0 b= el S L S I
g FE sl A\ \Coy)
EZ Ey . . T.'--'-_ ; 7 o il Cow { £ A 'rl." LA RS AL oy, : .
—— — —=cose = sinO sine e L oR® 3 i \ —
EO EO _..;"l!"aJ — \ T i \ | —t— =
z y = Te 1
!r\.,__":)| [ iy | o | 1
. -] - - T pllie ca 3 o] T § el
Facendo il quadrato [N L_E»J\f Eop ellisse b Cirealurets B = 5
=== ' rko # t T
2 2 2 | Case Ceenle |27 0, - e
E E . E, E . E )
(—Z) + (—y) (1 —sin®e) —2=%2-2 cose = (1 — cos?0)sin*e =1 — (—y) sin’e - ~
Eoz EOy Eo, EOy EOy ¥ fd e DA || T Lo !
L (15.9% .
) E, 2 Ey 2 E, Ey . otk als Y - Jiip
da cui (—) +(—) — 2% cose = sin“e : R
Fo Eoy Foz Eoy Ellpte rreviib o E
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a) sinistrorsa
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Quando I'estremita del vettore campo elettrico si muove su una ellissi avremo
luce polarizzata ellitticamente

Polarizzazione lineare: la direzione

del vettore campo elettrico & costante

Polarizzazione ellittica Polarizzazione circolare

Quando i due vettori hanno la stessa ampiezza ¢ differenza di fase m/2 (o
un aualunque multiplo intero dispari di 7w/2) si ha la polarizzazione circolare

In generale il vettore E che rappresenta ’onda in un dato punto dello spazio, giace comunque
in un piano. Lo si pud sempre scomporre secondo due direzioni tra loro ortogonali e ortogonali alla

direzione di propagazione. Ne segue che un’onda polarizzata nello stato di polarizzazione piu

generale ellittico, lo si pud pensare come la sovrapposizione coerente, cioé con una relazione di

Jfase fissa, di due onde , della stessa Jfrequenza, polarizzate linearmente secondo due direzioni tra

lore ortogonali.
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LUCE NON POLARIZZATA

Ui gl puiy dlive deilo stato di polarizeszione della |rtj-11¥.“*’ proverdente da una lampeds o r:_ir.ll [Onda elettromagnetica,
alel Partizme dall'osservagione che nanesiste w soluzione delle equogioni di Magwell ehe | gop oo matematica, ha
cortipondn ad uno stabo di huee non polarizzata. La laee f una lampads e ool seservisns sempre associato uno stato |
i1 visullato della seveapposizions & un gran samara di processi Jdi endssione elementart in el di polarizzazione definito
i atot o una meleeols emette un tene d'oude con uno stule i polarizeasione bon delinite, -
[ genetico istante § segnali luminest di determinata fraquenza @ possono essere sommati
per dare un campa elettrics risullante avente una divedone definita ed un determivate slako
i polarizaneione. 0 problema b che un atomo iradin nomibmente an Crevo ¢onda di fase
hefinila per un tempo ¢ dell'ordine i 10 see, Su tempi pits lunghi dl 7 la sus radiagions sard
casualimenty fnterrabta dalie collisiond con altrd atomi e da e varieth of aliel effetlh, Come
conseguene gl aboini che emettono non possobo mastehese i e ben definita per tampl

molte piin lunghi del fempo di coetenza 7 le fast delle onde succsssive non aviamme alenss L
relagone cot b fust delle onde precedenti, Se sl misura percid la polnrizzssione con dispositivl | da una sorgente reale & una
chie mecliano su bempi melto pif Jusghi df 7, now b possibile osservre aleun singala stato di | combinazione di stati di
pelarizzagione, 8 dice allora chie la luee emessn da usa banpada & o polarizzata o poluizzats | polarizzazione differenti e si
caslmento. dice non polarizzata

Nel caso di luce non polarizzata 1’estremo del vettore E, in un dato punto, vibra nel \\

tempo in tutte le direzioni mantenendosi perpendicolare alla direzione di propagazione ¢ puo

A

essere rappresentata come in figura =




Coerenza e monocromaticita

Alla durate finite del trono d'onde emesss da un grame b legato un altro aspetts del procsso
oli enndgsione, Vedremo in segnito che un'oscillagions avmoniea di requenzs oo df ducats fnita
S, mon pud eensidevarsl menoctomativn, inquanto conliens frequenze diverss da w, Nel caso
di impulse: avents durats linila si preferisee parlare nfarti di pacchetie donde & s pud far
vedere rlgorosnmente che essn & composta da aseillazioni armeaniche avinti froquense cotnprese
in e bandn S nelliterna della freguenza 2 ol saddisfa o relagione:

ATEFAY |

Por esompio, tel ensn dolle loee galla con p= 50109 82 eoun 20 107Y see sl ba

| S
Lprmm e w07 2 — g 077
i 2

e mma longheszza dell'impulss Ae = et = 3w, Ax viome chiomala lnnghezza di caoorenza.
Temmpo v lunghezas & eoerenga avrarma onoeaaka impectanie, corse vedremo i segoito, wells
Jaessitdlitd odi cwservarn fenomens di interferenza fra due sorgensi di luce natarafe, Gioste oo
connipletemss cinehialinme nuesto capilele ossereandn che al contrario i wea seegense di luee
naturale, | basgheeea relative S di we sovgente lnser i dell 'srdine odi 1079 + 0" e alls
stessa frequenza considerata. precedentemenle la durate dellimpilsa risulia

| (T
Mt e e s 0 0T gop

P T

Per Ly corrispondents longlumea di coopeea st e Ao = e = GO0 B [ terpo @ o lunghezen
dF eoeretn ddefls hace laser sono almens 5 ordind i gravdesen ninggioni di quelti delle codiaeic

L'onda perfettamente
monocromatica é
un’astrazione matematica

Tempo e lunghezza di coerenza
finiti, in un’onda reale, impongono
un intervallo di frequenze nella fase
dell’'onda



Il polaroide

ITel 1938, Edwin H. Land inventd il polarcide. Un foglis di plastize, ccotituits da, lunghe copene
di idracarburi subisce un grande stiraments in una, direcions. Lo stiraments allunga, le molecols.
Sucoessivaments il foglia viens immerso in una, soluzione contenente iodio, che ¢i akkaeea, alle
linghe casenes di idrocarburi e fornisee gli elstbroni di conduzions che possonn mucrersi lungo
l= catens ma, non perpendicolarments ad ez=. Lungs le catene di idroearburi si hanne eosl
dei fili. Lo componente del compo elettrice lungs questi Ali viene assorbits, mentre quels,
perpendicolare ad fili viens trocmesse, con una, aktenuasione mol bo picecla. [n sostanza, un foglic
di polaroide pocsiede un szoe decto di trasmissione facile. Se E & lungs questo azse, la, luse &
tracmessy, con assorbimenco molto basso: e B & perpendicolare ad esso, o, luee viene sssocbita,
quazi del tutto. Llazsse di trasmissions facile & perpendicalore alla, direcione di stiramento della,
plaztica.

iduando si osssrve, un foglio di carta bisnes, astroverss un polarcide, 1o, carta, appore prigin,
in gquontos metd, della, luse provenients dalls, earta, viene assorbita dal peolaroide, per cui Lo
carka, appares pil scura. Supponisme ors di ossercare una, lampads, o, incandecosnza, aktroaverso
due peczi di polarcide, sovrappesti faceia, o, faccia, e tenusi vicini dosanti all’oechio. Si ruocti
un polaroide rispetto all’alero. Quande Lo luce & praticaments estinga, i polarcidi sono decti
inerociaki e i loro assi di trasmissicone focile sono 5907 uno rispettos all®altro.
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LEGGE DI MALUS

[n teoris. valgono i seguenti risultati. La lues smessa, dalla, lampada, & non polacizzats, nel
senzo che vi & tonta, intenzith, con polasizzaziones lungs uns, direcions trosversale # quanta ce
0% lungo s, direcions trosverzale perpandicolare 4. Se il primo polarcide svesse su entrombe le
supsrfici un rivestimento non-riflet tente, se tutte le catene di idrocarburi fossero perfet taments
porallels & o2 lo specsore fome cufficiente per ascorbire del tutto la components indesideraks,
della, polarizzazione, allors, verreble trasmecso il 50 Ty delllintenzith, amessa, dalla, lampada.
[ia, poiché sui palarcidi non el sono rivectimenti non riflsttenti, ls cabane di idrocarburi non
sono perfettarnents allineate e poichs ci sono altre cause di perdits, gi ha che un peolascide
reals tracmette un pd di mens. De par esempio trasmettesss il 46 T dells, luce incidents non
polarizzaga, verrebbe indicato con la zigls, BV — 46, Per polarizzabore perfetto =i inbenderd, un
polaroide BV — 50,

e della luce polorizzaks, linsarments incide normalmente lungo # con ampiecza. del campo
elettrico trocversale £ e oo & & Lo direcione di trasmissions facile del polarizzators perfetto,
allora, la, components trasmesss, sach,

try

/-\.E‘._L= = E oosd

&
Poiché l'intenzith & proporsionale al quadrato del campo elsttricn zi ottiens L) legge &f Maius:

f& = ..r:' CCG:EI

dene Iy e J; sono rispettivamente intensith, trocmeassa, & quells. incidents,
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|[Energia/L3l

Trasporto di energia da parte di un’onda piana

Ci domandiamo ora guanta & l'energia che guesta onda trasporta in un secondo
attraverso la unitd di superficie disposta ortogonalmente alla sua direzione di
propagazione, ossia ortogonalmente all’asse delle x. Perun certo valore fisso di /

la densita dell’energia del campo elettromagnetico ¢ W= eE2+£BZ/;¢

somma di un termine elettrico=1/2ED densita di energia elettrostatica

. . . - - ) -
e di untermine mgnetico=1/2BH densita di energia magnetica che, usando Ez ZE;SIH T (x—uf)

2 .
ByzBDsinTﬂ(x—-ﬂ )= —V(G_;LEOSIH")\E(X—IJ 8!

valide per un'onda piana monocromatica sinusoidale polarizzata linearmente

W= eE? sinﬁ—):z {x—wv1) -té e E? sinz%j—r (x—uf) =eE?sin? ZITT(x— vé)
ossia la densitd di energia dovuta al campo elettrico & uguale alla densita di energia
dovuta al campo magnetico (*). Si noti che la densita di eaergia varia sia per un
determinato valore di x in funzione di 7, che per un determinato valore di ¢ in
funzigme di x. con "argomento x — ¢, cio significa che essa si propaga con velocita v
nel verso stesso in cui st propaga il campo elettromagnetico corrispondente.

Per avere quindi Ienergia che fluisce in un secondo attraverso l'unita di
superficie, basta calcolare Penergia contenuta in un prisma rettangoelo di base pari a
1 m? e altezza pari a ¢. Dato perd che la densita di energia varia sia in funzione
del tempo che in funzione di x, anche P¢nergia incidente per unita di tempo varia.

In pratica cid che interessa & il valor medio della potenza per unita di superficie,
valor medio che si pud oiterere facendoe per esempia il valore medio della densitd di

energia rispetto a x € moltiplicando poi questo valore per il volume 1 - v del suddetio sing =

prisma: ricordande la media di sen quadro su un periodo éparia 1/2 siha _  EZ

2
da cui segue che I’energia media incidente per unita di superficie ¢ secondo ¢ data da

E.I
g=1-v W=ve— . Questa, sj pud anche scrivere g:\EEj:%
2 p2 7

che, in'ara (¢, = g, = 1j € per una onda rigorosamente sinusoidale, si riducec a

B, dove si & (a) introdotto il valore efficace £ del campo elettrico,
g=-= watt/m> (b) si & fatto uso della relazione che lega il valore efficace
Zo al valore massimo di una grandezza che varia con legge

sinusoidale -
(c) si & introdotta la Zy=4 L8 g77 a,

=0

1 27 1-cos2a

i

2

)da =

1
2



Impulso delle onde elettromagnetiche
In questo paragrafo ¢l proponiamo di mostrare che, ogni qual volta un'onda

Jeeroms WaRddsgw Add 0 a2 i

0.31) E,=Esin i) (x=1) clettromagnetica viene assorbita da un corpo, essa cede 2 guesto, oftre ad una certa
il quantita di energia, anche un impulso. Vedremo inolire che queste due grandezze

r e o O risultano sempre proporzionalt tra loro,
BfBaSIHT(X -0 f)=—veu Ky SIHT(X—M A scopa di semplicitd consideriamo ancora un’onda piana sinusoidale, i cui
vettori elettrico e magnetico siano rappresentati dalle (9.31). Tale onda, che s

prapaga nel verso positivo all’asse delle x, investa un clettrone poste nell’crigine.
Supponiamo che questo sia legato all’origine da una forza elastica e che il suo moto
sia smorzato, Come & noto dalla meccanica. ['¢lettrone, sotto 1'azione del campo

elettrico che nell’origine con x=0, , AT ;
SRR =) Yol E=E sin—(-v )= -E sl

b

¢ muove di moto armonice nella stessa direzione e con la stessa frequenza del campo
elettrico & con un ritardo di fase o rispetto a questo, dipendente dal suo smorzamento
Le sue coordinate saranno quindi  y=0, y=0, 7= — A sin (0!~ o)

dove con A abbiamo indicato I’ampiezza della oscillazione,

Ricordando I'espressione F=—e(E+vAB) che rappresenta la forza su di un

vAB & sempre perpendicolare a v—(v AB) . v=0] clettrone in movimento con velocita v, potremo dire che I'energia ceduta dall’onda
elettromagnetica al nostro elettrone in un perjodo, & data da
, T T T T
ceduta da un’onda elettromagnetica all"elettrone. | g- S F.ds= E F.vdt= S ~e(E+vAB) vdt=~e| E-vdt
0 0 0 0

solo il campo elettrico contribuisce alia energia



L’impulso ceduto dall’onda eletfromagnetica all’cletirone inun

a7

T

T r
p=5 Fdf:S —e(E+vhB}dr=—eS vABd!
a 0

0

Impulso ceduto

¢t essendo E sinusoidale

periQdo ¢ dato da

dall’onda e relazione e dunque che solo il campo magnetico contribuisce all’impulso ceduto da un’onda
con I'energia elettromagnetica all’elettrone in esame, Si vede inolire che il vettore p hala dlrez1gne

e il verso di propagazione dell’onda.

Ci proponiamo ora di mostrare che sussiste un rapporto costante fra il madulo
de! vettore p, rappresentante ’'impulso, e I’energia ceduta all’elettrone

A tale scopo introduciame nelle Scp le £, ¢ B, , dopo aver posto in gueste x=0.
=1 ottiene, tenendo conto che v & parallele ad E e perpendicolare a B (patallelo aii asse yv)
T

1?1 1'?"
s ~e§ Esinwtidr=-e| EAwsinw?cos(wl—o)di= ——eEzAwK sin w? cos{wf— ) dr i

i O f

T T
pi= —ES B, Awsinwicos (wt—a)di=—eB A @ | sihw!/cos(wt—a)di.
0 0

Eseguiamo dunque il rapporto di queste due grandezze; osservando che i

entrambe compare o stesso integrale rispetto al tempo si ha lpl B, 1
— == {_-'u_ e
& K, v

T

8-—--—&& E - -vdi
A k
r

p=_g5 vABdin0.:0. 2

g 0
" 0B,
EzzEgsmT{x—m}

2T
yzBﬂsmT{xHﬂ £

= — A sin (w!— o)

Ogni volta che un’onda elettromagnetica viene assorbita da un elettrone (o in generale da un sistema di

elettroni), guesto riceve, oltre a una certa enerqgia, anche un impulso p avente direzione e verso di

propagazione dell’onda. Il modulo dell'impulso € uguale a 1/v volte I'energia assorbita. Nel vuoto v=c.




DENSITA’ DI ENERGIA DEL CAMPO ELETTROMAGNETICO

In questoparagrafo vogliamo tratiare il problema energetico e,fra Ialiro, mostrare che Osservando che, per = costante, siba

i I
w==ED; w=-HB, | I B o1

2 2 .EE _a__ E.D); H.—=—-(H-B) siottiene
anche nel caso in cui i campi elettrici e magnetici dinendono anche dal tempo ar a2 oo o

A tale scopo supponiamo che, nella regione di spazio considerata, vi sia una a1l
densita di carica p(x, ¥, z) che si muove con velocitd v(x, y, 2). S . 1dys= —— E [_ E-D+-H Bldv~| div(EAH)dv.
Il Javoro fatto dalla forza elettromagnetica per unitd di volume e dato da . afJ,12 2 iy
dW=f vdt=g(E+vAB) -vdt=pE vdi=E . Jd: dove ] ¢ la demsita della corrente
Poiché supponiamo che valga #f principio della conservazione dell’energia, : j J T - .
dobbiamo attrigﬁim questo lavorg a qﬁalchéo alira forma di emergia, Iegata gall Applicando ora il teorema di Gauss all'uitimo termine a destra, si ricava
presenza del campo'elettromagnetico. . | ]
Per calcolarla [acciamo uso delle equazioni di Maxwell, E-J= -“ E o . 5 E. Jdp=-—— [_E Ty H B} dy~| (EAH)-ndS
che, facendo uso della relazione vettoriale, ir o2 2 §
E R Al - 200D AUIE BTSSR A ot ave S & una superficie che racchiude il volume v in cui sono contenute tutte l¢ correnti
elettriche J. Infine, portando 2 sinistra Pultimo termine a destra, si ottiene la

i ot E s — otiemiame
g’

Per il termine H-rotE usiamo ora la equazione ¢i Maxwe
espressione cercata

E-J=-E- Ei1—]-3-—H a—B—dlv (EAH) valida in ogni punto dello spazio.
» . ' g E-Jdv+£

Se ora vogliamo la potenza totale dissipata, basta integrare questa espressione & tutlo .
il volume v in cw sono contenute correnti elettriche non nulle.

3 1
ndS=~—1 |-E-D+-H-Bidv.
s(EAH) ' 33H2 2 }



Conservazione dell’energia e vettore di Poynting

a1 1 — :
g E - Jdv+ (EAH}-ndS:—-*S —-FE-D+-H -Bidyp. bilancio energetico
u 5 gt & 2 2 _l

Questa stabilisce il bilancio energético relativamente ai fenomeni elettromagne-
tici: la diminuzione, nell’unité di tempo, dell’energia del campo elettromagnetico,
scritia a destra dell ’ uguale & uguate alla somma di due termini. 1l primo rappresenia
Penergia dissipata per effetto Joule nell’interno del volume ¢, il secondo ’energia
elettromagnetica che fluisce verso Pesterno, attraverso alla superficie S che racchiude

il volume #. Questo secondo termine ¢ dato dal flusso uscente del vettore

B

Joule

m’s

detto vettore di Poynting o dell’irraggiamento, vettore che chiaramente rapprésenta
Peneyeia che fluisce nell’unita di tempo attraverso la unita di superficic.

1. 'equazionevale in generale ¢ quindi anche gquando si ha ¥={ in tutti 1 punti
interni al volume v. In queste condizioni il primo termine & sinistra risulta uguale a
zeroe l’equazione stabilisce che il calo (o aumento) nell’unita di tempo dell’energia -
elettromagnetica contenuta cntro il volume arbitrario v & uguale al flusso uscente
(entrante) del vettore di Poynting attraverso la superficie &.

Come esempio di impiego del vettore di Poynting possiamo calcolare il suo
flusso @, (S) attraverso una superficie ‘A disposta perpendicolarmentc alla direzione
di propagazione di un’onda piana:

vettore di Poynting S=EAH

£ .
G @A(S)zs-nAzEHAz'\/V—ELA
5 £ : I
ove si ¢ fattouso della H= E =\[—E
4 #
Supponendo che E varii con legge sinusoidale, facendo la media su di un periodo e ponendo

A=1 si riottiene I'energia media per unita di superficie e di tempo trasportata dall'onda =F527

ovvero per I'onda piana <ISI> =E727



Tensore degli sforzi di Maxwell

Esprimiamo in maniera rigorosa, introducendo un tensore, i bilanci tra energia e quantita di moto
trasferite da un onda e.m. ad un materiale da essa investito evidenziando come queste quantita
siano legate al vettore di Poynting.



Quantita di moto del campo elettromagnetico. Il tensore degli sforzi di Maxwell

Il campo ceclettromagnetico esercita delle forze sulle cariche elettriche e quind
‘trasferisce ad esse delle quantita di moto. Vogliamo in questo paragrafo stabilire w
bilancio della quantita di moto del campo elettromagnetico, analogamente a quantc
si ¢ fatto nel paragrafo precedente per I’energia. Per arrivare al risultato bisogner:
partire dall’espressione per la forza per unita di volume e calcolare la risultante

R di tutte le forze esercitate dal campo elettromagnetico sulle cariche e corrent
contenute in un volume 7

R=S fEdT=5 (cE4+JAB)dr.

Questa forza ¢ uguale alle quantita di moto trasferita per unita di tempo dal campo
elettrﬂmagnetlco alle cariche elettriche.

Sfruttiamo qui il principio della conservazione delle quantitadi moto
Il procedimento ¢ del tutto analogc: a. quello seguito per I’energia, solo che
risulta formalmente piu complessa| essendo questa una equazione vettoriale.

Ricaviamo g dalla prima e J dalla quarta delle equazioni di Maxwell

gD
rotHAaBdr— | — ABdr=
ar

T T
-— —— S VR \

0 oB
S Edider—K BﬁrﬂtHdT—aiﬂﬁBd +§ Dﬂﬁd‘?’

R=K EdivI}d7+§

T

a aD JB
dove si € anche fatto uso del fatto che v (D A B) = AB+DA Ty



Conviene riscrivere questa egquazione nella forma

a B
R+—§ (Dnﬂ)d—;—:E Ediv])d-r+§ Dh—dr—§ﬂhr0tde.
atr )., " ar -
~
A secondo membro possiamo sostituire il termine dB/8 ¢ con il valore della terza delle eq di Maxwell
inoltre renderlo formalmente simmetrico nei campi elettrico e magnetico aggiungendo un

termine H div B che ¢ nullo per la seconda eq di Maxwell Si sono cosi utilizzate tutte quattro le
equazioni di Maxwell con il risultato

T

d

R+— g DABdr= K
o)

Il secondo membro di questa equazione pud essere frasformato in un integrale di superficie.

sfruttando il teorema di Gauss sulla divergenza di un vettore per cui vale
g divA d7 = 5 AedS

(EdivD—-DArotE)dr +§ (HdivB—B Anrot H) dr.

T T

= I Ax cosnx do + Ay cosny do + Az cosnz do

Per questo calcoliamo, ad esempio, la componente x del primo dei due addendi: essa &

8D, 8D, 8D OE, OE. 0E, OE,
S (EdivD—DhrntE}xdr=j [Ex( o= 5 z)—DJ,( . )+Dz( )Wcﬁ-:
.. =

dx ay dx ay 8z Ox
con D=¢E e

- EZ_Ei_EQ) : ) ; ( )]
=\ |— = =) + E.E, |+ E.E,)|dr.
S, [ﬂx (-Eﬂ > ay Eg ¥ A €p

I.a funzione integranda & la somma di tre derivate rispetto alle tre cnqrdinate si pud quindi
applicare il teorema della divergenza riducendosi all’integrale di superficie

5 [% &, (Eﬁ—Ef — E%) cos nx+ ey E.E,cos ny+eq E,E_cos nz] do



Un discorso del tutto analogo si pud fare per il secondo vettore a secondo membro

per cui si ottiene che l'integrale di volume della divergenza si riduce all'integrale di superficie

con B=pH

5 [% po (H2— H?— H?)cos nx +po H Hycos ny + o H,.H 08 nz] do

In conclusione abbiamo applicato il teorema della divergenza al vettore di componenti

: i
© L e (B2 B2, — D+ o B2 F—HD =

1 1
=ExDx_E{ExDx+EyDy+Ez Dz}+HxBx_E (H,B.+H,B,+H_B))
e o By Es+ pio HLH,— B, Dy+ H, B,
i EOEsz+#UHtz=ExDz+Hsz

Poniamo aJJn{a 1
o g e ol J.IJ{,,—E(JE'J.:JEI'J,+,.":7.;,4.'1')},4_..?_:5'41 D)+ H, B"‘_E (H,.B.+H,B,+H_B.)
Tyw=¢€o ELE,+ po H.H,=—E D, +H.B,
Ty.=€ E. E,+p H . H =E,D_+ . B

La componente X della equazione di partenza si potra scrivere

R,,+ais (DhB)xdT=g (T.cosnx+ T,,cosny+ T, cosnz)do.
L

@
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Analoghe eauazioni si ottengono per le componenti y e z pur di completare 1€ dernizioni
con le seguenti

T,.=E, D, +H,B,
1 1
T,,=FE,D, =5 (E.D,+E, D, +~E,D)+H,B, —= (H,B,+H,B,+H,B,)
=8, D. .+ H,B.
To=F. D, +H. B,
To=ED,+H_B,
1 1
T, =E. D, — > EDA+ED,+E D)+ H B, — > (H.B,+H,B,+ H_B.).
Queste equazioni definiscono nove grandezze ciascuna esprimibile come proaotio ai
componenti di vettori; esse costituiscono un rensore.

Conviene a questo punto introdurre una notazione pit compatta indicando con x;, X3, X3
le tre caordinate x. V. Z € CON V1. ¥a. U2 le tre componenti v,, v,, ¢, di un generico vettore. La

d
R+E}—r~§ DﬁBdT=K (EdivD-DArotE)dr +§ (HdivB—-B Arot H) dr.

pud essere espressa in funzione del campo elettromagnetico con le tre equazioni scalari{(a=1, 2 3}

X

g 3
R“+ES (D A B), .:i~r=§ ?,3 Topngdo R=/[,  f, dr = J, (pE + JxB)dz
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Qi & introdotto il tensore degli sforzi di Maxwell : ; ]
1
T&ﬂ=EﬂDﬁ|+Ha ‘Bﬂ_Ef’nﬂ S (E, D, +H, By)=e¢ E,Eg+— B, Bﬁ_i 8.5 (e0 E*+— B?)

Mg Ho
1 e B Txx Txy Txz /Delle 9 componenti solo 6
=¢o | E , Eg+c* B, Bg— > 5.5 (E*+c*BY)|. Tyx Ty Tyz linearmente indipendenti

5 - % 3 . Tzx Tzy Tzz
Il tensore 7,, ¢ evidentemente simmetrico, cioe T,;= Tg,.

Per dare una interpretazione fisica consideriamo dapprima 1l caso in cul 1l campo
elettromagnetico sia confinato in una regione limitata dello spazio in modo che sia possibile
trovare una superficie o sulla gquale sia E che B sono sempre nulli.

3 e quindi gli integrali di superficie del Il membro sono nulli
RE+_§ (Dﬂﬂ)a.d'rz (Cf:x:y: z)'

at

Per dare una interpretazione fisica a questa equazione basta osservare che, detta P la guantita
di moto che compete al moto delle cariche presenti nel volume 7, s1 ha

= CI'IJIIldl * definendo il vettore quantita di moto per unita di volume(densita di gm)

dP

=T a
at G:S Dan-;:S g dr S1puod scrivere E(P-l—ﬁ):ﬂ-
Il vettore G si pud allora interpretare come guarntita di moto del campo eletirormagnetico
principio di conservazione delle gquantita di moto: ) 1
in un sistemaisolato resta costante la somma P + G della gquantita di moto meccanica e di quella
elettroma gnetica.
Il vettore

1

dove d é il vettore di Poynting rappresenta la densita di quantita di moto associata al ;
campo elettromagnelico.



Nel caso invece in cui il volume 7 non possa considerarsi isolato ma vi siano sulla sua
superficie dei cam lettrici 0 magnetici non nulli, il termine a secondo membro della

Ra:(aP/at)a e 5 {D AN B}u dr= 5 ?ﬂ Tﬂ:ﬁ Mg do

deve rappresentare la compunente o della quantita di moto trasferita per unita di tempo dal
campo elettromagnetico all’interno della superficie o. Giungiamo cosi ad una interpretazione

fisica del tensore degli sforzi: dato un elemento di superficie d o; perpendicolare all’asse 3, la
quantita T .p & 0g

rappresenta la componente lungo 1’asse « della gquantita di moto trasmessa per unita di tempo
attraverso I’elemento di superficie d 0. :

Il tensore degli sforzi 7,; ha le dimensioni della derivata rispetto al tempo di una
quantita di moto per unita di superficie, cioé di una pressione e da questo fatto deriva il suo
nome. E perd importante notare che il flusso del tensore degli sforzi attraverso una superficie
pud essere interpretato come una forza frasmessa attraverso la superficie, ma non ¢ una forza
che si esercita sulla superficie. Il campo elettromagnetico esercita forze solo sulle cariche
elettriche secondo la FLor ' e queste forze sono determinate dai valori del campo elettromagne-
tico nelle posizioni dove sono presenti le cariche. L’interpretazione piu aderente alla realta

fisica del flusso del tensore degli sforzi & quindi quella di quantita di moto trasmessa per unita
di tempo attraverso la superficie.
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Pressione di radiazione

Consideriamo un’onda pizna sinusoidale polarizzata inearmente chie si propaga lungo asse x
e supponiamo che essa venga compleramente assorbita dalla superficie di un corpo disposto
perpendicolarmente alla direzione di propagazione. Vogliamo calcolare la forza per unitd di

R+a
A

,.

w

=S )L]s Tengd

O AB).dr o

o

superficie esercitata dall’onda sulla superficie assorbente. Vedremo che, facendo uso della
(2.53), & possibile eseguire guesto calcolo senza dovere specificare in dettaglio il meccanismo
attraverso il quale I'onda viene assorbita.

Applichiamo la (9.53) ad un volume cilindrico {figura $,4) le cui basi, di area o, sono
parallele al piano assorbente e quindi perpendicolari alla direzione di propagarione dell’onda €

situate da parti opposte della superficie assorbente. Supponiamo inoltre che la base del clindro
all'interno del mezzo assorbente sia ad una distanza dalla superficfe tale che I’onda sia stata
completamente assorbita.
S~ S
Figura 9.4 Determinazione della pressione di e
radigzione esercitaia su di una superficie assorbente,
——————
s T
.
—
—_— s
superficie
T cassorbente
i

11 primo membro della (9.53) ci da la torza F che si esercita sulla superiicie
assorbente ¢ che noi vogliame caleolare valutande il scconde membro. Per un’onda ?
piana sinusoidale linearmente, si ha E, =K, sin (kx—w!) B=B,sin{kx—wi)= -A|-E,

mentre E,= E,=H,=H,=0. A noi interessa il valor medio della forza calcolate su ' #

molti periodi, quindi il termine 3 a1
®AB)dr=— (EAH)Ydr =0.
T C T

ar
poiché E ed H variano sinuscidalmente. Quanto al tensore degli sforzi di Maxwell

T siha

o

1
g=¢0| Eo Byt & B, By =58, (B4 ).

1 ! J
= _E(EuEi"'!LoH?-} Tyy:i(ﬂng_foEi)zo Tzz:E(CDEz_#OHZy}ZO

Ty=Tp=Te=Tu=T,=Ty= 0. Sclo la componente T, ¢ diversa da zero.

A7 flusso del tensore di Maxwell contribuisce quindi solo la base del cilindro di
area ¢ esterna al corpo assorbente in quanto sulla base all’interno i campi sono tutti
nulli per ipotesi e la superficie laterale ha la normale sempre perpendicolare all’asse
+. In definitiva (solo Rx$0) sulla superficie assorbente agisce una forza diretta secondo x

R,=—T,0==(eEltu o segno —  verso opposto dell’asse x.
s . 1
la densita di encrgiajw = (e B2+ o FI2)

Ricordando che

F
p=—=Ww
g

potremo scrivere per la pressione csercitata dall’onda piana




Relazioni tra pressione di radiazione, densita di energia e densita di quantita di moto dell'onda

Alla p:j—:: w| sl sarebbe potuto arrivare piit direttamente considerando la densita
g ] .
di quantita a1 moto g=DAB=¢uEAH=%5 del campo elettromagnetico.

infatti in un secondo la superficie ¢ assorbe tutta la quantita di moto contenuta

- 4 L ¥ L] 1 U s 1 iz : .
in un cilindro di base ¢ ed altezza ¢, cioé¢ goc=-S ¢ quindi su di essa si esercita
r

: ] 1
una pressione - 21§ =~ |Ef IH]=\/E—,!:L\/EE2=EE2=W.
C C /3

Se poi ricordiamo che I’energia assorbita per unita di tempo € proprio uguale al
flusso del vettore 8 e cioé & =08, la «==-5 ci dice che il rapporto tra quantitd di moto

ed energia assorbitavale @ 4,0 g
—= T =- vedi slide 29

£ 65 ¢
in accordo col risultaio ottenuto per il caso di assorbimento da uneleftrone,

Da queste ultime considerazioni & anche immediato dedurre che se la superficie
assorbente forma un angolo ¢ con la direzione di propagazione dell’onda, Ia
pressione esercitata dalla radiazione si ottiene motltiplicando il valore di p per cos 9.
Nel caso invece che lo schermo riflettesse completamente [a radiazione elettromagne-
tica all’indietro, si troverebbe per la pressione di radiazione un valore doppio.



Dall'equazioni di Maxwell alle equazioni di propagazione
del potenziale vettore A e del potenziale scalare V.
Definizione di E e B in funzione diA e V
A guesto punto riprendiamo le equazioni di Maxwell che qui riscriviamo per il

caso del vuoto divB=0 ot BB
. 1
I porotB=J+ ¢, E dWE:g’:Q
dove le derivate rispetto al tempo sono state indicate con un punto
Ricordiamo ora la definizione di pofenziale vetiore | B=roi A

div rot =0

la quale garantisce automaticamente che la prima sia soddisfatta.

Sostituendo questa espressione di B nella 2¢ otteniamo rot E= —rot A
rot (E+A)=0,

Questa equazione stabilisce che il vettore E+ A & sempre conservarfvo; cosicché

possiamo scrivere, in modo del tutto generale, E+ A=—grad V

dove V & una funzione delle coordinate x, y, z e t che prende il nome i porenziale
scalare. Nel caso stazionario (A =0) esso si identifica con il notenziale eleilrostatico

0ssla

Dalla E+ A= —grad V' segue E= —[grad ¥+ A]
che esprime il campo elettrico in termini del potenziaie vetiore A e del potenziale
scalare V.

“Un vettore A si dice conservativo quando & pari al gradiente di una funziene scalare, ossia quande il suo rotore & nullo e il vettore si

definisce irrotazionale. A conservative > rot A = 0 ossia A irrotazionale.



1;#0r0tB=J+EU:'E

Vogliamo ora esprimere anche i¢ altre due equazioni di Maxwell in termini di A e V.

rotE=—-B Cominciamo da ¥/perot B=J+ ¢, Eeintroduciamo a primo membro B=rot A
oo 1 utilizziamo la relazione vettoriale rot rot = graddiv —v?e E = —lgrad 4+ A]
el == 1 & i T :
Si ottiene — [grad div A — V2Al=JY—¢yfgrad V+A]
[P

Se ora portiamo a primo membro tutfi i termini contenenti A ¢ V.l moltiplichia-
mo per g, ¢ cambiamo segno ad ambo i membri, troviamo con ¢=

; y € fho
VzAﬂ—zﬁ—gmd (divA+4§ If"} = —pigd
c c :

Come abbiamo mostrato il vettore A introdotto a mezzo della B=rot A’

& definito a menc del gradiente di uno scalare
Nel caso stazionario abbiamo approfittato di questa arbitrarietd per imporre al

potenziale vettore di soddisfare anche la condizione aggiuntiva divA =0
1La cosa migliore che possiamo fare nel caso presente, 1n CWl le grandezze

dipendono anche dal tempo in modo del turto generale, € di imporre una condizione
tale da semnlificare il pit possibile 'equazione
‘ Questa consiste evideniemente neil’ imporre chie si annulli, per tutel i valori Al X,
v, z e t, la espressione fra parentesi quadre che figura a primo membro

Si ottiene cosi la condizione di Lorentz : 1.
div A +—'£ V=0

e la equazione diventa IVEA—C—;A: —p,,;,J‘ Questa & una equazione fra A e J

che corrisponde in | {
componenti; vax-;‘Esz — o3 V2A, —— Ay= ol VA, —— A= —pgJ,
g i s



>rima di discutere il significato delia Iv?A_i;Az #DJI esprimiamo anche la
— £

juarta eguazicne @ in termini di A e V. Sostifularne a primo membro

- . : 1
E= —fgrad V+A] div [grad V+ A}~ ——g ;

€o
ricordiamo quindi che div grad = ¥V 2 e sostituiamo a divA la espressione che si ricava
1 T 1
3 ke . . M 23 s ' . 7 — P
dalia divA+—¥=0 ossie divA=-— > V. Siottiene cosi e
C

che ¢ una cquazione fra le grandezze scalari ¥ e p della stessa forma analitica

s 3 L o= T
1Fz-"_jr_ _63'412 ﬁ'ﬂ’j—: vﬁ‘q?—g“il}’= —Jl".‘:""r."' ‘FZA:'_EAZ= _nl]"?z'

In conclusione le egnazioni di Maxwell sono eqinvalenti 2 4 equazioni scalari ove
compaiono le quattro funzioni incognite 4., A ve A, e V delle variabilix, ¥, ze 1.
A primo membro di gueste equazioni ﬁEura sempre [‘operatore di D°Alembert
operatore di g 145 @&  g¢ g% [ @
I Alembert _Earzzaxz+ayz+azz_§'a?

caratteristico dei fenomeni di propagazione, Applicato ad una funzione f(x. 1 che
non dipende da y e z, 'operatore si riduce a 3 T a: |che abbiame gia incontrato
nella discussione delle onde piane R

ax* c*ar?

Equazione inomogenea
in V potenziale scalare

44 nuova



INVARIANZA DI GAUGE (RICALIBRATURA)

Come visto le equazioni di propagazione inomogenee

: o : b e
sono legate fra loro dalla condizione di Lorentz |divA+— V=0
C

Le grandezze fisiche che si misurang sono E e B: esse infatii figurano nella
espressione della forza di Lorentz e pertanto determinano il moto dei corpuscoli
carichi, I potenziali A e V sono invece grandezze ausiliarie non direttamente
osservabili ('} e difatto esse non sono completamente determinate dai valori di Bed E

Questo da luogo ad alcune importanti considerazioni

Gia abbiamo mostrato, che definendo il vetiore A a mezzo della B=rot A
esso risulta determinato a meno di un termine additivo consistente nel gradiente di
uno scalare arbitraric u. In altre parcie B non cambia se si fa la irasformazione
: A— A’ dove A’=A+gradu. |
Se vogliamo perd che questa trasformazione non facgia cambiare neppure E= — [grad V+ Al
e necessario fare. anche la sostituzione p — v dove V'=V—-u. :
Per chiarire la portata della condizione di Lorentz divA-’r—lz V=0
supponiamo di conoscere una soluzione A, V delle equazmmdirpropagazione.CDn la
trasformazione la quantitd fra parentesi quadre a sinistra della csx 15 L lan Mé pj—_ 3
&

1 .« 1. ;i y ;
diventa divA’ += V' =divA+ ¥ 2u i i — U = (Operla condizione di Lorentz, da

e C c :
. 1. : 1 . Ae Vsononotl e, essendo sempre possibile trovare
U=V ti——tu=—divA+—V. : e z
SR 2 almeno una soluzione u=u{x, ¥, g, {} ¢ sempre

Bt C o BR i :
nossibile imporre la condizione di Lorentz




Significato fisico
Invarianza di gauge
SoloEeB
osservabili fisici.

A eV funzioni
matematiche
modificabili tramite
A=A+ gradu

V'=V — du/dt

GAUGE di LORENTZ e GAUGE di COULOMB

. » 1 . ;
In realtd una volta fissate 1l secondo membro della DOu=—divAa+—=T  ¢isono

ancora infinite sofuzioni che si possono dedurre da una particalare di queste, diciamo
u,, aggiungendovi una funzione arbitraria w=w(x, y, z, ), ossia facendo la
trasformazione # — ¥/, u'=ut+w

i s Sk ; 1
a condizione che w soddisfi I’equazione omogenea VZ2w~—w=0.

CZ

Le diverse possibili scelte che si possono fare di A e V; lasciando immutati B ed
E si chiamano diverse “gauge”, tradotto in italiano come diverse “calibrature”.
La mvananza di B ed E rispetto alle trasformazioni da una “gauge” a un alira

cice rispetto alle trasformazioni di gauge o di calibratura si chiama invarianza di
gauge.

La classe di calibrature che soddisfanc la condizione di Lorentz fdivA+—=V=0
chiamata calibratura o gauge di Lorentz,

Un’aitra classe, molto importante & quella delle calibrature di Coulomb definite
dallafiv A = dCon guesta calibratura introdotta per campi stazionari, si ha;

- Lo : 1

V2A-—A—=grad Ve —pJ, V2V=——g.
c C En

Questa ultima ¢ ’equazione di Poisson: il potenziale scalare ¢ dungue determinato
dalle cariche elettriche come se fossero in quiete: Di qui il nome di calibratura di
Coulomb




Onde piane trattate con i potenziali

. 1.
V‘A—TA_- —P«UJ
2

Le equazioni e E 1 cui debbono soddisfare i potenziali vettore e scalare si
= e .

) I Lo : i i -

riducono, nel vuoto, alle seguenti v*A-SA=0 ¥° e

¢ applichiamo EfA

pn
L

In queste caso si riconosce facilmente che, fra le infinite calibrature che soddisfano : B :iﬂcm brs sttt

la condizionedi Lorentdiva+(1/c*\v -08e ne pud sempre scegliere una, V', tale che V' =0, By T

Supponiamoe, infatti, ce v iz una soluzione nota della OV= -—5 - . Trovata

una funzione scalare w(r. . tale che u=V. per la trasformacibne v’ =V -4, _aAy_f‘_fgﬁ_ HaAy

siha V" =0. Rimane quindi il probiema di risolvere la v, _L3_¢ la cui incognita A > ar  dr ar a¢

deve anche soddisfare la condizione di Lorentz la quale si “riducea SivA=0 94, dA.3E 34,
Consideriamo ora il caso in cui il potenziale vettore sia funzione soltanto della E, = Eitz = dg“g?: —'E‘E':C

; .84 -
coordinata x e del tempe ¢, A=A(x, 7). DallacivA=0segue subito — =0 e quindi
A,, oltre a non dipendere da y e z non divende neppure da- x. xDalla va—}—JA:O _
scritta per la componente A, segue _3 f—I:O che, integrata due volte rispetto al tempo ¢, da

A.=a+ bt dove g e b sono costanti J di integrazione. Perle altre componenti di A{x, f)

84, 134,

dalle "5 2 =E£ 57 essendo della stessa forma generale dell'eq. d'onda piana
azAz 1 azAz - AJ.=A_{: (x—Cf)-FA; (c+ct)
= =;5 P ammettoneo le soluzioni A=A (x—c)+ A7 (x+cr)

tcon A7, AJ, A/, A funzioni arbitrarie dei corrispondenti argomenti, (x—ct) e
(x+c?). Limitandoci, per ragioni di semplicita, al caso di onde piane viaggianti nel

al potenziale vettore:

verso positivo dell’asse della x, poniamo ¢=x— ¢t

sza‘éta“if:

gy 0z

dA, 34, dA.
By: . — i’ —

dz dx dE
B#aAy dA, dA,
“ax 8y d&



Relazioni tra E e B nell'onda piana

0A,
E.= 5 =b = costante B :BAzwaAy:
a8y oz
34, dA0¢ 04, 34, 04, da, =18 Lx
*T8r _ dt at ot . T ) |B=c|B]|
04, dA8E 8A,
LA _dABE 0d, 04, b4, da,
dt  di dt ik T ax 8y df

Peril campo E si stabilisce che il campo elettrice lungo 1’asse x (ossia neila
direzione di propagazione) non dipende né dalla posizione né dal tempo. Pertanto,
senza perdere in generalitd, si pud porre |E,=0. E poich¢ la prima per B
stabilisce che |B_ =0 ritroviamo il fatto gla riconosciute, che i vettori |[E ¢ B sono
perpendicolarl “all asse x| 0, cido che & lo stesso, alla direzione di prnpagazmne-

Essi sono funzioni dell’argomento (x—cf) ¢ se si fa il loro prodotto scalare si trova
E-B=F B +EB =0 [ossiaessisono perpendicolarifraloroe i loro modull

E|=A| B2+ E2, |B| =B+ B2 sono legati dalla semplice relazione [|E|=c|B|
¥ P .

Qﬁeste onde, piane e trasversali, hanno due distinti stati di pnlarizzaziune

caratterizzati da 4, ed A,. Un’onda con 4, = 0 e A,=0 {(oppure A,=0e¢ A, # 0) si
dice polarizzata lmearmente In ciascuna dr esse i campo eletirico E e pamh’e!ﬂ e il

vetiore induzione B é perpendicolare al potenziale vetfore A.




ONDE SFERICHE

Il caso delle onde piane trattato si presenta sole e tutte le volte
che il problema fisico ammette una simmetria di tipo lineare; ciog una dipendenza del
campo elettromagnetico oltre che dal tempo, da una sola coordinata cartesiana

spaziale. Vi sono altre situazioni figiche in cui il campo elettromagnetico ha invece
simmetria sferica, ossia dipende, oltre che dal tempo. dalla sola distanza r da un ben
determinato punto. Questo &, per esempio, il caso di una distribuzione di cariche che
non permette di distinguere fisicamente una dirczione da un’altra. In situazioni di
questo genere i potenziali A e V debbono evidentemente dipendere dalla coordinata
sferica r e dal tempo. Per risolvere il corrispondente problema matematico conviene
esprimere 'operatore laplaciano V ? in termini di 7. A tal scopo basta usare la

2_ 123, ;8 FE: 3 ! 3¢, : . .
5 3 a8 058’ Tiia s, 1B CUl, per fencreconto della simmetnia
. . . " &
sferica, si pongono uguali a zero le dervate rispetto a & e e. \?szla (r))
e _ _ r_ar®
Consideriamo ora 1l caso di una carica puntiforme o di una corrente elettrica a

SImr_netria sierica, posta nell’origine di un sistema di riferimento con coordinate
sferiche. Indicando genericamente con ¥ una delle quattro funzioni incognite 4., A4,,
A, o Ve con s{=sorgente) una delle componenti di u,J oppure p/e, ottenlamo,

dalle A =—pyd OV =— @/
2 2 2
_._;Z f:ia {rf}_%a f: —& da cul segue i) 1 &)
A ot a9t A o g
cony= A, A, A, 0V

=il



Fryy 1 3 ry)
-— = =87
arr  ¢* ar*
Cominciamo con il cercare la soluzione di guesta equazione per ogni punto dello

spazio, eccezion fatta per 'origine ove s # 0. Poiché, salvo che 1n un intorno di
guesto punte, il secondo membro della € nullo, questa equazione ¢ formal mente

identica alla [J f=0. e pertanto la sua soluzione ¢ data da o, D =F I—-ﬂ =|fr—ct

[onda progressiva | ¢/
dove, al solito, f(n) € una funzione arbitraria, dell’argomento »=({—r/c) che
differisce da &=(r—ct) per il fattore costante —1/¢ ed & pertanto del tutto
equivalente, € ove si ¢ omessa la funzione dell’argamento [(£+r/c) onda regressiva |

Quindi ¥{r, ) deve essere della forma Wir, £) ;M

7
Questa rappresenta una onda sferica: se consideriame il solo numeratore vediamo

che esso si propaga radialmente come un’onda, cioé il valore della funzione ad un
tempo 4+ Af ¢ ad una distanza r+cAt € lo stesso che la funzione aveva al tempo t e

1
alia distanza r. In pil c’e il fattore — che fa si che "ampiezza dell’onda vada
r

~diminuendo all’aumentare della distanza, Il significato fisico di questa dipendenza da

— sard chiaro quando discuteremo 'energia trasportata da un’onda sferica.

] Abbiamo scartato la soluzione g{f+r/c) perché quest’ultima
rappresenta un’onda che viaggia con velocita ¢ verso ’origine, ossia verso la sorgente
del campo elettromagnetico, Questo comportamento € in contrasto con il prircipio di
causalita che afferma che un evento causa (emissione da parte di una sorgente) deve
senipre precedere | corrispondenti effetti (propagazione dell’onda a distanza r).



Soluzione per V(r,t)

. . . 8% (r 1 3*fr , . _
Nella ricerca di soluzioni della a(j) -— a( :'&) = —gr facciamo inizialmente riferimento
& i

I, 7

y(r, H=V(r, 1}, s(r, f}=Q( }
€0

La forma della funziene f(r—r/c) dipende dalla sorgente, che, nelle nostre

ipotesi, §1 pud pensare costituita da una carica puntiforme Q(t), variabile nel tempo,
posta nell’origine, Abbiamo detto che la scluzione

=g
A=

¢ valida ovungue salvo che nell’origine. Avviciniamoci ora sempre piu Iorigine
finché si abbia #/c < ¢. In queste condizioni potremao scrivere

- lim Vi, )=—
e al limite per r/'¢ <€ {, il termine con la derivata spaziale il i
diventa molto pid grande di quello con la derivata temporale dato che il passaggio
al limite va fatto in modo che dr < cdt. Pertanto la | 8(ry)

= —gr,
V) -2 ) 1si riduce alla equazione di Poisson che ammette come | 302
£ | soluzione il potenziale di Counlomb e quindi

' r
1 ¢ T f——|= I—r/c
i Wl S ) I il [T DR
et e & e 1 Qt~r/c)
Per distanze maggiori, per ovvi motivi di continuitd, avremo | Vir, )= 4 .
T Eg r




< Ty guando la sorgente & costituita da una
I O{t—r/c) | carica puntiforme Q(t) variabile
. ‘| neltempo e posta nell'origine

=0 el

»

Questa soluzione aiuta a comprendere che cosa & un’onda. Vediamo che i
potenziale in un punto a distanza r dall’origine e al tempo t dipende dallo stato della
sorgente al tempo antecedente (f—r/c) < {. Pertanto, se al tempo { la sorgente ha
cessato di esisiere (per esempio due cariche elettriche +Q{f) ¢ —Qf(f) sl sono
neutralizzate al tempo 7), ciononostante possiamo avere nel punto 4 distanza r ¢ al
tempo ¢ un campo elettromagnetico non nullo. Ossia il campo elettromagnetico viene
ad avere una sua propria identitd e una volta che €& stato generato, non & pil legato
alle sorgenti. I! termine r/c da il tempo impiegato dall’onda a percorrere la distanza
Frvir, )

ar

Vir, r}=4

r ¢ proviene dalla derivata seconda temporale

(i Vir, ) ; s :
f" frascurabile molto vicinoe alle sorgenti,

dell’equazione OOV =— @/ ¢o.
E chiaro che questo termine

non & pin trascurabile a distanze maggiori soltanfo se le cariche elettriche sono
funzioni esplicite del tempo. I.a soluzione € stata ricavata nell’ipotesi di una
sorgente puntiforme situata nell’origine. Se la carica Q{t) non € nell’origine ma in
un punto r' =(x*, ¥, '), la soluzionc dovra essere modificata nel seguente modo:

Fir, 1
I O, t—R/c)

dre, R r _
con il seguente significato dei simboli: r={(x, ¥, 7} indica la posizione del punto dello
spazio in cul si vuole avere il potenziale al tempo £;r" =(x’, ¥’, 2z’) indica la posizione
in cui si trova la carica, |Rl=vVx—x"V+@ -y ¥+ (z-z')" & la distanza fra la
sorgente O(r’, #} ed il punto in cui 51 vuole il potenziale.

Vi, 0=




Equazioni inomogene d’onda nei potenziali e soluzione di tipo potenziale ritardato

Nel caso pil generale in cui sl ha a che fare con sorgenti estese, 1l problema pud
essere risolto sostituendole, al solito, con infinite sorgenti puntiformi clascuna di
carica infinitesima g (r’, £} @7’ Usando il principio di sovrapposizione, valido data la
Linearita delle equazioni di Maxwell, otieniamo 1 {eo(r',t—R/c)dr’

R

L’analoga soluzione per A(r, ) si ottiene chiaramente ripeiencdo le siesse
considerazionl ma prendendo come sorgente u,J (r’, £ invece di o(r’, £)/ey. St trova




Radiazione elettromagnetica

Dalla soluzione di tipo potenziale ritardato dell’equazione inomogenea d’onda ricaviamo
I'espressione del campo e.m. di tipo onda elettromagnetica in relazione a cio che lo ha prodotto,
ossia la distribuzione di carica accelerata



dalla soluzione potenziale ritardato dell’equazione Inomogenea d’onda

Potenziale Vettore

Al = Ha 5 JAr-, r—ff se)d T’ per studiare il campo em di un dipolo elettrico
T

oscillatore di Hertz
Abbiamo visto che, per generare un campo elettromagnetico che si propaga con
velocita e, & necessario che le cariche e/0 le correnti elettriche siano funzioni esplicite
del tempo. In questo paragrafo ci proponiamo di calcolare il campo elettromagnetico
generato da un dipolo eletirico la cui carica elettrica — g resta fissa nell’origine O
mentre la carica + g si muove attorno ad O di moto armonico lineare (oscillatore di

Hertz). Indicando con v la velocita della carica elettrica, cominciamo con il .

calcolaf®re il potenziale vettore nel punto P a distanza r da O ed al tempo 7. Avremo
dalla ¥ ¥
A(r, r]=#05[-§( I¥l_r. A7
" R

ove [o(r")V¥],_r, significa che pg¥v deve essere calcolata nel punto r’ al tempo t— R /c,
e R=r —r’ rappresenta al solito la distanza tra il punto a distanza r dall’origine e il
punto r’ dove la densita di carica g ¢ diversa da zero. Se le dimensioni della carica
oscillante e I’ jezza delle sue oscillazioni sono entrambe piccole rispetto ad r, si
avra Eempre&e nel denominatore si potra sostituire R con r. Non ¢
altrettanto immediato sostituire R con r nel ritardo che compare al numeratore in
guanto la differenza tra il valore di g v calcolato al tempo f— R/c e quello calcolato
al tempo r— r/c dipende non solo dalla differenza tra R ed r, ma anche dalla velocita

con ¢ pmuove la carica; questa differenza sara piccola nel caso in cui sia r” < r ed
anche Supporremo di essere in questa situazione, e quindi scriviamo

\ == v —Flo
A(r, )= Ho S (ev): Hch, 2:0 GV)e_rs
w r i r

54
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CARICA CON MOTO OSCILLATORIO LINEARE

Se ora scegliamo un sistema di riferimento cartesiano con 1’asse z nella direzione del

_moto armonico della carica elettrica, vediamo subito che A4, .=A4,

=0. L’unica

"componente non nulla, 4_, dipende solo da r, oltre che dal tempo PDlChE: gv ¢ la
derivata temporale del momento di dipolo p della carica elettrica rispetto ad O,

A= Bo Prore Per calcolare V(r, ) facciamo uso della condizi
s

one di Lorentz

/ \\ /)t— ){
4 ar r p > Qﬁ;z g "ﬂ% @4 “J\Q* j E{b; "J_Edjr'!- rler
1 = . Ho pr—r.-".r: t—rr/c - ,,4.2:\1\-~ 1
—5 V=divA= —41[ Ao L aallf [ 42)
1 = D z In coordinate sferiche & e % diventano
da cui ricaviamo Vi, = [p,__,,-«c+ f;*"“] s - T
4 weq rc r
A _fﬂ_L cOS 7
4x T
oo pi‘—-n“'c .
= sin &
Ao 4 P 5
A =0 Of~—= =
V: 1 {pr—nrf’c +pf—c;"rl cOS 1'_?'.
4mweqg . IC =~ ) o \
Per calcolare E ¢ B in coordinate sferiche e
3' V 10 V o 1 _ﬂ' Vi
i, B{rAd, .sind) 8(rAy " is BA,_Q{Aﬂrmnﬁ)J_l__de{rﬂﬂ} d.Aa
S e ao 8o rsinf | 8¢ ar r ar 80
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- B= (m‘rm
_.-._..Ba (

__ﬂ_ﬁgr&;s&zﬁw
'_ Fﬁiq%” p@" ¥___ _/“_
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Ricordando infine che B=rot A ed E= — [grad V+ A], con qualche passaggio

matematico s1 ricava
2.2

Bazﬂ

B IF'D Sl]’l!?‘ p;—rx“c+p£ Pl o
L R c r

Queste equazioni mosirano che E ¢ perpendicolare a B. Esse inoltre contengomno
termini che dipendono dalla distanza come 1/r, 1/r* e 1/¢°, i quali, pur appartenendo
alla stessa formula matematica, hanno un significato fisico molto diverso D'uno

1 cOos # = il s
E,.Z 2 e A +p: )
Aar ey r cr =
T SRE T P B -
E.— Perr +Ff +JD|!' r
dmweq T e o e
FoE— b

dall’altro. Infatti faremo ora vedere che ’energia associata al campo elettromagneticao,

DDA,

che wiaggia in una data direzione e verso con la velocita c,

B e SRR & dovuta soltgnto al terminl che dipendono da r come 1/7.

Per dimostrare guesta asserzione consideriamo dapprima il campo a grandi
distanze. E necessario specificare che cosa intendiamo per “grandi distanze”. Per
esempio nel caso di B vediamo che vi sono due termini, il primo proporzionale a p/c,

il secondo a p/r. Per stimare la grandezza relativa di guesti termini consideriamo che

nel caso periodice, si ha

P=pP,COSwl, pP= —PowSinwi, p= —Pow’ cosw!

cosicché I’ampiezza dell’ultimo termine & legata a quella del penultimo dalla relazione

2wcC

b

(;E;)ﬂ == (.E-?)u = @}u

ove A € al solito la lunghgzza d’onda.

Intenderemo che » & grande se r > A, allora il termine con p predominera su guello con D.
58



Le espressioni di B, Ediventano, per r = A,

B,=0 E,=0
2,.—0 2 daodisepue: T p—0
- 1 R ; |E1-_—C|B|
e E;= 7 sin 6
B,=—2""""“ging Cio come nel caso delle onde piane.
47 rc . -
E, =0
o - = z 3. o 4 d(l=sinedad
Per vedere se a questo campo & associato un trasporto di energia calcoliamo il £ s q:do_
. - -y S=r Ir
vettore di Poynting y:
3 p z i\f.f
S=EhH=1—2—"i(—"ﬂ) sin? 9 /
16 w2 e, 3 o /
- - - - - .'f
Osserviamo che S & diretto sempre radialmente verso [’esterrio comungue si scelgano
gli altri parametri, ossia I’energia del campo eletiromagnetico si propaga sempre
radialmente verso [’esterno rispetto alla sorgente del campo. -
Calcoliamo il flusso totale wuscente da una sfera di raggio r: J{;}E 4 AR
4r Vo 0
]. Hp = N . '—"13—"‘“‘3 e ii'z"é f),;‘_f‘? D',P:SB;_
P = ‘1) (S) — S = TR d_"_'; — t—s— — (_p.t—rf'c)z' cOI dS = r 2 51N E d!‘ﬂ' :fEP Lten {F'_ -a---\}.E-_f'r;m];hj;l

Qi trova che esso & indipendente dal raggio della sfera. Questo risultato mostra che
non c'¢ un accumulo o una diminuzione dell’energia nello spazio al passaggio

dell’onda, la quale cosi di nuovo viene ad avere una sua identita indipendente, una
volta che sia stata generata.
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T -
Esaminiamo ora il flusso di energia tenendo conto anche degli altri termini ' ’ B LET f;

=~ 1L
‘ o . 1 cosb [ p,_ Do 2\ E YL — s
Br=0 Mo SITL 7 /) S . . = > ’ r.-"c'+ L=r/c - 4 = B .
B e Biﬂ'=4:_ 5 [ r{: Sy d;f] g darey r G 7= .,S Cy Eﬁfo
&= E, =0 N ) 0 0 Bo
o L s8I\ P, rre Piriec Peerre A9
" Amwe, r c? o cr s =
i)
Traviamo X . P o T i .
3o R . T A D e - Y ) - R T 5L [f ) S R W T - - N
S =fg———— 2 sin & + + i + + -t + +S
il 1672%¢, SNEos P [cer ert T cr r5J o 16x%2ey. . 3 c?n er® 2r - crd2 P

Per calcolare se ¢’¢ un netto trasporto di energia dobbiamo eseguire la media su un periodo
Poiché siha p 5= 4 p2w?sinw? cosw? si vede che questo termine da contributo nullo alia me

Altrettanto dicasi nei terr;‘lixii in pp . I termini con p p si elidono in media con quelli in p#, perché
p{]. (45 o

2
2

PP= —Dgw2CoS? wi= — = — p?.

IMNe consegue che, eseguendo le medie su un periodo di oscillazione della sorgente, s1
ha 8§’ =S e pertanto il trasporto netto di energia & affidato soltento o guelle parti di E
e B che mostrano una dipendenza da r come 1/r. Queste costituiscono 1’onda
elettromagnetica vera e propria, la quale viene cosi ad avere una propria identita ben
distinta da quella dei campi clettromagnetici che variano invece come 1/72 e 1/7°

Questi altri termini dominano per 7 = A; essi descrivono
vicino, un campo elettromagnetico cioe, che ron & associato a un trasporto netto di

energia, anche se non si pud considerarlo come un campo statico in guanto varia nel
lempo insieme a p(7) e alle sue derivate temporali.

&

il cosidetto campo
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CAMPO VICINO (0 PROSSIMO)

| termini che nei campi di dipolo elettrico sono inversamente proporzionali a potenze di r con esponente maggiore o uguale
di 2, Il cui flusso medio € nullo ovunque e il cui valore istantaneo é trascurabile quando r>>A, dominano invece a distanza

r dal dipolo tale che r<< A e costituiscono il cosiddetto
CAMPO VICINO, cui non e associato alcun trasporto d i energia

Si tratta comunque di un campo variabile nel tempo, perché nel tempo varia la sorgente cioé p(t) e le sue derivate
temporali , ma € un campo localizzato intorno alla stessa sorgente senz  a le caratteristiche di un’onda.

B = o Eiﬂ T} [:E;.r—n’c+pt—rf-¢]

¥ Ao r C r

1 cos @ [ 7 F— e
2- [p.r ';—I:—ﬂ IJ

B =
i 4‘H'-En r cr r
] Sinﬂ 5 e .E‘.." o p[—l'l"l“f
E,_-j: : = o ! jFl
Admey T C o r
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Valor medio del verrore di Poynting  Potenza media irraggiata

T _ _Psin’0  Bu — ric)) 2 Fw'pj sin’e
16 a0 5 AT ey, oo
avendo tenuto conto del fatto che il wvalor medio di sinw(r — i/c) wale 1/2:

cantribuisgonﬂ cioe al valor medio del vettore di Poynting solo i termini proporzio-
nali a 1/r°. Tl flusso di § medio attraverso una sfera di ragpgio r risulta essere
indipendeniec da r, e fornisce la potenza media £ irraggiata dal dipolo:

o | e I
o o == = iy 2 -y ]
P = J-S " e = ﬁrzsinﬁdﬂdcp = ;U . _;'n: = J- sin'Gdé
g - 16785 Jy
OVVEero: Fi WPy 1 _ WEs Hg
2 Gmeget 2 Gz e
wip}

Crsserviamo che in guesta cspressione rappresenta il valor medio di p°

2
La dipendenza da o' & quella che rende bla il cielo. La lace del sole, passando atbraverso
IFatmos=iera, =titnola gli avomi ad oscillare ocoome dipali. La radiazione sclare incidente oopre un
Ross0450 THz  wvasto range di regquenze (lacee hianca |; essa & asscorbita @ pol reitradiata dai dipali dell”acmosfera
& gecotico I:-:u_ intensicd risulta pin prande alle Tequenze pitl elevace por la presenea del
fattore wb. La luce & gquindi pifl inten=a nel bln che nel rosso. B gquesta luce reltradiaca che
colpisce [ nostri occhi quando gnardiamo il cielo (a meno che nom si guardi direttaments e

Blu 700 THz

pericalogamernite il sole).

Poiche e onde elettromagsnetiche sono onde tragver=ali, 1| dipoll cacillano in an piano orcog-
onale al ragzi del =ole.

[l rosmso del cramonto & Paltra faccia della medaglia. La lace del =ole che arriva tangermial-
metite alla sup=erficie terrestre deve passare attraver=o uno =trato i atmosfera pin spes=ao | 150
- X Fom | risp=tto alla laoe che arrviva brontalmence gquanda 1l sale & allo menith (10 - 15 K.

Adlora la magzicr parie del ko & ritnogsa dallo scattering & guello che resta & il rosso. 62



Potenza irraggiata come onda da una carica accelerata

1 po - : : .
Questa formula, P= E S-n d5=g—f 5 « DS z,che da la potenza irraggiata tramite onde
. Fin

ricavata per un dipolo oscillante, pud essere subito riscritta per
il caso di una carica elettrica e che si muove con accelerazione a.

24 . 1 z :
Basta notare che p=ea, per ricavare P= = —e?a? Jormula di Larmor
T C

Questa va sotto il nome di formula di Larmor e da, in generale, la potenza irraggiata
tramite onde elettromagnetiche da una carica di cui pPud non conoscersi la legge del
moto, purcheé si conosca 1’accelerazione a.

Nella derivazione abbiamo considerato una carica elettrica in moto con velocita

v = C.

Si pud dimostrare che nel caso piu generale, tenendo conto degli effetti relativistici,
- 1 )
1 ko == (v Ana)y*/c Formula di Lienard
6T c (1 —2v2/c?)3

la potenza irraggiata € datada p—
la guale si riduce alla Jormula di Larmor nel caso limite v/¢c — 0.
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Potenza irradiata da un’ antenna
i

; ; [T T y2
Vogliamo ora dedurre dalla P=®(S)=\|S-mn d:-—-a 3 (D ric : una

formula di notevole utilita pratica, che si ottiene specificando la struttura elettrica
dell’oscillatore che supporremo costituito da due sferette conduttrici collegate da un
conduttore. '

La corrente che percorre tale circuito va pensata come dovuta ad una carica
elettrica che oscilla su e gia dall’una all’altra sferetta. Detta i(¢) I’intensita di corrente
che percorre il circuito & chiaro che la carica posseduta al tempo 7 da una delle

sferette & g = | idz. II_mﬂmgmn._eimico‘mrispondeme-wam-qum& p=qgl=1 g idt

dove / & la distanza fra i centri delle due sferette. La derivata seconda rispetto al

tempo di questa espressione & o di
gl Ty

che esprime appunto _pf ) in funzione della corrente i(#) che percorre il circuito e
della lunghezza 1 del circuito stesso. Introducendo questa espressione si ottiene

1 di\*? ) L : :
= Mg watt, che nell’aria (¢, = u, = 1) osservando che @=—ﬂ, 51 puo scrivere
6w v adr v c?
L Zop(diy tt ' ivalente alla P L
= — wa espressione eguivalente a = —— PR o
6T 2 dr 2 P ' 9 6w C i

ma che si presta maggiormente al calcolo della potenza irradiata da un filo rettilineo (artenna)

percorso da una corrente di intensita i(#)=7fsin wt. ol !;



Calcolo della potenza irraggiata da un’antenna percorsa da corrente alternata

Introducendo i(f)=7sin w? nella P si ha
1 Z
P=a"c—:fzfzmzﬂﬂszwf.

i 7 [ o 1=
Dato che cid che interessa ¢€ il valor medio rispetto al tempo e che, fﬁﬂ-:—j—_ S i2dy
) ' 0

1 =2
=2 2 - - =
I —_— — w
_ Eff"“‘_Tx IQ‘CDS cdfdf. 51 Oottiene .E'—'-"_—-—--—“!?2 ;ﬁff_.q_.ﬂ--? ;,3

_2-.-:'
A

che lega la lunghezza d’onda A alla frequenza v.

) N2 - .
Ossla P A (i) avendo fatto uso della ».—S_

A
Ponendo per esempio /= 100 m, A = 500 m, i.ge=35 A, siha 0,6 MHz .

P~6’23 377 -25 : 789
3 7, i
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Caratteristica onda sferica dall’oscillatore hertziano e relazione con I'onda piana

Prima di chiudere questa discussione del problema dell’ir
_delle onde eclettromagnetiche,

-accade nelle spazio-circostante, quando—vi sia nellg origine dégli ass1 coordinati, e per

esempio nella direzione dell’asse delle z. un oscillatore hertzizno, quale quello
descritto che irradia continuamente energia avente

frequenza uguale alla frequenza della corrente che lo percorre,
per modo che, affinché esso seguiti a oscillare in modo permanente, &
necessario fornire ad esso una potenza pari alla somma della potenza
irradiata e della potenza iZ;; R assorbita dall’oscillatore stesso per. effetto Joule.
La potenza irradiata si propaga nello spazio circostante
Se quindi noi consideriamo una sfera di raggio r, grande rispetto alla
lunghezza d’onda X, la potenza che giunge sulla superficie ad un certo istante ¢, &

raggiamento e propagazione

1 2. di" : ~48 r
=—— — e corrisponde alla potenza emessa dall’oscillatore —
6x c* dt

c
secondi prima, essendo evidentemente — il tempo che il campo elettromagnetico ha
Fod

impiegato a superare la distanza r fra 1’oscillatore e uno gualsiasi dei punti della
superficie sferica considerata. Cio significa che il campo elettromagnetico ha la stessa
Jase in tutti i punti di una sfera di raggio r arbitrario e centro nel punto ove & situaro
Poscillatore. Dato che si suole indicare col nome di superficie d’onda il luogo dei
punti ove il campo elettromagnetico ha la stessa fase, potremo dire che le superficie
d’onda del campo generato da un oscillatore hertziano, sono sferiche (onde sferiche).

Ci possiamo ora domandare che cosa siano le onde piane considerate nel

prima. La risposta, del resto evidente, € che se noi ci mettiamo a una distanza

r molto grande dell’oscillatore e consideriamo sia una piccola porzione della

superficie dell’onda sferica che un piccolo intervallo Ar entro cui si propaga |’onda,
noi potremo confondere la calotta (di onda) sferica con il corrispondente piano
tangente e per di pili potremo trascurare la dipendenza dell’ampiezza del campo
elettrico e del campo magnetico dalla distanza r. Le onde plane rappresentano
dungue il caso limite a distanza grandissima (infinita) dall’oscillatore

cerchiamo di dare un quadro di insieme di cid che —
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Ablnamo dungue viste che a grande distanza dall’oscillatore campo elettrico o
campo magnetica decrescono, in funzione della distanza, come 1/r.
Tomiamo ora ad avvicinarci all’oscillatore; alle distapze brevi
cominciano ad esscre mportant 1 termini che dmendﬂnr:r da r come 1/7%, Questi
hanno origine dal prirmo texmmf: 1 destra ddla rot H =1 + dD/dt ©
a

il rapporto del secondo al pnrnr:- termane nell’ aria, ¢i riduce a 242 E 3
dove g & una lunghezza dell’ordine delle dimensioni del cirevito.

Se K & ~ 10 1, la condizione a cul deve soddisfare h, affinché DPerrore
percentuale, commesso trascurando la corrente di spostamente, sia piccolo & quindi

lﬂﬂﬂ da S

E?i’h A
ossia affinche st possa trascurare, nella trattazione di un problema, la corrente di
spostamento rispetto alla corrente che percorre {1 circuito, @ necessario che la
lunghesza d’onda sia molto grande risperto alle dimensiond lineari g del circuito, Cid

A>>r'=ag
r>>r’

a A r ‘:? [ - a
vale a dire che Ta frequenza deve essere cosi bassa che il tempo — che impiega il Carpo
%5

:leltromagnetico a propagarsi in una zona di spazio di dimensiond lineari dell’ordipe
1i quelle del circulio sia breve rispetto al periodo di variasione del campo. Questa
:omidizione € largamente soddislatta nel caso di correnti aventi frequenza induostriale:

= — &% 10" =6 000 000 m.

¢ 3 3 10 .
7 =0

r="50Hz; h=



| Campi di radiazione di una sorgente oscillante loc  alizzata
Quanto abbiamo derivato per I'oscillatore di Hertz puo essere generalizzato al caso di

un sistema, di cariche e correnti variabili nel tem po,
localizzato in una regione dello spazio limitata.
Il campo generato da tale sistema risulta dipendere dalla
derivata seconda del momento di dipolo elettrico as sociato al sistema
e pertanto va sotto il nome di

RADIAZIONE DI DIPOLO ELETTRICO
pur non essendo necessariamente generato da un dipolo (2 cariche)

Matematicamente il campo viene costruito dal potenziale ritardato sviluppato in serie rispetto alla
variabile r’ = 0 che individua la posizione istantanea delle cariche.

Il primo termine di questo sviluppo € proporzionale al momento di dipolo elettrico del sistema mentre i
successivi termini solo legati al quadrupolo elettrico ed al dipolo magnetico.

Dalla successiva trattazione sara chiaro che il campo corrisponde ad un trasporto di energia,

ossia € una radiazione, in corrispondenza di moto accelerato delle cariche che comunque rimangono
confinate in una regione dello spazio a dimensione | Imitata rispetto al punto in cui si manifesta
I'onda.



RADIAZIONE DI DIPOLO ELETTRICO
MEAN

Definito il momento di dipolo elettrico del sistema di cariche in moto accelerato. y

confinato in un volume definito V'
con p(t) [ exp(-iwt)

f rr glrry av! se r'<<r e v<<c
e t=t-rlc

E. — ]
i si ottengono le espressioni per i campi e.m. nella forma

dai potenziali ritard

’ H : :
k ~ QY ot -
H - 4% (L. 25 ) e exptir-un) A(r,t) = - 42 iq SXplilkr-we))
1 k2 s ~ L b 1 ik ;
E = IE[T (E"'\EJ AT * {31[1‘_-2] = E}[:-B- = ?]] b BXD%:l[}?r"Eﬂt)_}

in forma vettoriale e in notazione complessa. dove T é il versore nella direzione di exp{i(kr-wt)}

vista
Detta d I'ordine di grandezza degli r’, ossia la dimensione della regione di spazio in

cui la distribuzione di carica € confinata e ) la lunghezza d'onda il campo di dipolo
elettrico puod essere considerato differentemente nelle tre regioni che si determinano
in relazione alla grandezza relativa dei tre parametri di lunghezza in gioco e cioé:
|zona prossima d<<r<< AlIn E ed H restano solo i termini in 1/ r>  quindi H=0
Il campo, se si trascura la dinendenza dal tempo € esattamente il campo statico di un
(31‘(1‘-:&} - p

3

dipolo e 1
E dme 0

|zona intermedia d<< )} =r| Non & possibile alcuna ulteriore approssimazione. il
comportamento dei campi risulta molto complesso e c’e una non trascurabile

componente di E in direzione r

[zona d'onda d<< » <<ffE ed H come 1/r e si riducono ai campi di un onda sferica che

si espande dall’origine. sono perpendicolari tra di loro e perpendicolari alla direzione 5
di propagazione r e nel caso di un dipolo oscillante linearmente si scartano in L e —,I%E—O (Xap) e"p{lf,kl”‘“t] Lot
intensita di Z, impedenza del mezzo. c'é un flusso netto di energia indipendente dalla 2 v R 5209
E = = (EAEJ AT exXp :1.1{‘1\1'-9.1'&7)}
0

distanzar.



Dipolo oscillante linearmente o circolarmente: pola rizzazione dell’onda emessa

Se una carica elementare, invece di compiere il moto oscillante lineare sinora descritto, si muove in un piano con moto
periodico percorrendo un’orbita circolare, a grandi distanze dalla regione in cui € confinata, genera un campo e.m. con le
stesse caratteristiche dell’'onda generata dal dipolo lineare.

La sola differenza é data dalla polarizzazione della radiazione.
Nel caso del dipolo lineare, la direzione di E € fissata ed € quella lungo cui oscilla il dipolo.

Nel caso del moto circolare la polarizzazione varia con l'inclinazione della direzione sotto cui e visto il dipolo oscillante
circolarmente, passando da circolare ad ellittica a lineare per angolo da 90 a 0 gradi.

D
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Dalle equazioni di Maxwell all'equazione d’onda

Dalle equazioni di Maxwell scritte per campi variabili in assenza di sorgenti

div D(r,t)=0 divB(r,t)=0
rot E (r,t)=-9B(r,t)/ot rot H(r,t) = aD(r,t)/ot

abbiamo ricavato che esse rimandano all’equazione d’onda (di D’Alambert)
[7f(r,t) =0
dove f € una qualsiasi componente di E e di H.

Pertanto questi campi, accoppiati ed entrambi variabili , nello spazio e nel tempo, rappresentano un’entita
fisica a sé stante che si propaga prescindendo dalle sorgenti (le cariche) che li hanno generati. Studiando |l
comportamento di questo campo e.m. come soluzione dellequazione d'onda possiamo rappresentare
matematicamente cio che fisicamente si definisce radiazione elettromagnetica o0ssia, come vedremo, un
flusso di energia associato alla propagazione di questo campo e.m. che interagisce con il mezzo in cui
procede.



Onda piana

Abbiamo esaminato un tipo di soluzione di questa equazione d’onda, detta
onda piana

con laf, funzione d’onda , dipendente da una sola coordinata cartesiana spazial e e dal tempo ,
concludendo che quando e sotto forma di onda piana il campo e.m. deve propagarsi, ossia variare con
una relazione fissa (x-vt) o (x+vt) tra la coordinata spaziale ed il tempo, entrambe legate da una velocita
di fase v, cosa che impone ai campi di rispettare una particolare geometria:

E-LH ed entrambi L k (vettore di propagazione),
risultando combinati in una terna destrorsa cartesiana
con i loro moduli che si scartano di un fattore fisso Z, dipendente da € e y del mezzo in cui 'onda viaggia,
detto impedenza del mezzo.

La relazione di fase, tra le due componenti di campo (E ed H) nel piano 1 k dove essi giacciono,
determina una caratteristica, detta

polarizzazione dellonda , potendosi avere
Polarizzazione ellittica (quando la punta del vettore E, preso convenzionalmente in esame, descrive nel
piano L k un’ellissi)
Polarizzazione circolare (quando la punta del vettore E descrive una circonferenza)
Polarizzazione lineare (quando la punta del vettore E vibra lungo un unico asse)



Energia ed impulso dell’'onda piana monocromatica

Abbiamo poi riconosciuto, utilizzando le leggi di conservazione, che questa propagazione del campo sotto

forma di onda piana e monocromatica (sinusoidale) ha associato un trasporto di energia e di impulso
che si puo caratterizzare introducendo |l

vettore di Poynting,

il cui flusso attraverso una superficie fornisce direttame nte la potenza trasportata dall’'onda
attraverso la superficie,

ed ancora, quando rapportato alla velocita di fase dell’onda, determina la cosiddetta pressione di
radiazione , ossia la forza per unita di superficie esercitata dall’'onda su di una superficie posta
trasversalmente rispetto alla direzione di propagazione.

Il flusso di impulso si puo calcolare, componente per componente essendo I'impulso un vettore,
costruendo il tensore degli sforzi di Maxwell.



Equazione inomogenea d’onda

Ci siamo poi occupati di risolvere ancora le equazioni di Maxwell

div D(r,t)=p divB(r,t)=0
rot E (r,t)=-9B(r,t)/ot rot H(r,t) = J+ aD(r,t)/ot

nella loro forma piu completa, ossia
tenendo diversi da zero i termini relativi alle sorg enti (p e Jd).

La formulazione matematica adottata, in analogia con il caso stazionario, ha introdotto i potenziali scalare V
e vettore A in sostituzione dei campi, e nel rispetto della cosiddetta gauge di Lorentz
divA+ (1/c?) dV/dt=0
ha consentito di ridurre le equazioni a quattro equazioni differenziali nelle 4 funzioni (V e 3 componenti di A),
genericamente indicate dalla funzione f, con la forma di un’equazione d’onda inomogenea , cioe
[ ]f=-s
con s, termine noto, rispettivamente proporzionale a J (per A) e a p (per V).
La soluzione di queste equazioni illustra cosa € I'onda in relazione a come viene generata, ossia individua la
dipendenza tra i potenziali (associati ai campi) e lo stato della sorgente (distribuzione della carica
variabile nel tempo).

Le onde e.m. sono generate da cariche in moto accel erato



Onde sferiche e
soluzione di tipo POTENZIALI RITARDATI

dell’equazione inomogenea
Poiché nelle piu comuni situazioni fisiche 'onda e.m. € generata da sorgenti a simmetria sferica si ha che |l

campo e quindi il potenziale ha la stessa simmetria ovvero la funzione d’onda dipende dal tempo e dalla
sola distanza r da un punto fisso. La corrispondente formulazione matematica riduce I'equazione d’onda

Inomogenea alla forma

0% (ry) _ 1 9%(ry) _

ar? c? ot?
La soluzione di interesse fisico di questa equazione, con s proporzionale ad una densita di carica (per V) o
una densita di corrente (per A), a simmetria sferica, posta nell’origine, porta ad una soluzione di tipo onda
sferica che si propaga dall’origine verso I'esterno con le variabili spazio-temporali legate nella (t-r/c)
(onda progressiva) e la cui ampiezza scala con la distanza r dalla sorgente.

-

Queste soluzioni

V (F 1) = 4712}: I,o(r"',tF\: R/C)dv

A(F,t) =

LJ
47Tv' R

sono note come POTENZIALI RITARDATI
In quanto essi, calcolati a distanza r ed al tempo t , risultano correlati allo stato della sorgente ad un

tempo t-R/c, gravato cioé da un ritardo pari ad R/c.



Radiazione dall’oscillatore di Hertz

Applicando quanto ricavato come soluzione di tipo potenziale ritardato al campo generato da un sistema di
due cariche, una ferma nell'origine e l'altra oscillante attorno a questo punto (oscillatore di Hertz) abbiamo
concluso che:

nelle ipotesi di un moto armonico (quindi accelerato , ma con estensione limitata ad una regione contenuta
attorno all’origine,r'=d),

a velocita della carica oscillante piccola (v<<c)

se la regione di osservazione e ad una distanza r notevolmente grande sia rispetto alle dimensioni del volume
interessato dal moto della carica, sia rispetto alla lunghezza d’'onda (zona d’'onda r>> A>>d)

cio che si osserva e un campo di radiazione ossia il tipico andamento di un’onda i cui campi sono,
variabili ed inversamente proporzionali ad r (onda sferica)
perpendicolari tra diloro e perpendicolari alla direzione radiale

proporzionali alla derivata seconda rispetto al temp o del momento di dipolo elettrico della carica
oscillante .

Questo risultato € del tutto generale, cioe applicabile a qualsiasi distribuzione di carica in moto accelerato
periodico e compendia cid che si chiama

radiazione di dipolo elettrico



Radiazione di dipolo elettrico
Si dimostra che, detto p il vettore momento di dipolo elettrico di una distribuzione di carica oscillante e limitata
in un volume contenuto

I'effetto a grande distanza da questo volume contenente la carica irraggiante € una

radiazione elettromagnetica

ossia un
flusso di energia - vettore di Poynting - in forma di onda sferica
che matematicamente puo essere calcolato dal potenziale ritardato sviluppandolo in serie di potenze di r,

la variabile che individua la posizione istantanea della carica, ed € molto piu piccola della lunghezza d’'onda, a
sua volta molto pit piccola della distanza del punto di osservazione (r'<s<A<<r) e considerando solo |l
termine dello sviluppo al piu basso ordine (' = 0). Poiche tale termine risulta proporzionale alla derivata
seconda rispetto al tempo del momento di dipolo elettrico, p, questa radiazione viene detta

RADIAZIONE DI DIPOLO ELETTRICO

| termini successivi (I ordine, Il ordine..) dello sviluppo risultano essere espressi in termini di multipoli
successivi (quadrupolo, ottupolo,...) e scalano in intensita proporzionalmente a potenze via via crescenti della
variabile infinitesima r’ dello sviluppo, rendendo la radiazione di dipolo elettrico il termine dominante, se non
esclusivo, delle emissioni di radiazione elettromagnetica da cariche accelerate.



Potenza e distribuzione angolare della radiazione di dipolo elettrico

Calcolando il valor medio del vettore di Poynting associato alla radiazione di dipolo elettrico in coordinate
sferiche si ottiene la distribuzione angolare della (potenza(energia/unita di tempo))/unita di superficie ossia

- . . . . .- sin @
dell'intensita della radiazione dipolare nella forma caratteristica (——)?

NG 2 =
N T @ T i
Valor medio del vettore di Poynting  Potenza media irraggiata - 3772’35‘ 3 }:
o (i *
= 5 A 0
T _ _Psin®@ (B — ric)) Fa'ps sin’f
16 g 72 A2 ey o
avendo tenuto conto del fatto che il valor medio di sin‘w(r — r%c) vale 1/2: s ;

contribuisgono cioe al valor medio del vettore di Poynting solo i termini proporzio-
nali a 1/r°. Tl flusso di S medio attraverso una sfera di raggio r risulta essere

indipendenie da r, e fornisce la potenza media P irragegiata dal dipolo: Lo
- e I diminuisce come r quadro. con
s = == W oy Dot ¥ . : [ ind
e IS = e = j} rsinfdfdeg = i ;T == J- sin"6de dipendenza angolare sin“@
2 16m g4 J,
N . 4.2
oVVero: = Po 1 By e
2 Fwege’ 2 G e
&)4?2

La potenza media P scala con la 4a
potenza della frequenza e dipende
dal quadrato del momento di dipolo

Osserviamo che in questa espressione Y rappresenta il valor medio di p~.
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Polarizzazione della radiazione di dipolo elettrico

Poicheé il campo elettrico della radiazione di dipolo € costruito vettorialmente dal prodotto vettoriale (rxp)xr si
ottengono differenti polarizzazioni a seconda dell’'angolo tra r e p (tra direzione di vista e direzione del momento
di dipolo) (p.es.dipolo oscillante linearmente o dipolo oscillante in un piano).

Per il dipolo lineare la polarizzazione € sempre lineare

Per il dipolo piano la polarizzazione passa da circolare, a ellittica, a lineare a seconda che I'angolo trar e il piano
dell'orbita cresce da 0 a 90°
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Differente distribuzione angolare della radiazione di dipolo elettrico

Dipolo piano moto circolare

Dipolo lineare _ Distribuzione angolare in funzione
Distribuzione angolare in di (1+cos29)

funzione di  sin%9

P di
ar :
diz )

g L g X
thmn _p;—anc

i)

Ly {b)
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