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ES1. Il sistema materiale di figura ¢ omogeneo, ha massa m ed e composto dall’asta rigida OA, di lunghezza ¢ e
dall’asta rigida OB, di lunghezza 2¢, saldate in O in maniera tale da formare un angolo di %7‘(‘.

a. Calcolare il momento d’inerzia rispetto all’asse a passante per il punto A e ortogonale all’asta OB.

b. Calcolare il momento d’inerzia rispetto all’asse a, parallelo ad a e passante per il baricentro del sistema.

a. Osserviamo che I'asse a forma un angolo di § con l'orizzontale. Segue immediatamente che
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D’altra parte, da pure considerazioni geometriche, otteniamo che la distanza tra il baricentro dell’asta OB e 'asse a
e %l. Di conseguenza,
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e quindi
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b. Calcoliamo la posizione del baricentro. Posto OG = z¢i + ygj, otteniamo
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Detto u il versore che indica la direzione dell’asse a’, il quadrato della distanza tra gli assi a e ag € dato da
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Infine, dal teorema di Huygens-Steiner otteniamo
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ES2. Nel piano orizzontale, un’asta omogenea OA, di lunghezza [ e massa m, & incernierata nel suo estremo O. Il
punto P, di massa m, scorre lungo 'asta ed e collegato al punto O da una molla ideale di costante elastica k. Tutti
i vincoli sono da considerarsi ideali. Si scelgano come coordinate libere ’angolo antiorario 6 che 'asta OA forma con
I’asse fisso nel piano i e 'allungamento della molla s.

1. Esprimere I'energia cinetica del sistema in funzione delle coordinate libere.

2. Scrivere le equazioni di Lagrange del sistema nell’ipotesi in cui sul punto P agisce una forza radiale F = Fe, e
sull’asta una coppia antioraria ~.



3. Posto k = 2mw? ed F = %mwgl con wy costante, determinare la coppia antioraria y(t) che garantisce 0 = w,

sapendo che all’instante iniziale s(0) =1 ed $(0) = 0.

4. Nelle ipotesi del punto precedente, calcolare ’azione scambiata tra asta e punto come funzione del tempo.

1. Dall’analisi cinematica risulta che la velocita angolare dell’asta ¢ w = 0k, mentre la velocitd del punto P &

vp = $e, + sbey.

L’energia cinetica del sistema ¢ la somma di quella dell’asta T94 e di quella del punto TF.
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794 = 5102w2 = 6m1292, TF = §m1)12; = im(SQ + 526%)
da cui 1 1
T= 6m1292 + im(SQ + 526%).
2. Le equazioni di Lagrange sono
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D’altra parte, il lavoro virtuale delle azioni agenti sul sistema e:
0L =60 + (—ks + F)ds.

Di conseguenza le equazioni di Lagrange diventano
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mé —ms0? + ks — F = 0.

3. Imponendo le quantita dettate dal punto 3 del problema, le equazioni Lagrange si semplificano ulteriormente:
2ms swy =1,
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La seconda equazione, che & un oscillatore armonico spostato, ammette come soluzione
l
s(t) = Acos(wot + ) + 2
che, una volta tenuto conto delle condizioni iniziali, diventa

s(t) = é[cos(wot) +1].

Di conseguenza:

1
~(t) = —§mw812[cos(w0t) + 1] sin(wot).

4. Poiché l'asta ¢ liscia, I’azione dell’asta sul punto ha direzione azimutale. L’equazione del moto del punto proiettata

nella direzione ey da

bp =mP -eg = m(250 + s6) = —mlw? sin(wot).



