
Prova scritta di Algebra I

(durata: 2 ore)

15 gennaio 2021

Esercizio 1.

(1) Dimostrare che 5 divide a := 22002 · 72002 + 32004 + 42007 − 1.

(2) Determinare l’ultima cifra di b := 22002 + 32003 + 42004 + 52005.

Esercizio 2. Definiamo sull’insieme M := Z × Z la seguente operazione
ponendo, per ogni a, b, c, d ∈ Z,

(a, b) ∗ (c, d) := (a + c, bd).

Consideriamo in (M, ∗) la seguente relazione

∀a, b, c, d ∈ Z (a, b) ∼ (c, d)⇐⇒ 2a−c · b = d.

(1) Dimostrare che la relazione ∼ è una congruenza di (M, ∗).

(2) Dimostrare che il quoziente M/ ∼ è isomofo a (Z, ·).

Determinare un sistema di rappresentanti per M/ ∼.

Esercizio 3. Sia G un gruppo e sia 1 il suo elemento neutro. Dimostrare
che le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) G è abeliano

(ii) ∀a, b ∈ G (ab)−1 = a−1b−1

(iii) ∀a, b ∈ G aba−1b−1 = 1

(iv) ∀a, b ∈ G (ab)2 = a2b2


