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Quesiti

Quesito 1 (2 punti) Sia A una matrice di tipo (3, 5) contente un minore B di ordine
2 con determinante non nullo e tale che ogni minore di A di ordine 3 che contiene B
abbia determinante 0. Stabilire quando vale rg(A) = 2:

■ Sempre.

□ È necessario verificare che il determinante di tutti gli altri minori di ordine 3 sia
0.

□ È necessario verificare che il determinante del minore di ordine 3 di A che non
contiene B sia 0.

□ È necessario verificare che tre qualsiasi colonne di A siano linearmente dipendenti.

□ Mai.

Soluzione. Sempre, come conseguenza del Teorema di Kronecker.

Quesito 2 (2 punti) Siano v⃗1, v⃗2, v⃗3 tre vettori geometrici di V3. Stabilire quando
v⃗1 ∧ v⃗2 · v⃗3 = 0 implica v⃗2 ∧ v⃗3 · v⃗1 = 0:

■ Sempre.

□ Solo se uno tra v⃗1,v⃗2 o v⃗3 è il vettore nullo.

□ Solo se v⃗1 ∧ v⃗3 = 0⃗.

□ Solo se v⃗2 ∧ v⃗3 = 0⃗.

□ Mai.

Soluzione. v⃗1 ∧ v⃗2 · v⃗3 = 0 se, e solo se, v⃗1,v⃗2 o v⃗3 sono complanari, che è equivalente
a v⃗2 ∧ v⃗3 · v⃗1 = 0.
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Quesito 3 (2 punti) Sia Q il punto medio del segmento di minima distanza tra le
rette sghembe r e s. Stabilire il numero delle circonferenze di centro Q e raggio 2
contenute in almeno uno dei piani appartenenti ai fasci di asse r o di asse s.

□ 0.

□ 1.

■ 2.

□ 3.

□ Infinito.

Soluzione. Essendo centro e raggio noti, la circonferenza è univocamente determinata
una volta determinato il piano passante per Q e appartenete al fascio di asse r o s.
Siccome Q è il punto medio del segmento di minima distanza tra le rette sghembe r e
s, allora Q non appartiene s o r. Quindi il piano π individuato da Q e da r è unico,
cos̀ı come è unico il piano π

′
individuato da Q e da r. Inoltre, π ̸= π

′
siccome r ed s

sono sghembe. Pertanto i piani, e quindi le circonferenze, sono 2.

Quesito 4 (2 punti) In un R-spazio vettoriale n-dimensionale V , si considerino X,
Y e Z tre sottospazi di dimensione x, y e z, rispettivamente, tali che X sia un sup-
plementare di Y +Z. Se dim(X ∩ Y ) = i, stabilire quale delle seguenti affermazioni è
vera:

■ x = n− y − z + i.

□ x = n− y − z − i.

□ x = n− y + z + i.

□ x = n+ y − z + i.

□ x = n+ y − z − i.

Soluzione. Siccome X è un supplementare di Y + Z, vale che dimX = dimV −
dim(Y + Z) = n − dim(Y + Z). Ancora per la Relazione di Grassmann vale che
dim(Y + Z) = dimY + dimZ − dim(Y ∩ Z). Quindi

x = dimX = n− (y + z − i) = n− y − z + i.

Quesito 5 (2 punti) Sia f un endomorfismo di un K-spazio vettoriale n-dimensionale.
Se f è semplice e invertibile, allora stabilire quale delle seguenti affermazioni è vera:

□ V non è somma diretta degli autospazi relativi ad f .

□ La somma degli autovalori di f è diversa da 0.

□ La somma degli autovalori di f è 0.

■ Tutti gli autovalori di f sono diversi da 0.

□ Tutti gli autovalori di f sono distinti.

Soluzione. Se 0 è un autovalore di f , allora ker(f) contiene vettori non nulli e quindi
f non è invertibile.
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Esercizi

Esercizio 1 (4+3+3 punti) Fissato un riferimento cartesiano RC(O, x, y, z) nello
spazio ordinario, allora

1. Decomporre il vettore u⃗ = ı̂+ ȷ̂+ k̂ come somma di un vettore w⃗, combinazione
lineare dei vettori a⃗ = ı̂+ ȷ̂ e b⃗ = ȷ̂+ k̂, e di un vettore v⃗ normale sia ad a⃗ che
a b⃗. In particolare, determinare le componenti w⃗ rispetto ad a⃗ e b⃗.

2. Determinare le rette, ottenute come intersezione di α : x − y + z = 0 e di β,
dove β è un piano del fascio improprio individuato da γ : x + y + z + 1 = 0,
aventi distanza 2 da C = (1, 2,−1).

3. Determinare l’angolo formato dai piani α e α′ : x + y + z = 0 e stabilire se è
acuto oppure ottuso.

Svolgimento. Siccome u⃗ = v⃗ + w⃗, allora v⃗ = (u⃗ · n̂) n̂, dove n̂ = a⃗∧b⃗

∥a⃗∧b⃗∥ , e w⃗ = v⃗ − u⃗.

Quindi,

a⃗ ∧ b⃗ = det

 ı̂ ȷ̂ k̂
1 1 0
0 1 1

 = ı̂− ȷ̂+ k̂ e n̂ =
a⃗ ∧ b⃗∥∥∥a⃗ ∧ b⃗

∥∥∥ =
1√
3

(
ı̂− ȷ̂+ k̂

)

da cui segue u⃗ · n̂ = 1√
3
(1− 1 + 1) = 1√

3
e pertanto valgono

v⃗ =
1

3

(
ı̂− ȷ̂+ k̂

)
w⃗ = u⃗− v⃗ =

(
ı̂+ ȷ̂+ k̂

)
− 1

3

(
ı̂− ȷ̂+ k̂

)
=

2

3
ı̂+

4

3
ȷ̂+

2

3
k̂.

Siccome w⃗ = x(̂ı+ ȷ̂)+y
(
ȷ̂+ k̂

)
= xı̂+(x+y)ȷ̂+yk̂, e siccome le componenti rispetto

ad una fissata base sono univocamente determinate, vale che x = y = 2
3
.

Il fascio improprio individuato da γ è F : x+ y + z + k = 0 con k ∈ R. Quindi,

ℓ :

{
x− y + z = 0

x+ y + z + k = 0
e ℓ⃗ = det

 ı̂ ȷ̂ k̂
1 −1 1
1 1 1

 = −2ı̂+ 2k̂.

Il piano perpendicolare a ℓ e passante per C = (1, 2−1) è π : −2(x−1)+2(z+1) = 0.
Se D = π ∩ ℓ, allora

D :


−2x+ 2z + 4 = 0

x− y + z = 0
x+ y + z + k = 0

=⇒ D =

(
1− 1

4
k,−1

2
k,−1− 1

4
k

)

da cui segue che

d(D,C) = 2 ⇐⇒

√(
1− 1

4
k − 1

)2

+

(
−1

2
k − 2

)2

+

(
−1− 1

4
k + 1

)2

= 4

⇐⇒ 3

8
k2 + 2k + 4 = 4 ⇐⇒ k = −16

3
, 0.

Pertanto,

ℓ1 :

{
x− y + z = 0
x+ y + z = − 16

3

e ℓ2 :

{
x− y + z = 0
x+ y + z = 0.
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I vettori normali a α e α′ sono m⃗ = ı̂ − ȷ̂ + k̂ e m⃗′ = ı̂ + ȷ̂ + k̂, rispettivamente.

L’angolo θ formato da α e α′ è uguale all’angolo ̂⃗m, m⃗′. Quindi,

θ = cos ̂⃗m, m⃗′ =
m⃗ · m⃗′

∥m⃗∥ ∥m⃗′∥ =
1− 1 + 1

3
=

1

3
> 0 =⇒ 0 < ̂⃗m, m⃗′ <

π

2
.

Esercizio 2 (3+4+3 punti) Sia l’applicazione

f : R3 −→ R3, (x, y, z) 7−→ (2x+ z,−2x+ y + z, y + 2z).

1. Verificare che f è lineare.

2. Determinare per quali valori di k ∈ R il vettore v⃗ = (3, 3, k) appartiene a Im(f).

3. Per k = 6 esprimere f−1(v⃗) come somma di un vettore di ker f e di un opportuno
vettore u⃗ di R3.

Svolgimento. Siano (x, y, z), (x′, y′, z′) ∈ R3, allora

f
(
(x, y, z) + (x′, y′, z′)

)
= f

(
x+ x′, y + y′, z + z′

)
= (2

(
x+ x′)+ (

z + z′
)
,−2

(
x+ x′)+ (

y + y′)+ (
z + z′

)
,
(
y + y′)+ 2

(
z + z′

)
)

= ((2x+ z) +
(
2x′ + z′

)
, (−2x+ y + z) +

(
−2x′ + y′ + z′

)
, (y + 2z) +

(
y′ + 2z′

)
)

= (2x+ z,−2x+ y + z, y + 2z) + (2x′ + z′,−2x′ + y′ + z′, y′ + 2z′)

= f(x, y, z) + f(x′, y′, z′).

Inoltre, se λ ∈ R e (x, y, z) ∈ R3 allora

f (λ(x, y, z)) = f((λx, λy, λz)) = (2λx+ λz,−2λx+ λy + λz, λy + 2λz)

= (λ (2x+ z) , λ (−2x+ y + z) , λ (y + 2z)) = λ(2x+ z,−2x+ y + z, y + 2z)

= λf ((x, y, z)) .

Pertanto, f è lineare.

Siccome v⃗ = (1, 1, k) dove k ∈ R, allora

f−1(v⃗) :


2x+ z = 3

−2x+ y + z = 3
y + 2z = k

(1)

La matrice del sistema è

A = det

 2 0 1
−2 1 1
0 1 2


ed ha la terza riga che è somma delle prime due, e le due prime righe non sono
proporzionali. Pertanto, rg(A) = 2.

La matrice completa (A | B) ha rango 3 se e solo se la terza riga non è somma
della prime due. Quindi, se e solo se k ̸= 6. Pertanto, come conseguenza del Teorema
di Rouché-Capelli vale che, il sistema (1) è incompatibile per k ̸= 6. Invece, per k = 6
il sistema (1) ammette ∞1 soluzioni. Quindi, v⃗ ∈ Im(f) se, e solo se, k = 6.

Se k = 6, il sistema (1) è equivalente a{
2x+ z = 3

−2x+ y + z = 3
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da cui si ricava {
x = − 1

2
z + 3

2

y = −2z + 6
z ∈ R.

Quindi,

f−1(3, 3, 6) =

{(
−1

2
z,−2z, z

)
: z ∈ R

}
+

(
3

2
, 6, 0

)
,

dove ker f =
{(

− 1
2
z,−2z, z

)
: z ∈ R

}
= L(−1,−4, 2).
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