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Quesiti

Quesito 1 (2 punti) Nella risoluzione di un sistema S di m equazioni lineari in n
incognite, quando é possibile applicare il Teorema di Cramer?

O Solo sen=m e S é compatibile.
O Solo sen <m eS é compatibile.
O Solo sen <m e S é compatibile.
0 Solo sen>m e S ¢é compatibile.

B Sempre, purché S sia compatibile.

Soluzione. Se un sistema S & compatibile ed ammette oo™ " soluzioni, dove r & il

rango della matrice di S, allora S & equivalente ad un sistema S’, con r equazioni e r
incognite avente n —r parametri liberi, al quale si puo applicare il Teorema di Cramer.
[

Quesito 2 (2 punti) Siano 4,V due vettori geometrici di Vs, entrambi di lunghezza
V5 e tali che i - ¥ = 1/4. Stabilire la lunghezza di @ — ¥:

| /19/2.
O 3.

0 /17/2.
O V8.
O /15/2.

Soluzione. Vale che || — || = \/||4]|2 — 2(d@ - T) + [|@]|2 = /5 — 2(1/4) + 5 = 1/19/2
|




Quesito 3 (2 punti) Stabilire la dimensione del sottospazio S di R%? costituito dalle
matrici tali che la somma degli elementi della diagonale secondaria sia 0.

0 4.
u 3.
g 2.
0 1.
g o.

Soluzione. Il sottospazio S € costituito dalle matrici della forma

a1l ai2
—a12 a2

con ai1,a12,a22 € R. Siccome vale che

ain a2\ _ 1 0 0 1 0 0
(7(122 a22>_a11<0 0)4—(112(71 0)+a22(0 1>’
e le matrici ( (1J 0 ) , < _01 (1J ) e ( 8 (1) ) sono linearmente indipendenti, allora

segue che dim S = 3.
]

Quesito 4 (2 punti) Sia f un endomorfismo iniettivo di un K-spazio vettoriale V
finitamente generato. Quando é possibile stabilire che il determinante della matrice
associata ad f rispetto ad una qualsiasi base & non nullo?

B Sempre.

O Sempre, basta che lo sia almeno per una base.

O Dipende dalla base considerata.

O Se f ¢ suriettivo, sempre.

O Se f é suriettivo, basta che lo sia almeno per una base.

Soluzione. Siccome f & un endomorfismo iniettivo allora f & invertibile per il Teo-
rema del Rango. Quindi il determinante della matrice associata ad f rispetto ad una

qualsiasi base € non nullo. In particolare, il valore del determinante ¢ lo stesso siccome
le matrici associate ad uno stesso endomorfismo rispetto a basi diverse sono simili.

Quesito 5 (2 punti) Sia f un endomorfismo di un K-spazio vettoriale n-dimensionale
avente r autovalori distinti, la somma dei quali é 0. Stabilire quale delle sequenti af-
fermazioni e vera:

O f non é iniettivo.

B L’opposto della somma di qualsiasi r — 1 autovalori di f é un autovalore di f.

O f non é semplice.

O Tutti gli autovalori di f sono diversi da 0.

O L’opposto della somma di qualsiasi r —1 autovalori di f & un autovalore di f purché

rTr=n.

Soluzione. Siano i, ..., A, autovalori distinti di f. Siccome A1 + --- 4+ A\ = 0,
allora per ogni i = 1,...,7 vale che \; = — (\i + -+ Xi—1 + Xit1 + -+ + Ar) e quindi
P'opposto della somma di qualsiasi » — 1 autovalori di f € ancora un autovalore di f.
[



Esercizi

Esercizio 1 (2+4+4 punti) Fissato un riferimento cartesiano RC (O, z,y, z) nello
spazio ordinario, si considerino la retta £ passante per il punto P = (1,1, —2) e parallela
al vettore ¥ =1 — k e la sfera X di centro C = (1,—-2,1) e raggio 3. Si determinino:

1. La distanza di C da £ e il punto C' simmetrico di C rispetto ad £;

2. Le equazioni parametriche di due rette sghembe r ed s passanti rispettivamente
per i punti Ry = (4,2,—1) e S1 = (2,3,1) e incidenti la retta ¢ rispettivamente
nei punti Rz e Sa, in modo tale che Ra e S2 siano i punti di minima distanza
delle rette r e s;

3. Si scrivano le equazioni cartesiane delle rette parallele al vettore w = 21— J + 2k
tangenti alla sfera ¥ e incidenti £.

Svolgimento.

(1) La retta £ ha equazioni parametriche

r =1+t
y =1
z =-2-—t.

Pertanto il generico punto X di ¢ ha coordinate (1 +¢,1,—2 —¢).
La minima distanza di C da ¢ & realizzata dal punto X, tale che CXy L ¥.
Siccome CXo = ti + 3j — (3 + t)k, allora

——
CXo LT <= CX §=0 = 20+3=0 < t=—3/2.

Pertanto, il punto di £ cercato & Xo = (—1/2,1,—1/2) e quindi

d(C,0) = d(C, Xo) = V/(=1/2 = 1)2 + (1 +2)2 + (—1/2 — 1)2 = 36/2.

Siccome C” & il simmetrico di C rispetto ad ¢, allora X, deve necessariamente
essere il punto medio del segmento CC’, allora

Tor =2rxy—Tc=-1—-1=-2
Yo :2ng_y022+2:4
zor =22x,—2c=—1—-1=-2.

e quindi C' = (—2,4,-2).

(2) I punti Rs,S2 € £ sono di minima distanza per le rette sghembe r e s se, e solo
se,7 L £es L £ Siccome Ry € £ allora Ry = (1 +t,1,—2 — t) per un opportuno
t. Allora N N
rlé¢ <= RiR:s 1l ¥ <= RiR2-7=0.

Siccome R1Ry = (t—3)i—j — (14+1t)k, allora RiRs -7 = (t—3)+ (1+1) = 2t —2.
Quindi R1 R - ¥ = 0 implica t = 1 e allora Rz = (2,1, —3). Procedendo in modo
analogo, si prova che Sz = (0,1, —1). Allora

r=4—-2t r=2+41
T y=2—1 e s: y=3+1
z=—-1-2t z=1+41.



(3) Abbiamo visto che il generico punto X della retta £ ha coordinate (1+t, 1, —2—t).
Quindi la generica retta incidente £ in X e avente vettore direttore @ = 2i—j+2k
ha equazione

r=14+1t+4+2u
v y=1—u
z=-2—1t42u.

Il piano normale a @ e passante per C ¢ 7w :2(x — 1) — (y +2) +2(2 — 1) = 0,

cioe
m:2x —y+2z2—-6=0.
Quindi,
r=14+1t4+2u
y=1—u

Ty
20 —y+22—-6=0
da cui si ricava

204+t+2u) -1 —u)+2(—2—-t+2u) - 6=0=9%U—-9=0=u=1

Pertanto m Ny = {1}, dove Tt = (3 +¢,0,—t). Allora v & tangente a X se, e
solo se, d(C,T;) = 3. Pertanto,

dC,Ty) =B+t —1)2+0+2)2+(—t—1)2=3

da cui si ricava 2t (t +3) = 0 e quindi ¢t = 0 o t = —3. Allora le rette cercate

sono
r=1+2u x=—2+42u

Tt y=1—u ey : y=1—u

z2=—242u z =14+ 2u.

Esercizio 2 (3+4+43 punti) Si consideri la sequente matrice dipente dal parametro
teR:

g§ -1 1
A= 0 t 1
-2 2 6

1. Si determinino i valori di t per i quali la matrice A é invertibile, e per tali valori
se ne calcoli l'inversa.

2. Si determinino i valori di t per i quali il vettore ¥ = (1,1, —1) é un autovettore
di A.
3. Per i valori di t determinati nel punto (2) si determinino gli autospazi di A e si

stabilisca se A & diagonalizzabile. Quando A é diagonalizzabile si determinino
le matrici diagonale e diagonalizzante.

Svolgimento.
(1) Chiaramente, det A = 50t — 14. Allora det A # 0 se, e solo se, t # 7/25, e quindi
A ¢ invertibile per ogni t # 7/25.
I cofattori, sono dati dalla formula A;; = (—1)"" det A;;, dove A;; & il minore
di A ottenuto eliminando la i-esima riga e la j-esima colonna di A. Quindi,

A1=6t—2 | Aa=—2 | A1z =2¢
AQI =8 AQQ =50 Agg =-14
A31 =—t—1 Agg = -8 A33 = 8t




(2)

(3)

Allora, se t # 7/25, l'inversa di A, data dalla matrice dei cofattori trasposta,
moltiplicata per 1/det A4, &

6t — 2 8 -t-1
-2 50 -8
2t —-14 8t

1
Al = ———
50t — 14

11 vettore ¥ = (1,1, —1) & un autovettore di A se, e solo se, esiste A € R tale che
A7 = M. Quindi,

8 -1 1 1 1 6 A
0 t 1 1 = 1 <= t—1 = A
-2 2 6 -1 -1 —6 —A

AlloraA=6¢et="1.

Per t = 7 la matrice A diventa

g8 -1 1
0 7 1
-2 2 6

il cui polinomio caratteristico & Pa(A\) = det(A — AI3), cioe
8- -1 1
P4(\) = det 0 T—A 1 =—A=6)(A=T7)(A—238).
-2 2 6— A
La matrice A ha tre autovalori distinti, 6,7 e 8, quindi & diagonalizzabile.
Chiaramente vale che R®(6) = L(%), inoltre vale che

—
\
—
—
8
o

R*7): | o 0o 1 y |=10
-2 2 -1 z 0
da cui si ricava
z—y+z=0
y=c
z=0 <:>{Z_O
20 —2x—2z=0 o
e quindi R*(7) = L(1,1,0).
0 -1 1 x 0
R*@®): 0o -1 1 y |=10
-2 2 =2 z 0
che equivale a
S e
2y — 2x — 22 =0 #=Y

e quindi R3(8) = L(0,1,1).
La matrice diagonale e quella diagonalizzante rispettivamente sono

6 0 0 1 1 0
D=0 7 0| eP= 1 1 1|,
0 0 8 -1 0 1
infatti, vale che
1 1 0\ '/ 8 -1 1 1 1 0 6 0 0
PlaPp= 1 1 1 0o 7 1 1 11 ]=10170
-1 0 1 -2 2 6 -1 0 1 0 0 8



