Universita del Salento
C.d.L. in Ingegneria Industriale

Prova Scritta di Geometria e Algebra
15.06.2022

Inizio ore 9:00 - Durata 2 ore

Nome: Cognome: Matricola: Firma:

Quesiti

Quesito 1 (2 punti) Siano V e W due spazi vettoriali (sul campo K) di dimensioni
finite rispettivamente n ed m con, n > m+1. Sia f : V — W un’applicazione lineare.
Stabilire quale delle sequenti affermazioni é vera:
O f é suriettiva.

. —
B Esiste almeno un vettore non nullo @ € V tale che f(ﬁ) =0.
O Se f ¢ suriettiva allora é un isomorfismo.
O f é necessariamente iniettiva.

O ker f e Imf sono sottospazi di V' che potrebbero essere complementarsi.
Soluzione. Siccome dim Im(f) < m, per il Teorema del Rango segue che dim ker(f) =

n—dimIm(f)>n—-m>1. =

Quesito 2 (2 punti) Sia A € R*? una matrice che ha come autovalori +1. Stabilire
quanto vale A*:

0O A% = —I,.
0O A2 =0.
W A2=1],.
0O A% = AT.
0O A% = A.

Soluzione. La matrice A ¢ diagonalizzabile, quindi esiste una matrice non singolare
P tale che A = P™'DP, dove D = Diag(1,—1). Allora A*> = (P"'DP)(P"'DP) =
P'D*P=P 'LbP=1I, =

Quesito 3 (2 punti) In uno spazio vettoriale euclideo stabilire quando linsieme or-
togonale di un vettore U é un sottospazio:

B Sempre.

O Solo quando ¥ = 0.

O Maa.

O Solo quando ¥ & ortogonale a sé stesso.

O Solo quando ¥ # 0.



Soluzione. Segue dalla bilinearita del prodotto scalare. m

Quesito 4 (2 punti) Stabilire quanto vale la dimensione del sottospazio dei polinomi
di grado al piu n che hanno 0 come radice:

O 1.
0 5.
On—2.
On-—1.
H n.

Soluzione. Lo spazio dei polinomi di grado al pitt » ha {1,z,2?,...,2™} come base e
solo gli elementi di {z, z2, ...,z }, che sono n, hanno 0 come radice. ®

Quesito 5 (2 punti) Sia A € R™" tale che Pa(t) = (£*4+1)(t—12)%(t—13)5(t—14)*.
Stabilire quanto vale n:

O Dipende dalla molteplicita algebrica degli autovalori reali.

0O n=12.
B n=13
O n=14.
O Dipende dalla molteplicita geometrica degli autovalori.

Soluzione. n & uguale al grado di Pa(t) che & 13. m
Esercizi

Esercizio 1 (34344 punti) In R* munito del prodotto scalare standard, sia U il
sottospazio definito dalle equazioni x1 — x2 + x4 = 0, 321 + 2 —x3 + 224 = 0 €
x1 + 3x2 — x3 = 0.

1. Si determini una base di U e una di U™,

2. Dato il vettore T = (2,1, —2,3) si trovino due vettori @ € U e @ € U* tali che
v=a+a.

3. Dati i vettori ¢ = (5,-3,9,1) e & = (1,2,1,—1), si determini, se esiste,
Vequazione cartesiana di un sottospazio 3-dimensionale W di R* tale che W@
sia la proiezione ortogonale di € su W.

Svolgimento. 1. Siccome

1 — X2 +x4 =0
U : 3r1 +x2 —x3+ 224 =0
x1+3x2 —x3=0

risolvendo il sistema si ricava
T1 = T2 — T4
U:
xr3 = 4:34 — X4

quindi una base di U & By = {u1,dz2}, dove 41 = (1,1,4,0) e 42 = (—1,0,—1,1).



Si noti che U™ & I'insieme dei vettori ortogonali sia a 1 che a i2. Quindi

Ut 1+ x2+4x3 =0
’ —x1—2x3+x4 =0

una cui base & ByL = {i}, U5}, dove @y = (1,—1,0,1) e @5 = (0, —4,1,1).
2. Per determinare la decomposizione ¥ = @ + @ si pud utilizzare Gram-Schmidt,
tuttavia & preferibile, per un minor numero di conti, determinare ¥ = (2,1 —2,3) come

combinazione lineare dei vettori i1, iz, i1, ils. Quindi risolvendo il sistema
_, N N ") )
T = a1t + a2tz + f1u) + Batly

OVVEro
ar—as+ 1 =2
a1 —f1+462 =1
4oy —042—|—62=—2
a2+ P14+ P2=3

Pertanto ¥ = @ + @, dove @ = iy e @ = 3110y — .

3. Se w e la proiezione ortogonale di ¢ su W, allora ¢ — W & la proiezione ortogonale

di &su W, quindi lo spazio ortogonale di &— @ & W. Siccome &— 0 = (4, —5,8,2),

allora W : (4, —5,8,2) - (z1, 22, z3,24) = 0. Pertanto,

= (oa, a2, f1,82) = (0,1,3,—1).

W :4x1 — bxo + 8x3 + 2x4 = 0.

Esercizio 2 (4+3+43 punti) Siano k € R e l’endomorfismo
fR® — R3, (z,y,2) — ((k+ 1)y + kz, k*z — x, z).
1. Stabilire per quali valori di k € R l’'endomorfismo f é semplice.
2. Determinare la matrice diagonale e quella diagonalizzante per k = —5.
8. Stabilire per quali valori di k & possibile trovare un vettore non nullo T tale che

f(V) =—-27.

Svolgimento.
1. La matrice associata ad f rispetto alla base canonica é:

0 k+1 k

A= -1 0 K
0o 0 1

Calcoliamo il polinomio caratteristico

-t k+1 &k
Pit)=| -1 —t k2 :(14)‘
0 0 1-t

-t k+1

I ‘:(17t)(t2+k+1).

Affinché tutte le radici siano reali imponiamo la condizione —k —1 > 0 ovvero k < —1.
In questo caso le radici sono \;1 =1, Ao =v—-k—1e A3 = —v/—k —1. Vale A2 = A3
se e solo se queste sono nulle ovvero se e solo se kK = —1. Non potendo mai essere
A3 = A1 discutiamo solo il caso in cui A2 = A1. Questo si verifica se e solo se k = —2.
Quindi: con k < —1:

k=—-1: A2 = A3 = 0, autovalori con mq(0) = 2
k=-2: A2 = A1 = 1 autovalori con mg(1) = 2

k#—1e k#—2: tutti gli autovalori sono distinti, quindi I’endomorfismo ¢ semplice.

Studiamo separatamente i casi k = —1 e k = —2.



e Per k = —1 abbiamo

0 0 -1
mg(0)=3—-rg| -1 0 1 =1<ma(0)=2
0 0 1
Ne segue che f non & semplice.
e Per k = —2 abbiamo
-1 -1 -2
mg(l)=3—-rg| -1 -1 4 =1<ma(l) =
0 0 0

Anche in questo caso f non puo essere semplice.

In definitiva f & semplice se e solo se k < —1 e k # —2.

2. Sia A sopra definita quando k = —5. Gli autovalori di f sono A1 = 1, Ao =2 ¢
A3 = —2, i corrispondenti autospazi sono:

-1 -4 -5 x 0
R*(1): (A-L)X =0+« | -1 -1 25 y | = 0 | = R*(1) = £(35,-10,1),
0 0 0 z 0
-2 -4 -5 x 0
R*2): (A2[5)X =0« | -1 -2 25 y | = 0 | = R*2) =£(-2,1,0),
0 0 -1 z 0
2 -4 -5 © 0
R*(—2): (A42)X =0 <= | -1 2 25 y | =] 0 | = R*(-2)=L(21,0).
0 0 3 2 0

Allora la matrice diagonalizzante e diagonale sono rispettivamente:

35 =2

2 1 0 0

P = —-10 1 1 e D= 0 2 0

1 0 0 0 0 -2
3. Si tratta di determinare quando A = —2 & un autovalore di f. Per quanto calcolato

precedentemente deve essere
k<-1
— k= -5.
—V—k—-1=-2



