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Quesiti

Quesito 1 (2 punti) Siano A e B due matrici di tipo (m,n) ed (r, s), rispettiva-
mente, tali che abbia senso AB e BA, allora

□ A e B sono quadrate.

■ m = s e n = r.

□ m = r e n = s.

□ m+ n = r + s.

□ m = n e r = s

Soluzione. Due matrici sono moltiplicabili quando il numero delle colonne della prima
coincide con il numero delle righe della seconda. Quindi, AB ha senso se n = r, invece
BA ha senso se s = m.

Quesito 2 (2 punti) Sia il sistema lineare AX = B tale che rg(A) sia uguale al
numero delle righe di B, allora

■ Il sistema è compatibile ed ammette almeno una soluzione.

□ Il sistema è compatibile ed ammette una sola soluzione.

□ Il sistema è incompatibile perché rg(A) < rg(A | B).

□ Dipende dal numero delle incognite.

□ Il sistema è incompatibile per il Teorema di Rouché-Capelli.

Soluzione. Vale che rg(A | B) è minore, o uguale, al numero delle righe (A | B) e
quindi delle righe di B. Pertanto, rg(A) = rg(A | B) e quindi Il sistema è compatibile,
ovvero ammette almeno una soluzione, per il Teorema di Rouché-Capelli.

Quesito 3 (2 punti) Se X è un sottospazio 2-dimensionale di Rn, n ≥ 2. Quando è
possibile determinare un sottospazio Y di Rn tale che Rn = X ⊕ Y ?

■ Sempre, ma Y non è unico.

□ Sempre ed Y è unico.

□ Solo se n è dispari.

□ Dipende da n.
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□ Sempre, basta che n sia pari e che X e Y abbiano almeno un vettore non nullo a
comune.

Soluzione. Come conseguenza del Teorema della Base Incompleta, ogni sottospazio
di uno spazio finitamente generato ammette sempre un supplementare, e questo non
è unico.

Quesito 4 (2 punti) Quanto vale la misura dell’area del triangolo di vertici A =
(1, 2, 3), B = (1, 0,−1) e C′, dove C′ è il simmetrico di C = (4, 5, 3) rispetto alla retta
passante per A e B?

□ Non si può calcolare perché i vettori A⃗B e A⃗C sono complanari.

□ 18.

■ 9.

□ 0.

□ Non esiste perché A, B e C sono allineati.

Soluzione. Siccome C e C
′
sono simmetrici rispetto ad AB, allora i triangoli di vertici

A,B,C e A,B,C
′
sono congruenti e quindi hanno la stessa area. La misura dell’area

del triangolo di vertici A,B,C è la metà dell’area del parallelogrammo costruito sui
vettori A⃗B = −2ĵ − 4k̂ e A⃗C = 3̂i+ 3ĵ. Pertanto,

S =
1

2

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
0 −2 −4
3 3 0

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥12̂i− 12ĵ + 6k̂
∥∥∥ = 9

è la misura dell’area del triangolo di vertici A,B,C
′
.

Quesito 5 (2 punti) Sia g : R4−→ R7, un’applicazione lineare, e siano y⃗ ∈ R7 e
x⃗ ∈ R4 tali che g(x⃗) = y⃗. Se z⃗ ∈ ker g e λ ∈ R, quanto vale g(λz⃗ + x⃗)?

□ 0⃗.

■ y⃗.

□ λy⃗.

□ dipende dalla dimensione di ker g.

□ 0⃗ per infiniti valori di λ, ma non per tutti.

Soluzione. Siccome g è lineare, z⃗ ∈ ker g e g(x⃗) = y⃗, allora g(λz⃗+x⃗) = λg(z⃗)+g(x⃗) =
0⃗ + y⃗ = y⃗.

Esercizi

Esercizio 1 (3+3+4 punti) Fissato nello spazio un riferimento cartesiano ortogo-
nale RC(O, x, y, z), si considerino le rette

r :

{
x− z = 0
y − 2z = 0

s :

{
x− y = 0
z − 3 = 0

1. Stabilire la mutua posizione di r e s.

2. Determinare le equazioni cartesiane della retta per Q = (1, 0,−1) ortogonale sia
a r che a s.
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3. Determinare le equazioni parametriche della retta di minima distanza tra r ed
s.

Svolgimento. Le equazioni parametriche delle rette r e s sono:

r :


x = t
y = 2t
z = t

s :


x = u
y = u
z = 3

Chiaramente, r ∩ s = ∅. Inoltre, r⃗ = î+2ĵ + k̂ e s⃗ = î+ ĵ non sono paralleli. Quindi,
r ed s sono sghembe.

Sia n⃗ = r⃗ ∧ s⃗ = −î + ĵ − k̂, allora la retta ℓ per Q ortogonale sia a r che a s ha
equazioni parametriche

ℓ :


x = 1− t
y = t
z = −1− t

da cui si ricavano quelle cartesiane

ℓ :

{
x+ y − 1 = 0
y + z + 1 = 0

Siano R = (t, 2t, t) e S = (u, u, 3) due generici punti su r ed s, rispettivamente, e
sia R⃗S = (u− t)̂i+ (u− 2t)ĵ + (3− t)k̂. Allora{

R⃗S ⊥ r⃗

R⃗S ⊥ s⃗
⇐⇒

{
R⃗S · r⃗ = 0

R⃗S · s⃗ = 0
⇐⇒

{
(u− t) + 2(u− 2t) + (3− t) = 0

(u− t) + (u− 2t) = 0

Quindi, {
3u− 6t+ 3 = 0

2u− 3t = 0
⇐⇒

{
t = 2
u = 3

Pertanto, le equazioni parametriche della retta di minima distanza sono
x = 2 + v
y = 4− v
z = 2 + v

v ∈ R

Esercizio 2 (3+4+3 punti) Stabilire per quali valori di k ∈ R l’endomorfismo f di
R4 definito da

f(x1, x2, x3, x4) = (x1, (k − 3)x1 + (2− k)x2 − kx4, x3, (2− k)x1 + kx2 + (k + 2)x4)

1. è invertibile.

2. è semplice.

3. Per k = 0 determinare una base di autovettori per f .

Svolgimento. Sia A la matrice associata a f rispetto alla base canonica di R4, allora

A =


1 0 0 0

k − 3 2− k 0 −k
0 0 1 0

2− k k 0 2 + k


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Siccome

detA = det

 2− k 0 −k
0 1 0
k 0 2 + k

 = det

(
2− k −k
k 2 + k

)
= 4

allora per ogni k ∈ R l’endomorfismo f è invertibile.
Calcoliamo il polinomio caratteristico di f

Pf (t) = det


1− t 0 0 0
k − 3 2− k − t 0 −k
0 0 1− t 0

2− k k 0 2 + k − t

 = (1− t)2 det

(
2− k − t −k

k 2 + k − t

)

e quindi Pf (t) = (1− t)2 (t− 2)2. Pertanto gli autovalori sono 1 e 2, entrambi di
molteplicità algebrica 2.
Poiché

rg (A− I4) = rg


0 0 0 0

k − 3 2− k − 1 0 −k
0 0 0 0

2− k k 0 2 + k − 1

 = rg

(
k − 3 2− k − 1 −k
2− k k 2 + k − 1

)

e poiché

det

(
2− k − 1 −k

k 2 + k − 1

)
= 1

allora rg (A− I4) = 2 e quindi (A− I4)X = 0 ammette ∞2 soluzioni, ovvero la
molteplicità geometrica di 1 è 2 e pertanto coincide con la molteplicità algebrica di 1.
Poiché

rg (A− 2I4) = rg


−1 0 0 0

k − 3 −k 0 −k
0 0 −1 0

2− k k 0 k


e siccome

det

 k − 3 −k 0
0 0 −1

2− k k 0

 = −k

segue che rg (A− 2I4) è 3 o 2 a seconda che k ̸= 0 o k = 0, rispettivamente. Se k ̸= 0,
allora (A− I4)X = 0 ammette ∞1 soluzioni. In tal caso m.g.(2) = 1 < 2 = m.a.(2) e
quindi f non è semplice per k ̸= 0.
Per k = 0 vale che (A− I4)X = 0 ammette ∞2 soluzioni, ovvero m.g.(2) = 2 =
m.a.(2) e in tal caso f è semplice. Facili conti mostrano che

R4(1) :


0 0 0 0
−3 1 0 0
0 0 0 0
2 0 0 1




x1

x2

x3

x4

 =


0
0
0
0


e quindi

R4(1) :

{
−3x1 + x2 = 0
2x1 + x4 = 0

da cui segue che

R4(1) = {(x1, 3x1, x3,−2x1) : x1, x3 ∈ R} = L
(
a⃗, b⃗

)
dove a⃗ = (1, 3, 0,−2) e b⃗ = (0, 0, 1, 0).
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Infine,

R4(2) :


−1 0 0 0
−3 0 0 0
0 0 −1 0
2 0 0 0




x1

x2

x3

x4

 =


0
0
0
0


ovvero,

R4(2) = {(0, x2, 0, x4) : x2, x4 ∈ R} = L
(
c⃗, d⃗

)
dove c⃗ = (0, 1, 0, 0) e d⃗ = (0, 0, 0, 1). Pertanto, B =

{
a⃗, b⃗, c⃗, d⃗

}
è una base di autovettori

per f e la matrice associata ad f rispetto a B è

A′ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2


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