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Quesiti

Quesito 1 (2 punti) Nello spazio vettoriale euclideo (R?,-) dove - ¢ il prodotto scalare
standard (euclideo), siano T e W due vettori non nulli tali che la proiezione ortogonale

di U su (L(E?))L sia nulla. Stabilire quale delle sequenti affermazioni é vera.
B ] due vettori sono parallels.

O Il vettore U ¢ necessariamente ortogonale a .

O 9 = @2

[0 Non esiste una relazione di dipendenza lineare non banale tra Ve,

0O Se | 7* = ||&)|? allora ¥ - & = 0.

Soluzione. Si decompone ¥ = d+ b in modo unico, dove @ e la proiezione

gtogonale di ¥ su £(W) mentre T ela proiezione ortogonale di ¥ su (£(W))*. Da
b =10 segue che U € L(W). m

Quesito 2 (2 punti) Sia AX = B un sistema lineare in forma matriciale con la
proprieta che se X1 e Xa sono soluzioni allora X1 + Xo & soluzione. Stabilire quale
delle sequenti affermazioni é vera:

O 1l sistema € omogeneo.

O 1l sistema e compatibile.

B [l sistema é omogeneo se e solo se é compatibile.

O La matrice A & necessariamente diagonalizzabile.

O I sistema ha rango massimo.

Soluzione. Se il sistema & compatibile esiste almeno una soluzione Xo. Quindi

2B = A(Xo + Xo) = A(2Xo) = B. Ne segue che B = 0. D’altra parte & ovvio che un
sistema omogeneo € sempre compatibile.

Quesito 3 (2 punti) Stabilire per quali valori k € R ’insieme
2 2
X = R2.2 L Y
{(x,y)e 1 +k:2+1 0

& un sottospazio di R?:

O Mai perché non é chiuso rispetto alla somma.



O Mai perché non contiene il vettore nullo.
O Solo per k > —1.

O Solo per k > —1.

B Sempre.

Soluzione. E’ chiaro che X ¢ il sottospazio nullo. m

Quesito 4 (2 punti) Stabilire per quali valori di k la sequente forma bilineare e sim-
metrica ¢ un prodotto scalare:

¢ : R® x R? — (z,y) — 191 + k2x1y3 + k2m3y1 + kxays + k3:r3y3.

Ok<0ek>1.

O k>0.

O k>1.

HOo<k<l.

Ok<—-1ek>0.

Soluzione. I minori principali hanno determinante 1, k e k:4(1 — k) e quindi per il

Criterio di Sylvester, affinché ¢ sia un prodotto scalare, deve valere sia k > 0 che
k:4(1 — k) > 0, e questi sono entrambi soddisfatti se, e solose, 0 < k< 1. m

Quesito 5 (2 punti) Sia f : V — V un endomorfismo non iniettivo e non nullo
di uno spazio vettoriale reale V' di dimensione finita m. Sia A = {71, e 7m} un
insieme linearmente indipendente di vettori. Stabilire quale delle sequenti affermazioni
é vera.

O {f(T1), ... f(Tm)} ¢ una base per immagine di f.
H Da {f(71), - f(?m)} possiamo estrarre una base per 'immagine di f.

O Sottraendo all’insieme A linsieme dei suoi elementi che appartengono al nucleo di
f si determina una base di V.

O Si puo trovare una base di V' costituita da vettori tutti nel nucleo di f.
O Almeno uno degli f(U;) appartiene al nucleo di f.
Soluzione. Visto che f non & iniettivo 'insieme { f(7'1), ..., f(¥/ )} non & linearmente

indipendente. Esso ¢ comunque un sistema di generatori per I'immagine di f da cui si
puo estrarre una base in quanto f € non nullo. =

Esercizi

Esercizio 1 (34344 punti) In R* munito del prodotto scalare standard, al variare
del parametro reale t, si considerino i vettori v1 = (1,0,—1,0) e ¥2 = (2,2, —1,t).

1. Si mostri che U1,20> e U1, U2 non dipende da t. Inoltre, si determini il valore di
t tale che 1,2 sia /4.

2. Per il valore di t trovato ne punto (1), si determins la proiezione ortogonale di
'UQ Su 171.



3. Per il valore di t trovato ne punto (1), dato U3 = (0,0,1,1), si determini una
base ortonormale dello spazio W generato da {01, vz, Us}.

Svolgimento. 1.Siccome

So- L

= Uy - 20U 2 (01 - Ua) ==

cos (v1,2v2) = = 5’7 = COS (vhvz)
loafHl1202]] 2|9 ]| |92l

segue che gli angoli convessi U1, 202 e U1, U2 coincidono indipendentemente da t.
Siccome I'angolo formato da @1 e @2 & /4, se, e solo se,

V2 =~ U1 - Va2 3

—— — COS | V1, V2 =

2 ~ladiel vz v+

allora v/9 + t2 = 3 e quindi ¢t = 0.
2. La proiezione di 92 su 9; &

o (52) - () (o) ¥

= — — =\ 7= T T T = = 7 V1.

’ o]l / lla]] v2) \V2 V2 2

3. Una base ortonormale di W la si puo determinare utilizzando il procedimento di
Gram-Schmidt:

1
€1 = py :7(170, 1,0)
[l v2
wg = U2—’U27U2—gf1’1:(1,4,1,0)
R Wa 1
& = ——=—-(1,4,1,0)
@]l 3v2
U73 = 173—(1}3 51)@1—(’03 52)62
1 1 1 1
= (0,0,1,1)— (—— ) —=(1,0,-1,0) — [ —= ] —=(1,4,1,0
( ) (ﬁ)ﬁ( ) (3\/5)3\/5( )
1 1
= (0,07 17 1) + 5 (1707 _170) - E(1747 170) =0 (47_2747 9)
1
g5 = —(4,-2,4,9
’ NoTh )

Pertanto {€1, €2, €3} & una base ortonormale di W. m

Esercizio 2 (44343 punti) Si consideri I’endomorfismo f : R®* — R® dipendente
dal parametro reale k, definito da

flz,y,2) = (ky + 3z, kx — 2y — 5z, —4z).
1. Stabilire per quali valori del parametro k ’endomorfismo f é semplice.
2. Determinare la matrice diagonale e diagonalizzante per f nel caso k = 1.
3. Stabilire per quali valori di k il vettore (k,1,1) appartiene all’immagine di f.

Svolgimento.
1. La matrice associata ad f rispetto alla base canonica &

0 k 3
A=k -2 -5 |. (1)
0 0 -4



Da A calcoliamo il polinomio caratteristico

—t k 3
Pi(t) =det(A—tl3) =det | k —-2—-t -5 = —(4+t)(t*+2t — k).
0 0 —4—1

I1 polinomio caratteristico ha tutte le radici reali:

)\1:—4, )\2:\/1+k2—1, )\3:—\/1+k2—1.

In altre parole, tutti gli autovalori sono reali. Esaminiamo i casi in cui questi autovalori
possono coincidere:

e non pud mai succedere che A\1 = A2 perché questo implicherebbe 1’assurdo
V1+ k% =-3.

e Analogamente non pud mai succedere Ay = A3. Infatti il discriminante dell’equazione
di secondo grado: t2 4+ 2t — k> =0e A =4+4k? > 0.

e M =)3 < —4=—-1-V1+k? < k=12V2.

Di conseguenza f & semplice se k # 421/2 perché tutti gli autovalori sono distinti.
Discutiamo il caso in cui sia k = 2v/2:

Iendomorfismo f ha per autovalori A1 = A3 = —4 con ms(—4) = 2 e A2 = 2 con
mq(2) =1 quindi anche my(2) = 1. Si ha

my(—4) = dimR®(—4) = 3 — rg(A — (—413)).

Visto che :
4 22 3
rg(A+4L)=rg| 2v2 2 -5 | =2,
0 0 0

abbiamo mg(—4) = 1 < m,(—4). Ne segue che, per k = 2v/2 'endomorfismo non &
semplice.

Il caso in cui k = —21/2 & simile a quello precedente. In conclusione f & semplice
se e solo se k # +£2v/2.
2. Quando k =1 gli autovalori sono

AM=-4, X=vV2-1 X=-V2-1.

Determiniamo gli autospazi:
4 1 3 T
o R¥*(—4): 1 2 -5 y | =
0 0 O z
quindi R3(—4) = £((—11,23,7)).
1-v2 1 3
e R¥(v2-1): 1 -1-+2 -5
0 0 -3-v2
troviamo x = (1 4+ v/2)y e z = 0, allora R*(v/2 — 1) = £

o

trovi 2 11
roviamoy = —zexr = ——
) y=- 7

=]

2,

o

0
0],
0

N e R
Il

(1+v2,1,0)).

—~~

V2+1 1 3 x 0
e R3(—v2-1): 1 vV2—-1 =5 y |=(0],
0 0 V2-3 z 0

troviamo z = (1 — v/2)y e z = 0, allora R*(—v/2 — 1) = £((1 — v/2,1,0)).

Di conseguenza la matrice diagonale e quella diagonalizzante rispettivamente sono

4 0 0 —11 14++v2 1—-v2
D= 0 v2-1 0 e P= 23 1 1
0 0 —V2-1 7 0 0



3. Si tratta di studiare il sistema lineare:

ky+3z=k
kx —2y—5z=1
—4z=1

che ha per matrice dei coefficienti la matrice A considerata prima (equazione (1)). Si
ha det A = 4k? quindi per k # 0 il sistema & di Cramer ed ammette un’unica soluzione.
Se k = 0 la matrice A ha rango 2 mentre la matrice completa

0 0 3 0
0 -2 =5 1
0o 0 -4 1

ha rango pari a 3 come si vede calcolando il determinante del minore formato dalle
ultime tre colonne:

0 3 0
det | =2 -5 1 =6.
0o -4 1

Quindi, per £k = 0 il sistema non & compatibile per il teorema di Rouché—Capelli.
Pertanto, (k,1,1) appartiene al’immagine di f se, e solo se, k # 0. ®



