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Quesiti

Quesito 1 (2 punti) Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale n-dimensionale
V. Se ker f = Imf, stabilire quali delle sequenti affermazioni é vera:

B n ¢ pari.
O n é dispari.
O rg(f) & massimo.
O f é l’applicazione nulla.
O f é invertibile.
Soluzione. Dal Teorema del Rango, tenendo presente ker f = Imf, segue che n =
dimV =dim Imf + dimker f = 2dim I'mf. Quindi n & pari.
Si noti, inoltre, che 'endomorfismo di R? definito da f(x,y) = (0,z) & tale che

ker f = Imf = L(€2) dove €2 = (0,1) e fornisce un controesempio ai punti (3), (4) e
(5). m

Quesito 2 (2 punti) Sia f un endomorfismo semplice di R® tale che ps(t) = t* +
3t2 4+ 3t + 1. Stabilire quali delle sequenti affermazioni & vera:

O f non ha tutti gli autovalori reali.

O f = Idgs;

B f=—Idgs.

O f & semplice perché ha tutti gli autovalori reali e distinti.

O f ha un autovalore con molteplicita algebrica 2.

Soluzione. Siccome p;(t) = > +3t> + 3t + 1 = (¢t + 1)® e f & semplice, allora

R® = ]R3(—1). Cioe ogni vettore non nullo € un autovettore per f relativo all’autovalore
—1. Pertanto, f = —Idrs. m

Quesito 3 (2 punti) Stabilire quale tra le sequenti affermazioni relative ad un’applicazione
lineare f :' V — W ¢é vera:

O f trasforma basi di V in basi di Imf.

O f trasforma sistemi di generatori di V in basi di Imf.

B f trasforma basi di V in sistemi di generatori di Imf.

O f trasforma basi di V' in insiemi linearmente indipendenti di Imf.

O f trasforma insiemi linearmente indipendenti di V' in basi di Imf.



Soluzione. E noto che f trasforma sistemi di generatori di V' in sistemi di generatori
di Imf. Cio & in particolare vero per le basi di V' essendo queste sistemi di generatori
minimale. ®

Quesito 4 (2 punti) Stabilire quando é vero che in un sistema compatibile AX = B
ha soluzione A™'B:

0O Sempre.

O Mas.

O Solo quando si puo applicare il Teorema di Rouché-Capelli.

B Solo se il sistema e di Cramer.

O Solo quando l'ultimo dei pivot non giace nella colonna dei termini noti del sistema.

Soluzione. Affinché A~ B sia la soluzione del sistema AX = B, la matrice A deve
essere invertibile, cioe il sistema deve essere di Cramer. m

Quesito 5 (2 punti) Sia A la matrice associata ad una forma bilineare e simmetrica
® di R°. Se il determinante dn del minore principale di A di ordine n > 2 ¢ tale
dn = dn—1 — 1, stabilire quanto deve valere di affinché ® sia un prodotto scalare:

O dy > 0.
O di > 3.
O di > 6.
md >9.
O di > 10.
Soluzione. Affinché ® sia un prodotto scalare deve valere d,, > 0 per ogni 1 <n < 10
per il Criterio di Sylvester. Mediante semplici conti, dalle ipotesi segue che d, =

di —n+ 1 per ogni 2 < n < 10. Quindi, d,, > 0 se e solo se di > n — 1 per ogni
2<n <10, cioe perd; >9. =

Esercizi
Esercizio 1 (4+3+43 punti) Si consideri I’endomorfismo
f:R* — R3, (z,y,2) — (x + 2z, -3y, (k+ 1)z + 2)

al variare di k € R. Si stabiliscano i sequenti fatti:

1. Per quali valori di k l’endomorfismo e semplice.

2. Si determini per k = 1 una base di autovettori, la matrice diagonalizzante e
quella diagonale.

8. Per quali valori di k il sottospazio Imf ha dimensione 1.
Svolgimento.

1. La matrice associata ad f rispetto alla base canonica &

1 0 2
A= 0 -3 0
k+1 0 1



e quindi il polinomio caratteristico di f &

1—t 0 2
Py (t) = det 0 -3-t 0 =(-3-t)[1-1)?-2(k+1)].
k+1 0 1—t

Quindi, gli autovalori di f sono Ay = =3, A2 =1—/2(k+1) e s =1+ /2(k+1),
che sono reali se e solo se k > —1. Quindi, per £ < —1, 'endomorfismo f non &
semplice.
Per k > —1 analizziamo le molteplicita algebriche e geometriche degli autovalori:

e M=l <—= 2k+1)=4= k=T,

e \i = A3 <= /2(k + 1) = —4, che non ha soluzioni;

e o=z 2(k+1)=—-2(k+1) <= k=-1

Pertanto, se k > —1 e k # 7 gli autovalori sono tutti reali e distinti e quindi f &
semplice.

Se k = —1, allora gli autovalori sono Ay = —3 con maq(A1) = 1 e A2 = 0 con
mq(A2) = 2. Siccome

1 0 2
rg(A) =rg(A—0l3)=rg| 0 -3 0 | =2
0 0 1

allora mg(A2) =1 < 2 = mq(A2), e quindi f non & semplice.
Se k = 7, allora gli autovalori sono A1 = —3 con mq(A1) = 2 € A2 = 5 con
mq(A2) = 1. Siccome

4 0 2
rg(A) =rg(A+3I3)=rg[ 0 0 0 | =1
8§ 0 4

allora mg(A1) = 2 = mq(A1), d’altra parte, chiaramente mgy(A2) = 1 = mq(X2), €
quindi f & semplice.

Riepilogando, f & semplice se e solo se k > —1.
2. Per quanto visto sopra nel punto (1), se k = 1 allora f & semplice con autovalori

A1 = -3, A2 = —1 e A3 = 3. Gli autospazi corrispondenti sono:
4 0 2 T 0
R*-3): [ 0 0 0 v | =10 {iziizjg
4 0 4 z 0 -

quindi R3(—3) = L(%1), con # = (0,1,0).

2 0 2 T 0
R¥-1):| 0 -2 0 v | = o ¢:>{2xfézjg
2 0 2 2 0 v=
quindi R3(—1) = £(#), con % = (1,0, —1).
—2 0 2 x 0
R*3): [ 0 -6 0 v | =1 o ¢:{'ﬁwt?:8
2 0 -2 2 0 v=

quindi R*(3) = £(#3), con 73 = (1,0, 1).



Pertanto, una base di R?® di autovettori per f & B = {#1, ¥, %3}, la matrice diago-
nalizzante e diagonale rispettivamente sono

0 1 1 -3 0 0
P = 1 0 0 e D= 0 -1 0
0 -1 1 0 0 3

3. Dal Teorema del Rango segue che dimImf = 1 se e solo se dimker f = 2, e cio
si verifica se e solo se 0 & un autovalore per f con molteplicitda geometrica 2. Ma noi
abbiamo visto nel punto (1) che —3 & 'unico autovalore con molteplicita geometrica
uguale a 2 (e lo si ottiene per k = 7). Quindi, non esistono valori di k¥ € R tali che
dimImf=1m

Esercizio 2 (34443 punti) Nello spazio vettoriale R®, munito del prodotto scalare
standard, si consideri il sottospazio

W:{(CL‘1,ZL‘2,$3,JS4,$5)€R5:m1—$3+$5:1‘2+1‘4:0}.

1. Determinare le equazioni cartesiane di W+ ed una sua base;
2. Determinare una base ortonormale di R® costituita da vettori di W e W+;

3. Determinare le proiezione ortogonale di ¥ = (1,1,1,1,1) su W,

Svolgimento.
1. Siccome W = {(z1, x2, 3, —T2, —T1 + x3) : T1,Z2,23 € R}, allora W = L(W, Wa, Ws3)
dove W = (1,0,0,0,—1), @Ws = (0,1,0,—1,0) e Wz = (0,0,1,0,1).

Sia ¥ = (y1,y2, Y3, Y4, ys), allora

y-wh =0 y1 —ys =0
GEWte={ G- wWh=0 < <{ ya—ys=0
y-ws=0 ys+ys =0

Pertanto, W+ = {(y1, 92, —y1,Y2,¥1) : Y1, Y2, 3 € R} e quindi Wt = L(W4, Ws) dove
@y = (1,0,—1,0,1) e @5 = (0,1,0, 1,0).

2. Chiaramente Wy 1 W; e Ws L w; per ¢ = 1,2,3. Inoltre, W L wWe e Wy L ws.
Quindi, per determinare una base ortogonale di R® costituita da vettori di W e W= &
sufficiente aggiungere all’insieme {01, w2, W4, W5} un vettore w3 di W ortogonale sia a
W che a wWa. Pertanto, w5 = (1, 2,73, —T2, —T1 + x3) con T1 = —x1 + T3 € 2x2 = 0.
Quindi, w5 = (1,0,2,0,1). Ora la base ortonormale cercata ¢ {€1, €2, €3, €4, €5 } dove

- w1 S a@, 1 O A
& = g = 5(1,0,0,0,-1) | & = gty = 75(0,0,1,0,1) | & = iy = 75(1,0,2,0,1)
T 1 = —

€a = Hu{iH — 73(1707_1707 1) | &= nmiu = *2(071,0,1,0)

3. La proiezione ortogonale di ¥ = (1,1,1,1,1) su W+ &

1 1
PwL (ﬁ) = (17 €4) €1+ (17 €5) € = 5(1307 —-1,0, 1) + (Oa 1,0, 170) = §(1a37 -1,3, 1)



