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Quesiti

Quesito 1 (2 punti) Sia AX = B una sistema a scala di m equazioni lineari in n
incognite a coefficienti nel campo K. Stabilire quando esso ammette oo™ 2 soluzioni:

0 A e B contengono esattamente n e 2 pivot rispettivamente.
O A e B contengono esattamente n — 1 e 1 pivot rispettivamente.
O A e B contengono esattamente 2 e 0 pivot rispettivamente.
B A e B contengono esattamente 2 e 0 pivot rispettivamente.

O A e B contengono esattamente 1 e 1 pivot rispettivamente.

Soluzione. AX = B ¢ compatibile se, e solo se, I'ultimo dei pivot di (A | B) non
appartiene alla colonna dei termini noti. In tal caso, esso ammette co™ 2 soluzioni se
il numero dei pivot di A ¢ 2. m

Quesito 2 (2 punti) Siano ¥, 2, U3 tre vettori geometrici di Vs. Stabilire quando
U1 A\ Uz - U3 = 0 implica che esistono A1, A2, A3, non tutti nulli, tali che A\ vy + Ao¥2 +
A331 = 0:

O Mai.

O Solo se s =0 e i Ao =0
O Solosevs£0 eth At =0
O Solo sevs £ 0 eth Ao £ 0

B Sempre.

Soluzione. #1 AU - U5 = 0 se, e solo se, U1,02 e U3 sono complanari, che ¢ equivalente
ad asserire che ¥1,02 e U3 sono linearmente dipendenti. ®m



Quesito 3 (2 punti) Siano X eY sottospazi di dimensione di1 e da, rispettivamente,
di uno spazio vettoriale n-dimensionale V. Stabilire quando X UY é un sottospazio di
V:

O Se XNnY ={0}.

B SeXCYoYCX.

O Sedim(X 4+Y)=n.

O Se dim(XﬂY) =d; +ds —n.

a

Sempre.

Soluzione. Supponiamo che X non sia contenuto in Y. Allora esiste un vettore Z in
X che non appartiene a Y. Per ogni ¢ in Y vale che £+ 4 € X UY, essendo X UY un
sottospazio di V per ipotesi. Allora, £+ 4§ € X o £+ ¢ € Y. Il secondo caso implica
Z €Y, siccome Z = (¥+¢) — ¢, ma cid ¢ assurdo perché Z non appartiene a Y. Quindi,
Z+y e X eallora § € X, siccome § = (£ + ) — &. Pertanto, Y C X. m

Quesito 4 (2 punti) Siano r ed s due rette sghembe nello spazio ordinario. Stabilire
quale delle sequenti affermazioni é vera:

O I vettori direttori ¥ e § sono linearmente dipendenti.

O 1l prodotto vettoriale di opportuni vettori direttori dir e di s & 0.
O Il prodotto misto tra i vettori di 7, § e 7 — § ¢ 0.

O FEsiste un unico piano contenente r e perpendicolare ad s.

B FEsiste un unico piano contenente r e parallelo ad s.

Soluzione. Il piano cercato & chiaramente quello del fascio di asse r e parallelo a s,
ovvero con giacitura ortogonale al vettore direttore di s. m

Quesito 5 (2 punti) Sia f un endomorfismo di un K-spazio vettoriale n-dimensionale,
n > 2, tale che rg(f) = 2. stabilire quale delle sequenti affermazioni é vera:

O FEsiste un autovalore di f con molteplicita algebrica n — 2 e geometrica minore
strettamente di n — 2.

O Esiste un autovalore di f con molteplicita algebrica e geometrica uguali a n — 2.
B FEsiste un autovalore di f con molteplicita geometrica uguale a n — 2.
O f e semplice.

O f puo non avere autovalori.

Soluzione. Dal Teorema del Rango e dal fatto che n > 2 segue che dimker f =
n—2 > 0. Allora ker f & 'autospazio relativo all’autovalore 0 e n — 2 & la molteplicita
geometrica di 0. m

Esercizi

Esercizio 1 (3+3+44 punti) Rispetto ad un fissato riferimento cartesiano ortonor-
male RC(O, x,y,z), si determinino:

1. DUequazione del piano o equidistante dai punti A = (1,1,1) e B = (2,1,3), e
lequazione della circonferenza 7y, passante per A e B e avente centro sulla retta
r:y=z—1=0.



2. DPequazione cartesiana del piano w passante per A e B e che interseca la retta r
in un punto C tale che il triangolo ABC' sia rettangolo con l’angolo retto in A.

3. L’equazione della sfera tangente al piano o, avente centro su m : y = 0, e
passante per A e per B.

Svolgimento. Il piano « ¢ il luogo dei punti dello spazio equidistanti sia da A che da
B. Quindi
P=(z,y,2) € a<=d(P,A) =d(P,B).

Allora, quadrando, si ha
@1+ -1 +GE-1)"=@-2"+y-1)"+(z-3)’

da cui si ricava
a:2x+4z—11=0.

Siccome il centro C, di vy € equidistante sia da A che da B, segue che C, € . D’altra
parte Cy € r e quindi r N = {C, }. Allora

y=0
Cy z—1=0 = C,=(7/2,0,1).
20 +4z—11=0

Allora

R=d(C,A) =+/(7/2—=1)2+ (0 —1)2 + (1 —1)2 = v29/2.
La sfera di centro C, e raggio R & ¥ : (z — 7/2)% + 9 + (2 — 1)? = 29/4, cioe

E:I2+y2+z2—7x—22+6:0.
1l piano passante per A,B e C, ¢

z—1 y—1 z-1
B:| 5/2 -1 0 =0,
1 0 2
cioe
B:—2x—-5y+z2+6=0
Allora v = ¥ N B e quindi

) 224y 42— T —224+6=0
v 2 —5y+2+6=0

11 generico punto C' della retta r ha coordinate (¢,0,1) con ¢t € R. Allora 1@ =
(t—1)i—je zﬁ = i+ 2k e quindi il triangolo ABC & retto in A se, e solo se, ﬁ 1 E,
cioe se R . zﬁ = 0. Cio si verifica solo per t = 1, siccome R . zﬁ =t — 1. Quindi,
7 interseca r in C' = (1,0, 1). Allora

r—1 y—1 z-1
T 0 -1 0 =0<=7r:2x+2+1=0.
1 0 2

Sia C' il centro della sfera X’ tangente a o, passante per A e B, e tale che C' € 7',
dove 7 : y = 0. Siccome C’ & equidistante sia da A che da B segue che C’ € a. Allora
C' = (11/2 — 22,9, 2) dove y, z € R. In realtd, si ha C' = (11/2 — 22,0, 2) con z € R,
siccome C' € 7, dove 7’ : y = 0. Infine,

2(11/2-22) 241 ~
= 7 =V5(z—2)

a(c’, )



e d(C',m) = /5 implicano z = 2. Pertanto C' = (3/2,0,2) e R = /5. Allora
Y (z—3/2)% 4+ 9>+ (2 —2)*> — 5 =0 e quindi

Yot 4y 422 —3x—4245/4=0.
]
Esercizio 2 (2+4+4 punti) Al variare di k € R si considert 'endomorfismo
f:R* — R*, (z,y,2,t) — (y, —k*z t,x+ 2z (k2 + 1))
1. Stabilire per quali valori k € R l’endomorfismo f ammmette un vettore non
nullo U tale che f(¥) = 0.

2. Stabilire per quali valori k € R ’endomorfismo f é semplice.

3. Scelto uno dei valori di k trovati nel punto (2) tali che un autovalore di f sia 2,
determinare la matrice diagonale e quella diagonalizzante.

Svolgimento. Risolvere (1) & equivalente a stabilire per quali valori di k¥ € R
I’endomorfismo f ammette 1 come autovalore e cio si verifica se, e solo se, det(A—1I) =

0. Allora
-1 1 0 0
0 -1 -k 0
det(A —I) = det 0 0 1 1 =0,

1 0 kK+1 -1

siccome R4 = —(R1 + Rz + R3), e quindi f fissa un vettore non nullo per ogni k € R.
Per risolvere (2) determiniamo il polinomio caratteristico di f.

-t 1 0 0

_ 1.2
Pi(t) = det(A—tI) = det 8 Ot _kt (1)
1 0 k*4+1 —t
-t —k* 0 0 -k 0
= —tdet 0 —t 1 — det 0 —t 1
0 K +1 —t 1 K> 4+1 —t
2 —t 1 -k> 0 4 ,20,2 2
= tdet<k2+1 7t)—det< 7t 1) =t (k"4 1) + &

che ha soluzioni t = —1,1, —k, k.

e Se k # —1,0,1, allora f ha quattro autovalori distinti e quindi f & semplice.

e Se k= —1, allora mq(—1) = 2. Siccome
1 1 0 O T 0
4 01 =10 vy | [o
RED o0 0 1 N Il I (1)
1 0 2 1 t 0

e vale che rg(A+1I) = 3, segue dal Teorema di Rouché-Capelli che il sistema (1)
ammette oo’ soluzioni, ciog my(—1) = 1. Allora my(—1) < ma(—1) e quindi f
non ¢ semplice.

e Se k =0, allora mq(0) = 2. Allora

R*(0) :

= o o O
oo O =
= o O o
O = O O
SN 8

I
o O O O

—

[\

=



e vale che rg(A) = 3, segue dal Teorema di Rouché-Capelli che il sistema (2)
ammette co' soluzioni, cioe m,(0) = 1. Allora my(0) < m,(0) e quindi f non &

semplice.

e Se k =1, allora m,(1) = 2. Procedendo come sopra, e notando che rg(A—1) =

3, si ha che mgy(1) = 1. Allora my(1) < ma4(1) e quindi f non & semplice.

Pertanto f & semplice se, e solo se, k # —1,0, 1.

Per risolvere (3): da (2) segue che f ammette autovalore 2 se e solo se k = +2.

Quindi, scegliamo k = 2. Allora

01 0 0
00 —4 0
A=10 0 0 1
10 5 0
Quindi
11 0 0 x 0
4o o1 =40 v | [ o
RCDs1 g 0 1 1 2T o | T
10 5 1 ¢ 0

allora R*(—1) = {(4t, —4t, —t,t) : t € R} = L£((4, —4,—1,1)).

1 1 0 0 x 0
. 0 -1 -4 0 v | | o

k(1) 0 0 -1 1 2Tl o | T
1 0 5 -1 ¢ 0

pertanto R*(1) = {(—4t, —4t,t,t) : t € R} = L((—4, —4,1,1)).

21 0 0 p” 0
B2 g o 2 1 5o | T
10 5 2 ¢ 0

quindi R*(=2) = {(—2,22,2,—22) : z € R} = L((~1,2,1,-2)).

2 1 0 o0 p 0
. 0 -2 —4 0 v | | o

R*(2) 0 0 -2 1 2= o | T
1 0 5 -2 ¢ 0

allora R*(—2) = {(—2,—22,2,22) : z € R} = £((—1,-2,1,2)).

Le matrici diagonalizzante e diagonale sono

4 -4 -1
-4 -4 2 =2 0
-1 1 1 1 0

1 1 -2 2 0

—1
pP=

oo~ O

infatti P"'AP=D. m

z+y=0
y—4z=0
z+t=0
z+52z+t=0
—z+y=0
—y—4z=0
—z+t=0
r+52—1t=0
2c+y=0
2y —4z=0
2z24+t=0

r+5z+2t=0

—2z+y=0
—2y—4z=0
—224+t=0

r+5z—2t=0

0 0
0 O
-2 0
0 2



