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Quesiti

Quesito 1 (2 punti) Sia AX = B una sistema a scala di m equazioni lineari in n
incognite a coefficienti nel campo K. Stabilire quando esso ammette ∞n−2 soluzioni:

□ A e B contengono esattamente n e 2 pivot rispettivamente.

□ A e B contengono esattamente n− 1 e 1 pivot rispettivamente.

□ A e B contengono esattamente 2 e 0 pivot rispettivamente.

■ A e B contengono esattamente 2 e 0 pivot rispettivamente.

□ A e B contengono esattamente 1 e 1 pivot rispettivamente.

Soluzione. AX = B è compatibile se, e solo se, l’ultimo dei pivot di (A | B) non
appartiene alla colonna dei termini noti. In tal caso, esso ammette ∞n−2 soluzioni se
il numero dei pivot di A è 2.

Quesito 2 (2 punti) Siano v⃗1, v⃗2, v⃗3 tre vettori geometrici di V3. Stabilire quando
v⃗1 ∧ v⃗2 · v⃗3 = 0 implica che esistono λ1, λ2, λ3, non tutti nulli, tali che λ1v⃗1 + λ2v⃗2 +
λ33⃗1 = 0⃗:

□ Mai.

□ Solo se v⃗3 = 0⃗ e v⃗1 ∧ v⃗2 = 0⃗.

□ Solo se v⃗3 ̸= 0⃗ e v⃗1 ∧ v⃗2 = 0⃗.

□ Solo se v⃗3 ̸= 0⃗ e v⃗1 ∧ v⃗2 ̸= 0⃗.

■ Sempre.

Soluzione. v⃗1 ∧ v⃗2 · v⃗3 = 0 se, e solo se, v⃗1,v⃗2 e v⃗3 sono complanari, che è equivalente
ad asserire che v⃗1,v⃗2 e v⃗3 sono linearmente dipendenti.
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Quesito 3 (2 punti) Siano X e Y sottospazi di dimensione d1 e d2, rispettivamente,
di uno spazio vettoriale n-dimensionale V . Stabilire quando X ∪Y è un sottospazio di
V :

□ Se X ∩ Y = {0}.
■ Se X ⊆ Y o Y ⊆ X.

□ Se dim (X + Y ) = n.

□ Se dim (X ∩ Y ) = d1 + d2 − n.

□ Sempre.

Soluzione. Supponiamo che X non sia contenuto in Y . Allora esiste un vettore x⃗ in
X che non appartiene a Y . Per ogni y⃗ in Y vale che x⃗+ y⃗ ∈ X ∪Y , essendo X ∪Y un
sottospazio di V per ipotesi. Allora, x⃗ + y⃗ ∈ X o x⃗ + y⃗ ∈ Y . Il secondo caso implica
x⃗ ∈ Y , siccome x⃗ = (x⃗+ y⃗)− y⃗, ma ciò è assurdo perché x⃗ non appartiene a Y . Quindi,
x⃗+ y⃗ ∈ X e allora y⃗ ∈ X, siccome y⃗ = (x⃗+ y⃗)− x⃗. Pertanto, Y ⊆ X.

Quesito 4 (2 punti) Siano r ed s due rette sghembe nello spazio ordinario. Stabilire
quale delle seguenti affermazioni è vera:

□ I vettori direttori r⃗ e s⃗ sono linearmente dipendenti.

□ Il prodotto vettoriale di opportuni vettori direttori di r e di s è 0⃗.

□ Il prodotto misto tra i vettori di r⃗, s⃗ e r⃗ − s⃗ è 0⃗.

□ Esiste un unico piano contenente r e perpendicolare ad s.

■ Esiste un unico piano contenente r e parallelo ad s.

Soluzione. Il piano cercato è chiaramente quello del fascio di asse r e parallelo a s,
ovvero con giacitura ortogonale al vettore direttore di s.

Quesito 5 (2 punti) Sia f un endomorfismo di un K-spazio vettoriale n-dimensionale,
n > 2, tale che rg(f) = 2. stabilire quale delle seguenti affermazioni è vera:

□ Esiste un autovalore di f con molteplicità algebrica n − 2 e geometrica minore
strettamente di n− 2.

□ Esiste un autovalore di f con molteplicità algebrica e geometrica uguali a n− 2.

■ Esiste un autovalore di f con molteplicità geometrica uguale a n− 2.

□ f è semplice.

□ f può non avere autovalori.

Soluzione. Dal Teorema del Rango e dal fatto che n > 2 segue che dimker f =
n− 2 > 0. Allora ker f è l’autospazio relativo all’autovalore 0 e n− 2 è la molteplicità
geometrica di 0.

Esercizi

Esercizio 1 (3+3+4 punti) Rispetto ad un fissato riferimento cartesiano ortonor-
male RC(O, x, y, z), si determinino:

1. l’equazione del piano α equidistante dai punti A = (1, 1, 1) e B = (2, 1, 3), e
l’equazione della circonferenza γ, passante per A e B e avente centro sulla retta
r : y = z − 1 = 0.

2



2. l’equazione cartesiana del piano π passante per A e B e che interseca la retta r
in un punto C tale che il triangolo ABC sia rettangolo con l’angolo retto in A.

3. L’equazione della sfera tangente al piano α, avente centro su π′ : y = 0, e
passante per A e per B.

Svolgimento. Il piano α è il luogo dei punti dello spazio equidistanti sia da A che da
B. Quindi

P = (x, y, z) ∈ α ⇐⇒ d(P,A) = d(P,B).

Allora, quadrando, si ha

(x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = (x− 2)2 + (y − 1)2 + (z − 3)2

da cui si ricava
α : 2x+ 4z − 11 = 0.

Siccome il centro Cγ di γ è equidistante sia da A che da B, segue che Cγ ∈ α. D’altra
parte Cγ ∈ r e quindi r ∩ α = {Cγ}. Allora

Cγ :


y = 0

z − 1 = 0
2x+ 4z − 11 = 0

=⇒ Cγ = (7/2, 0, 1).

Allora
R = d(C,A) =

√
(7/2− 1)2 + (0− 1)2 + (1− 1)2 =

√
29/2.

La sfera di centro Cγ e raggio R è Σ : (x− 7/2)2 + y2 + (z − 1)2 = 29/4, cioè

Σ : x2 + y2 + z2 − 7x− 2z + 6 = 0.

Il piano passante per A,B e Cγ è

β :

∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 1 z − 1
5/2 −1 0
1 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 0,

cioè
β : −2x− 5y + z + 6 = 0

Allora γ = Σ ∩ β e quindi

γ :

{
x2 + y2 + z2 − 7x− 2z + 6 = 0

−2x− 5y + z + 6 = 0

Il generico punto C della retta r ha coordinate (t, 0, 1) con t ∈ R. Allora
−→
AC =

(t−1)̂ı− ȷ̂ e
−→
AB = ı̂+2k̂ e quindi il triangolo ABC è retto in A se, e solo se,

−→
AC ⊥

−→
AB,

cioè se
−→
AC ·

−→
AB = 0. Ciò si verifica solo per t = 1, siccome

−→
AC ·

−→
AB = t− 1. Quindi,

π interseca r in C = (1, 0, 1). Allora

π :

∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 1 z − 1
0 −1 0
1 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒ π : −2x+ z + 1 = 0.

Sia C′ il centro della sfera Σ′ tangente a α, passante per A e B, e tale che C′ ∈ π′,
dove π′ : y = 0. Siccome C′ è equidistante sia da A che da B segue che C′ ∈ α. Allora
C′ = (11/2− 2z, y, z) dove y, z ∈ R. In realtà, si ha C′ = (11/2− 2z, 0, z) con z ∈ R,
siccome C′ ∈ π′, dove π′ : y = 0. Infine,

d(C′, π) =
−2(11/2− 2z) + z + 1√

5
=

√
5 (z − 2)
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e d(C′, π) =
√
5 implicano z = 2. Pertanto C′ = (3/2, 0, 2) e R =

√
5. Allora

Σ′ : (x− 3/2)2 + y2 + (z − 2)2 − 5 = 0 e quindi

Σ′ : x2 + y2 + z2 − 3x− 4z + 5/4 = 0.

Esercizio 2 (2+4+4 punti) Al variare di k ∈ R si consideri l’endomorfismo

f : R4 −→ R4, (x, y, z, t) 7−→ (y,−k2z, t, x+ z
(
k2 + 1

)
).

1. Stabilire per quali valori k ∈ R l’endomorfismo f ammmette un vettore non
nullo v⃗ tale che f(v⃗) = v⃗.

2. Stabilire per quali valori k ∈ R l’endomorfismo f è semplice.

3. Scelto uno dei valori di k trovati nel punto (2) tali che un autovalore di f sia 2,
determinare la matrice diagonale e quella diagonalizzante.

Svolgimento. Risolvere (1) è equivalente a stabilire per quali valori di k ∈ R
l’endomorfismo f ammette 1 come autovalore e ciò si verifica se, e solo se, det(A−I) =
0. Allora

det(A− I) = det


−1 1 0 0
0 −1 −k2 0
0 0 −1 1
1 0 k2 + 1 −1

 = 0,

siccome R4 = −(R1 +R2 +R3), e quindi f fissa un vettore non nullo per ogni k ∈ R.
Per risolvere (2) determiniamo il polinomio caratteristico di f .

Pf (t) = det(A− tI) = det


−t 1 0 0
0 −t −k2 0
0 0 −t 1
1 0 k2 + 1 −t


= −t det

 −t −k2 0
0 −t 1
0 k2 + 1 −t

− det

 0 −k2 0
0 −t 1
1 k2 + 1 −t


= t2 det

(
−t 1

k2 + 1 −t

)
− det

(
−k2 0
−t 1

)
= t4 − t2

(
k2 + 1

)
+ k2

che ha soluzioni t = −1, 1,−k, k.

� Se k ̸= −1, 0, 1, allora f ha quattro autovalori distinti e quindi f è semplice.

� Se k = −1, allora ma(−1) = 2. Siccome

R4(−1) :


1 1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 1
1 0 2 1




x
y
z
t

 =


0
0
0
0

 (1)

e vale che rg(A+ I) = 3, segue dal Teorema di Rouché-Capelli che il sistema (1)
ammette ∞1 soluzioni, cioè mg(−1) = 1. Allora mg(−1) < ma(−1) e quindi f
non è semplice.

� Se k = 0, allora ma(0) = 2. Allora

R4(0) :


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
1 0 1 0




x
y
z
t

 =


0
0
0
0

 (2)
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e vale che rg(A) = 3, segue dal Teorema di Rouché-Capelli che il sistema (2)
ammette ∞1 soluzioni, cioè mg(0) = 1. Allora mg(0) < ma(0) e quindi f non è
semplice.

� Se k = 1, allora ma(1) = 2. Procedendo come sopra, e notando che rg(A− I) =
3, si ha che mg(1) = 1. Allora mg(1) < ma(1) e quindi f non è semplice.

Pertanto f è semplice se, e solo se, k ̸= −1, 0, 1.
Per risolvere (3): da (2) segue che f ammette autovalore 2 se e solo se k = ±2.

Quindi, scegliamo k = 2. Allora

A =


0 1 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 1
1 0 5 0


Quindi

R4(−1) :


1 1 0 0
0 1 −4 0
0 0 1 1
1 0 5 1




x
y
z
t

 =


0
0
0
0

 ⇐⇒


x+ y = 0
y − 4z = 0
z + t = 0

x+ 5z + t = 0

allora R4(−1) = {(4t,−4t,−t, t) : t ∈ R} = L((4,−4,−1, 1)).

R4(1) :


−1 1 0 0
0 −1 −4 0
0 0 −1 1
1 0 5 −1




x
y
z
t

 =


0
0
0
0

 ⇐⇒


−x+ y = 0
−y − 4z = 0
−z + t = 0

x+ 5z − t = 0

pertanto R4(1) = {(−4t,−4t, t, t) : t ∈ R} = L((−4,−4, 1, 1)).

R4(−2) :


2 1 0 0
0 2 −4 0
0 0 2 1
1 0 5 2




x
y
z
t

 =


0
0
0
0

 ⇐⇒


2x+ y = 0
2y − 4z = 0
2z + t = 0

x+ 5z + 2t = 0

quindi R4(−2) = {(−z, 2z, z,−2z) : z ∈ R} = L((−1, 2, 1,−2)).

R4(2) :


−2 1 0 0
0 −2 −4 0
0 0 −2 1
1 0 5 −2




x
y
z
t

 =


0
0
0
0

 ⇐⇒


−2x+ y = 0
−2y − 4z = 0
−2z + t = 0

x+ 5z − 2t = 0

allora R4(−2) = {(−z,−2z, z, 2z) : z ∈ R} = L((−1,−2, 1, 2)).
Le matrici diagonalizzante e diagonale sono

P =


4 −4 −1 −1
−4 −4 2 −2
−1 1 1 1
1 1 −2 2

 e D =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 2


infatti P−1AP = D.
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