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Quesiti

Quesito 1 (2 punti) Siano A e B due matrici di tipo (m,n) ed (n,m), rispettiva-
mente. Stabilire quando det(AB), det(A), det(B) hanno senso:

□ Sempre, ma non vale det(AB) = det(A) det(B).

□ Sempre, e vale det(AB) = det(A) det(B).

■ Solo per n = m e in tal caso vale det(AB) = det(A) det(B).

□ Solo per n = m e in tal caso non vale det(AB) = det(A) det(B).

□ Mai.

Soluzione. det(AB) ha sempre senso siccome AB è una matrice quadrata di ordine
m, invece det(A), det(B) hanno senso solo quando sono quadrate, ovvero per n = m.
In tal caso, det(AB) = det(A) det(B) per il Teorema di Binet.

Quesito 2 (2 punti) Sia AX = B un sistema lineare a scala di k equazioni in k
incognite e tale che A sia invertibile. Stabilire quale delle seguenti affermazioni è
falsa:

□ Il numero dei pivot di A è k.

□ rg (A) = rg (A | B).

□ AX = B ammette una sola soluzione determinabile con l’enunciato del Teorema di
Cramer.

■ AX = B ammette una sola soluzione determinabile con l’enunciato del Teorema di
Rouché-Capelli.

□ AX = B ammette una sola soluzione determinabile con il metodo dell’eliminazione
di Gauss.

Soluzione. L’enunciato del Teorema di Rouché-Capelli stabilisce se un sistema lin-
eare è compatibile e, quando ciò si verifica, asserisce che ci sono ∞n−rg (A) soluzioni.
Tuttavia, esso non dice come determinarle cosa deputata all’enunciato del Teorema di
Cramer o al metodo dell’eliminazione di Gauss.

Quesito 3 (2 punti) In uno spazio vettoriale n-dimensionale V sul campo K sia
J = {w⃗1, . . . , w⃗k} un insieme di k vettori linearmente indipendenti, k < n. Stabilire
quale delle seguenti affermazioni è vera:
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□ J si estende sempre ad una sola base di V .

■ J si estende sempre ad una base di V , ma questa non è unica.

□ J si estende ad una sola base di V se J genera V .

□ J si estende ad una sola base di V , se J genera V , ma la base non è unica.

□ J non si estende ad una base di V perché J genera V .

Soluzione. Per il Teorema della base incompleta J si estende sempre ad una base di
V . Chiaramente, diversi completamenti sono possibili e quindi la base non è unica.

Quesito 4 (2 punti) Siano u⃗, v⃗ ∈ V3 tali ∥u⃗∥ = 1, ∥v⃗∥ = 3 e ̂⃗u, v⃗ = π/6. Stabilire
quanto vale ∥u⃗+ v⃗∥.

□ 4.

□
√
15.

□
√
14.

■
√
13.

□
√
12.

Soluzione. Vale che

∥u⃗+ v⃗∥2 = (u⃗+ v⃗) · (u⃗+ v⃗) = ∥u⃗∥2 + ∥v⃗∥2 + 2(u⃗ · v⃗) = ∥u⃗∥2 + ∥v⃗∥2 + 2∥u⃗∥∥v⃗∥ coŝ⃗u, v⃗
= 1 + 9 + 2 · 1 · 3 · (1/2) = 13

Pertanto, ∥u⃗+ v⃗∥ =
√
13.

Quesito 5 (2 punti) Sia g : X −→ Y , un’applicazione lineare e iniettiva tra i K-
spazi vettoriali X,Y , entrambi aventi dimensione finita n. Stabilire quali tra le seguenti
affermazioni è vera:

□ è suriettiva ma non biettiva.

□ è biettiva ma non suriettiva.

■ suriettiva e quindi biettiva.

□ dipende da n.

□ dipende da n e dalle dimensioni di ker(g) e di Im(g).

Soluzione. Siccome f è iniettiva vale che dimker(f) = 0, inoltre dim Im(f) = n per
il Teorema del Rango. Pertanto, f è suriettiva e quindi biettiva.

Esercizi

Esercizio 1 (4+3+3 punti) Fissato nello spazio un riferimento cartesiano ortogo-
nale RC(O, x, y, z), si consideri la circonferenza

σ :

{
x2 + y2 + z2 − 2y − 6z + 1 = 0

x+ y − z − 1 = 0

1. Determinare il centro e il raggio di σ.

2. Determinare le equazioni cartesiane della retta ℓ tangente a σ in P = (2, 0, 1).
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3. Determinare le equazioni parametriche della retta ℓ′ per P , perpendicolare a ℓ e
passante per il centro di σ.

Svolgimento. Il centro C0 di σ si ottiene come intersezione del piano π : x+y−z−1 =
0 e della retta m normale a questo e passante per il centro C della sfera S di equazione
x2 + y2 + z2 − 2y− 6z+1 = 0. Il centro di S è C = (0, 1, 3) e il vettore normale a π è
n⃗ = î+ ĵ − k̂, quindi

m :


x = t

y = 1 + t

z = 3− t

Allora {C0} = m ∩ π e quindi

t+ (1 + t)− (3− t)− 1 = 0 =⇒ t = 1.

Pertanto, C0 = (1, 2, 2). Inoltre, siccome d(C,C0) =
√
1 + 1 + 1 =

√
3 e il raggio di

S è R =
√
0 + 1 + 9− 1 = 3, per il Teorema di Pitagora si ha che il raggio di σ è

r =
√
9− 3 =

√
6.

Chiaramente P soddisfa le equazioni di σ e quindi P ∈ σ. Allora ℓ = π ∩ π′, dove

π′ denota il piano tangente a S nel punto P . Siccome
−−→
PC = −2̂i + ĵ + 2k̂ allora

π′ : −2(x− 2) + (y − 0) + 2(z − 1) = 0 e quindi

ℓ :

{
x+ y − z − 1 = 0

2x− y − 2z − 2 = 0.

La retta ℓ′ è la retta passante per P e avente vettore direttore
−−→
PC0 = î − 2ĵ − k̂.

Quindi,

ℓ′ :


x = 2 + t

y = −2t

z = 1− t

Esercizio 2 (5+5 punti) Fissato k ∈ R, sia f l’endomorfismo di R3 avente

A =

3− k −1 0
k 2 k
0 1 3− k


come matrice associata rispetto alla base canonica.

1. Calcolare ker(f).

2. Stabilire quando f è semplice.

Svolgimento. Il ker(f) è dato dalle soluzioni del sistema lineare 3− k −1 0
k 2 k
0 1 3− k

 x
y
z

 =

 0
0
0

 (1)

Siccome

detA = det

 3− k −1 0
k 2 k
0 1 3− k

 = (3− k) (6− 3k) + k(3− k) = 2 (k − 3)2 .
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Se k ̸= 3, allora detA ̸= 0 e quindi (1) ha solo la soluzione banale, ovvero ker(f) =
{(0, 0, 0)}.

Se k = 3, allora detA = 0 e il determinante del minore complementare del termine
di posto (1, 3) è 3. Pertanto, rg(A) = 2 e quindi (1) ammette ∞1 soluzioni per il
Teorema di Rouché-Capelli. Inoltre, (1) è equivalente al sistema{

3x+ y = −3z
y = 0

⇐⇒
{

x = −z
y = 0

Allora ker(f) = {(−z, 0, z) : z ∈ R} = L(v⃗), dove v⃗ = (−1, 0, 1).

Per studiare se f è semplice, calcoliamo il polinomio caratteristico di f :

Pf (t) = det

 3− k − t −1 0
k 2− t k
0 1 3− k − t


= (3− k − t) det

(
2− t k
1 3− k − t

)
− k det

(
−1 0
1 3− k − t

)
= (3− k − t) ((t− 3) (k + t− 2)) + k (3− k − t)

= − (t− 2) (k + t− 3)2

Pertanto, gli autovalori di f sono t = 2 e t = 3− k. Inoltre, 3− k ̸= 2 se, e solo se,
k ̸= 1. Quindi, si hanno i seguenti casi:

1. k ̸= 1 e m.a.(2) = 1 e m.a.(3− k) = 2.

2. k = 1 e m.a.(2) = 3.

Supponiamo k = 1. Allora

R3(2) :

 0 −1 0
1 0 1
0 1 0

 x
y
z

 =

 0
0
0


che ammette ∞1 soluzioni per il Teorema di Rouché-Capelli. Pertanto, m.g.(2) = 1 <
3 = m.a.(2) e quindi f non è semplice per k = 1.

Supponiamo k ̸= 1. Chiaramente, m.g.(2) = m.a.(2) = 1. Quindi analizziamo solo
l’autospazio relativo all’autovalore 3− k.

R3(3− k) :

 0 −1 0
k k − 1 k
0 1 0

 x
y
z

 =

 0
0
0

 (2)

Si noti che

rg

 0 −1 0
k k − 1 k
0 1 0

 =

{
2 per k ̸= 0
1 per k = 0

Per il Teorema di Rouché-Capelli vale che (2) ammette ∞1 soluzioni per k ̸= 0 e ∞2

soluzioni per k = 0. Pertanto, m.a.(3− k) = 1 per k ̸= 0 e m.a.(3− k) = 2 per k = 0.
Quindi, f è semplice se, e solo se, k = 0.
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