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Esercizio 1 Siano (S,.A) uno spazio topologico e X C S, provare i sequenti
fatti:

1. X =XUdX;
2. XNoX = o;
3. X aperto se e solo se X N0X = O .
Svolgimento. Vale che
Xuox = XFUENXY) = (XuX)n (X uX)=Xns=X
XNndxX = XNXnXc=wo.

Infine, X aperto se e solo se X = )D(, quindi da (2) segue che X N 90X = &.
D’altra parte, siccome

X:XmX:Xm(f(uaX) :(Xm)%)u(XmaX):f(u(XmaX)

se X NOX = @, allora X = Xe quindi X e aperto. m

Esercizio 2 Siano (S, A) e (S', A’) spazio topologici, f : S — S’ continua e
S = J;er Xi. Provare i sequenti fatti:

1. Se X; € A e fix, € continua per ognii € I, allora f ¢ continua;

2. Se X; ¢ chiuso e fix, ¢ continua per ogni i € I, e I ¢ finito, allora f ¢
continua;

3. Se X; ¢ chiuso per ogni i € I, e I ¢é infinito, fornire un esempio di f non
continua tale che fx, € continua per ognii € I;

Svolgimento. Sia A’ un aperto di S’, allora

Ay = nUx = U @) nx) = U i)

i€l i€l i€l



con fl}l (A") € A essendo f)y, continua per ogni i € I. Pertanto, f~1(A") € A
e quindi f & continua.
Sia C’" un aperto di S’, allora

ey =rrennlUxi=Juiennx) = U @)
icl iel icl
con f‘;{ll (C”) un chiuso di S essendo f|x, ¢ continua. Allora, f~*(C’) & un chiuso
di S essendo I finito, e quindi f & continua.

Siano (S, A) = (5", A") = (R, Apet) e f = X la funzione caratteristica dei
razionali (funzione di Dirichlet). Allora I = R e X; = {i}. Banalmente fx, ¢
continua per ogni i € I, invece f non lo &. Infatti, f(Q) = f(R) = {0,1} non &
contenuto in f(Q) ={1} ={1}. =

Esercizio 3 Uno spazio topologico (S, A) ¢ Ty se per ogni x,y € S con x # y
esiste un intorno U di x tale che y ¢ U ed esiste un intorno V di y tale che
x € V. Provare che (S, A) é Ty se e solo se per ogni z € S linsieme {z} ¢é
chiuso.

Svolgimento. Sia y € {z}° allora y # z e quindi esiste un intorno V' di y non
contenente z poiché S & Ty. Pertanto V' C {z}°. Cioe {2} & intorno di ogni suo
punto, quindi {z}“ & aperto e pertanto {z} & chiuso.

Viceversa, siano z,y € S con x # y allora {z}° & un intorno di y non
contenente x, e {y}° & un intorno di x non contenente y. Pertanto, S ¢ T;. m

Esercizio 4 Sia (S,.A) uno spazio topologico compatto e sia X un sottoinsieme
chiuso di S tale che X = I(X). Provare che X é finito.

Svolgimento. Vale che X & un sottoinsieme compatto di S essendo questo
compatto e X chiuso. Per ogni x € X esiste V,, intorno di x in S tale che
VeNX = {z} siccome X = I(X). Quindi, {V, :z € X} & un ricoprimento
aperto di X. Allora esiste F' C X, F finito tale che X C (J,p V, quindi
X=Xn (UweF Vm) = UweF (XnVv,) = UweF {z} = F. Pertanto, X ¢ finito.
[

Esercizio 5 Sia X = {(z,y) € R? : x € R\ Q}, stabilire se:
1. X é connesso;
2. X é compatto.

Svolgimento. Gli insiemi A; = ]foo, \/i[ xRe Ay = ]\/5, +oo[ x R sono due
aperti di R? rispetto alla topologia naturale la cui unione (disgiunta) ¢ R\ {v/2}.
Quindi, X N A; e X N As sono disgiunti e sono aperti non vuoti di X tali che

szm(R\{ﬁ}xR):Xm(AluAQ):(XmAl)u(XmAz).

Pertanto X non e connesso.
Infine, X non & compatto per il Teorema di Heine-Pincherle-Borel non es-
sendo limitato. m



