
Esercizi di Geometria III del 23.10.2022

Esercizio 1 Siano α ∈ R e f, g : S −→ R applicazioni continue tra gli spazi
topologici (S,A) e (R,Anat). Provare che:

1. αf è continua.

2. |f | : S −→ R, x 7−→ |f(x)| è continua.

3. f + g è continua.

4. fg è continua.

Svolgimento. Le funzioni h(y) = αy, k(y) = |y| sono continue, quindi le
composte con f continua sono continue. Da ciò segue (1) e (2).

Siano x0 ∈ S, y1 = f(x0) e y2 = g(x0). Fissato ε > 0, siccome f e g
sono continue, esistono U1 e U2 intorni di x0 tali che per ogni xi ∈ Ui risulta
|f(xi)− yi| < ε/2. Allora U ∩V è un intorno di x0 e per ogni x ∈ U ∩V risulta

|(f + g) (x)− y1 − y2| ≤ |f(x)− y1|+ |g(x)− y2| < ε/2 + ε/2 = ε.

Quindi f + g è continua, cioè vale (3).
Siccome t(y) = y2 è continua, la composta con f , cioè f(x)2, è continua.

Infine, siccome

(fg)(x) =
1

2

(
(f(x) + g(x))2 − f(x)2 + g(x)2

)
dai punti (1)–(3) segue (4).

Esercizio 2 Si identifichi Rn,n con Rn2

, utilizzando l’esercizio precedente si
provi che l’applicazione det : Rn,n −→ R, A 7−→ det(A) è continua.

Svolgimento. Per induzione su n. Se n = 1 l’asserto è banalmente vero.
Supponiamo vero l’asserto per n = k e proviamolo per n = k+1. Sia A ∈ Rn,n,
A = (xij), sviluppando con Laplace rispetto, per esempio, alla prima riga si ha:

det(A) =

n∑
j=1

(−1)1+jx1j detA1j .

Ora le proiezioni πij : A 7−→ xij sono chiaramente continue e l’applicazione
det : Rn−1,n−1 −→ R,M 7−→ det(M) è continua per l’ipotesi induttiva. Quindi
da (1), (3) e (4) dell’esercizio precedente segue l’asserto.

Esercizio 3 Sia Y =
{
(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x < 1,−1 ≤ y < 1

}
. Si trovi un sot-

tospazio X di R2 contenente Y tale che:

1. Y è aperto e chiuso;
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2. Y è chiuso ma non aperto;

3. Y è aperto ma non chiuso;

Svolgimento. Chiaramente X = Y implica Y aperto e chiuso di sé stesso,
quindi vale (1).

SianoA =
{
(x, y) ∈ R2 : x < 1, y < 1

}
e C =

{
(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x,−1 ≤ y

}
.

Allora A e C sono un aperto e un chiuso di R2 rispettivamente. Posto X = A
allora Y = A∩C. Quindi Y è chiuso, ma non è un aperto altrimenti Y sarebbe
un aperto di R2. Quindi vale (2). Infine, posto X = C allora Y = A∩C quindi
Y è aperto, ma non è un chiuso altrimenti Y sarebbe un chiuso di R2.

Esercizio 4 Sia X =
{

n
n+1 : n ∈ N

}
. Determinare la X nei seguenti casi:

1. R è munito della topologia naturale.

2. R è munito della topologia cofinita.

Svolgimento. X =
{

n
n+1 : n ∈ N

}
è l’insieme dei valori di una successione

reale strettamente crescente. Quindi limn→∞
n

n+1 = 1 = supX che per le

proprietà dell’estremo superiore è di aderenza per X. Quindi X ∪ {1} ⊆ X.

1. Supponiamo per assurdo che esista un x0 ∈ X tale che x0 /∈ X ∪ {1}. Se
x < 1/2 allora

� Se x0 < 1/2 allora ]x0 − ε, x0 + ε[ ∩X = ∅ dove 0 < ε < 1/2 − x0.
Quindi x0 > 1/2 siccome x0 /∈ X.

� Se x0 > 1 allora ]x0 − ε, x0 + ε[∩X = ∅ dove 0 < ε < x0−1 siccome
x0 /∈ X ∪ {1}. Quindi x0 < 1.

� Se 1/2 < x0 < 1, siccome
(

n
n+1

)
n∈N

è strettamente crescente esiste

un n ∈ N minimo tale che x0 < n0

n0+1 . Quindi n0−1
n0

< x0 < n0

n0+1
siccome x0 /∈ X. Allora ]x0 − ε, x0 + ε[ ∩ X = ∅ dove 0 < ε <

min
{
x0 − n0−1

n0
, n0

n0+1 − x0

}
.

Pertanto, si ha un assurdo. Quindi X = X ∪ {1}.

2. Siccome X =
{

n
n+1 : n ∈ N

}
è l’insieme dei valori di una successione reale

strettamente crescente, allora X è infinito e quindi segue dalla definizione
di topologia cofinita X = R.
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