
Esercizi di Geometria III del 15.10.2022

Esercizio 1 Sia f : S −→ S′ un’applicazione tra spazi topologici (S,A) e
(S′,A′) e sia L una sottobase di S′. Provare che le seguenti affermazioni sono
equivalenti;

1. f è continua in S.

2. Per ogni A′ ∈ L vale che f−1(A′) è un aperto di S.

Svolgimento. Siccome gli elementi di L sono aperti di S′, (1) implica (2)
immediatamente. Viceversa, sia B la base di S′ individuata dalle intersezioni
finite e non vuote di elementi di L. Sia B ∈ B, allora B =

⋂
i∈F Ai, dove

{Ai : i ∈ F, F finito} ⊆ L. Allora

f−1(B) = f−1

(⋂
i∈F

Ai

)
=
⋂
i∈F

f−1(Ai),

e per (2) e tenendo presente che A è una topologia su S, segue che f−1(B) è un
aperto di S. A questo punto l’asserto (1) segue dal Teorem di caratterizzazione
delle applicazion continue.

Esercizio 2 Sia χU la funzione caratteristica di un sottoinsieme U di S, dove
(S,A) spazio topologico. Sia x ∈ S, provare che χU è continua rispetto ad (S,A)
e (R,Anat) se e solo se x /∈ ∂U . Dedurre che la funzione di Dirichlet non è
continua in alcun punto di R.

Svolgimento. Supponiamo per assurd che esista U sottoinsieme di S tale che
χU continua in x per qualche x ∈ ∂U . Quindi x ∈ U ∩ U c. Siccome χU è
continua vale che

χU (x) ∈ χU (U∩U c) ⊆ χU (U)∩χU (U c) ⊆ χU (U)∩χU (U c) = {0}∩{1} = {0}∩{1} = ∅

che è un assurdo. Pertanto x /∈ ∂U

Viceversa, se x /∈ ∂U allora x ∈
(
U ∩ U c

)c
=
(
(U c)c

)c
∪
(
U c
)c

=
◦
U c ∪

◦
U .

Inoltre,
◦
U c ∩

◦
U ⊆ U c ∩ U = ∅. Pertanto x ∈

◦
U c ⊆ U c oppure x ∈

◦
U ⊆ U

e quindi χU (x) ∈ χU (
◦
U c) = {0} oppure χU (x) ∈ f(

◦
U) = {1}. Quindi, le

immagini mediante χU di
◦
U e di

◦
U c sono semepre contenute in un qualsiasi

intorno di 1 o 0 rispettivamente.
Siccome Q e R \Q sono densi in R, allora ∂Q = R e quindi la funzione di

Dirichlet χQ non è cntinua in alcun punto di R.

Esercizio 3 Sia f : S −→ R un’applicazione continua tra spazi topologici (S,A)
e (R,Anat) tale che per ogni x ∈ S risulti f(x) ̸= 0. Provare che l’applicazione
1/f : S −→ R, x 7−→ 1/f(x) è continua tra i suddetti spazi topologici.
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Svolgimento. Siccome l’applicaione f è continua, f(S) ⊆ R\ {x} e l’applicazione
g(x) = 1/x è continua in R\ {x}, segue l’asserto.

Esercizio 4 Sia F : Cn −→ Cn, Z 7−→ MZ + B, dove M ∈ Cn,n e B ∈ Cn.
Provare che F è continua rispetto alla topologia di Zariski di Cn.

Svolgimento. Sia H un ipersuperficie algebrica di Cn. Quindi (z1, ..., zn) ∈ H
se e solo se P (z1, ..., zn) = 0 con P ∈ C[X1, ..., Xn]. Quindi P =

∑
i ciX

d1(i)
1 · · ·Xdn(i)

n

con ci ∈ C. Sia (w1, ...wn) ∈ Cn, e denotata con M = (aij), dove i, j = 1, ..., n,
allora F (w1, ...wn) = (w′

1, ..., w
′
n) dove

w′
i =

n∑
j=0

aijwj

per ogni i = 1, ..., n. Allora (w1, ...wn) ∈ F−1(H) se e solos e se

P

 n∑
j=0

a1jwj , ...,

n∑
j=0

anjwj

 = 0

Ovvero (w1, ...wn) è uno zero per

∑
i

ci

 n∑
j=0

a1jYj

d1(i)

· · ·

 n∑
j=0

a1jYj

dn(i)

= 0

che è un elemento di C[Y1, ..., Yn]. Pertanto F−1(H) è una ipersuperficie alge-
brica. Infine, se V è una varietà algebrica, allora V =

⋂
k∈I Hk e quindi

F−1(V) =
⋂
k∈I

F−1(Hk)

che è ancora una varietà aògebrica. Pertanto, per la caratterizzazione delle
applicazioni continue si ha che F è continua.

Esercizio 5 Sia f : S −→ S′ un’applicazione tra spazi topologici (S,A) e
(S′,A′). Provare che, se per ogni sottoinsieme proprio Y di S′ risulta Y̊ = ∅,
f è continua.
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