
Esercizi di Geometria III del 12.11.2022

Esercizio 1 Un’applicazione f : S −→ S′ tra gli spazi topologici (S,A) e
(S′,A′) si dice omeomorfismo locale se per ogni x ∈ S esiste un intorno aperto

U di x tale che f
f(U)
U : U −→ f(U) è un omeomorfismo con f(U) aperto di S′.

Provare che:

1. Un omeomorfismo è un omeomorfismo locale, ma non vale il viceversa.

2. Un omeomorfismo locale è un’applicazione aperta.

Svolgimento. Siccome S e S′ sono intorni aperti di ogni loro punto, ogni
omeomorfismo è un omeomorfismo locale. Il viceversa non è vero. Per esempio,
le seguenti applicazioni sono omeomorfismi locali ma non globali:

1. Una qualsiasi applicazione tra due spazi topologici entrambi muniti della
topologia discreta;

2. Sia C la circonferenza unitaria centrata in (0, 0). L’applicazione f : R −→
C, t 7−→ (cos 2πt, sin 2πt) è suriettiva e continua, ma non iniettiva essendo
f(0) = f(1). Quindi f non è un omeomorfismo. Tuttavia, per ogni x ∈ R
e per ogni 0 < ε < 1/4 vale che f(]x− ε, x+ ε[) = C ∩ SR(C) dove

C =

(
cos 2πx

cos 2πε
,
sin 2πx

cos 2πε

)
e R =

√
cos 8πε− 4 cos 4πε+ 3

2 sin2 4πε

Inoltre, f
C∩SR(C)
|]x−ε,x+ε[ è un omeomorfismo. Pertanto, f è un omeomorfismo

locale.

3. Sia A un aperto di S e si consideri f(A). Sia y ∈ f(A), allora esiste
x ∈ A tale che y = f(x) . Quindi, esiste un intorno aperto U di x tale

che f
f(U)
U : U −→ f(U) è un omeomorfismo con f(U) aperto di S′. Allora

U ∩ A è un aperto di S, essendo A aperto, quindi f(U ∩ A) è un aperto

di S′, essendo f
f(U)
U un omeomorfismo e f(U) un aperto di S′. Inoltre,

y = f(x) ∈ f(U ∩ A) ⊆ f(A). Pertanto f(A) è intorno di y, e per
l’arbitrarietà di quest’ultimo, vale che f(A) è un aperto di S′. Quindi, f
è aperta.

Esercizio 2 Siano (S,A) e (S′,A′) spazi topologici. Provare che:

1. φ : S × S′ −→ S′ × S, (x, x′) 7−→ (x′, x) è un omeomorfismo.

2. Se A = Adis, allora la proiezione su S è un omeomorfismo locale.
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Svolgimento. Siccome le proiezioni p′ : (x, x′) 7−→ x′ e p : (x, x′) 7−→ x sono
continue, allora φ è continua. In realtà φ è un omeomorfismo siccome φ−1 = φ,
essendo φ involutoria.

Sia p′ : (x, x′) 7−→ x′ e si consideri (x0, x
′
0) ∈ S × S′. Allora {x0} × S′ è

un intorno aperto di (x0, x
′
0) in S × S′ essendo A = Adis. Inoltre, p|{x0}×S′ :

{x0} × S′ −→ S′, (x0, x
′) 7−→ x′ è chiaramente un omeomorfismo. Pertanto, p′

è un omeomorfismo locale.

Esercizio 3 Dimostrare che la topologia prodotto delle topologie di Zariski di
C è strettamente meno fine della topologia di Zariski di C2.

Svolgimento. Siccome B0 = {Hc : H ipersuperficie algebrica, H ̸= C} è una
base di (C,Azar), allora B = {Hc

1 ×Hc
2 : Hc

1,Hc
2 ∈ B0} è una base della topolo-

gia prodotto Aπ delle topologie di Zariski di C.
Sia Hc

1 ×Hc
2 ∈ B allora

(Hc
1 ×Hc

2)
c

= (H1 ×Hc
2) ∪ (Hc

1 ×H2) ∪ (H1 ×H2)

= (H1 × (Hc
2 ∪H2)) ∪ ((Hc

1 ∪H1)×H2)

= (H1 × C) ∪ (C×H2) .

Poiché H1×C e C×H2 sono ipersuperfici algebriche allora Hc
1×Hc

2 è la varietà
algebrica unione di queste, quindi Hc

1×Hc
2 è un chiuso della topologia di Zariski

di C2. Allora B è una famiglia di aperti di C2 rispetto ad Azar. Pertanto, la
topologia prodotto Aπ è meno fine della topologia di Zariski di C2.

Se la topologia Aπ è uguale alla topologia di Zariski di C2, allora B è una
base della topologia di Zariski di C2. Siano H una ipersuperficie algebrica di C2

e x ∈ Hc, allora esiste Hc
1 ×Hc

2 ∈ B tale che x ∈ Hc
1 ×Hc

2 ⊆ Hc. Quindi, H ⊆
(Hc

1 ×Hc
2)

c
= (H1 × C) ∪ (C×H2). Siccome H1,H2 ̸= C, allora H1 ∪H2 è un

sottoinsieme finito di C. Ora, se H = {(x, x) : x ∈ C}, considerato (x0, x0) ∈ H
con x0 /∈ H1∪H2 (essendo questo finito) vale che (x0, x0) /∈ (H1 × C)∪(C×H2),
che è assurdo. Pertanto, la topologia prodotto delle topologie di Zariski di C è
strettamente meno fine della topologia di Zariski di C2.

Esercizio 4 Su R si consideri la relazione di equivalenza:

∀x, y ∈ R : x ∼ y ⇐⇒ |x| = |y| .

Provare che R/ ∼ è omeomorfo a [0,+∞[.

Svolgimento. Sia f : R −→ [0,+∞[ , x 7−→ |x|, allora f è continua, suriettiva
e vale che

f(]a, b[) =

 ]a, b[ se a > 0
[0,max {|a| , |b|}[ se a < 0 < b
]−b,−a[ se b < 0

Quindi, f è anche aperta. Pertanto, R/ ∼f è omeomorfo a [0,+∞[.
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Esercizio 5 Si determini R2/ ∼ nei seguenti casi:

1. ∀(x, y), (x′, y′) ∈ R2 : (x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ |x| = |x′|.

2. ∀(x, y), (x′, y′) ∈ R2 : (x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ |y| = |y′|.

3. ∀(x, y), (x′, y′) ∈ R2 : (x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ |x| = |x′| e |y| = |y′|.

Svolgimento.

1. Sia f1 : R2−→ [0,+∞[ , (x, y) 7−→ |x| allora f1 è la composta della proiezione
(x, y) 7−→ x e della funzione valore assoluto. Pertanto, f1 è continua. In-
oltre, f1 è chiaramente suriettiva. Infine,

f1(]a1, b1[× ]a2, b2[) =

 ]a1, b1[ se a1 ≥ 0
[0,max {|a1| , |b1|}[ se a1 < 0 < b1
]−b1,−a1[ se b1 ≤ 0

e quindi f1 è anche aperta. Pertanto, R/ ∼f1 è omeomorfo a [0,+∞[.

2. Si prova in maniera analoga ad (1) considerando f2 : R2−→ [0,+∞[ , (x, y) 7−→
|y|.

3. Sia f : R2−→ [0,+∞[
2
, (x, y) 7−→ (|x| , |y|) allora f è suriettiva, continua e

aperta siccome f1 e f2 lo sono. Pertanto, R/ ∼f2 è omeomorfo a [0,+∞[
2
.
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