Esercizi di Geometria II1 del 09.10.2022

Esercizio 1 Provare i sequenti fatti:

1. Sia {A; :i €I} una famiglia di topologie su un insieme non vuoto S,

allora (,c; A;i € una topologia su S.

2. Se A1 e Ay sono due topologie su S, provare che in generale AU As non
e una topologia su S.

Svolgimento. (1) ¢ ovvio. Siano S = R, A; = Ay e Ay = Agyq. Allora
Ap =R\ {-1} e A2 = ]—00,0[ sono elementi di 4; U Ay. Tuttavia A3 N Ay =
]—00, —=1[U]—1, 0] non appartiene ad A;, siccome (A; N A3)“ = {—1}U[0, +o0],
e chiaramente non appartiene a As. Pertanto, A; U. 45 non ¢ una topologia. m

Esercizio 2 Provare i sequenti fatti:

1. {[a,b] : a,b € R} non é base per alcuna topologia su R.

2. FEsiste una topologia su R che ha come base {[a,b] : a € Q,b € R\ Q}.

Svolgimento. Siccome [1,2] N [2,3] = {2} non contiene alcun elemento di
{la,b] : a,b € R}, questa non & una base di alcuna topologia, che & lasserto (1).
Sia B = {[a,b] : a € Q,b € R\ Q}. Chiaramente, vale che R =J,cq per\gla, b]-
Supponiamo che = € [a,b] N [¢,d]. Se x € Q, allora max{a,c} < z <
min {b,d}, essendo b,d € R\ Q e quindi = € [z,min{b,d}] C [a,b] N [c,d].
Invece, se © € R\ Q, allora max {a,c} < < min {b,d}, essendo a,c € R\ Q e
quindi z € [max{a,c},z] C [a,b] N [c,d]. Pertanto esiste un’unica topologia su

R avente B come base. m

Esercizio 3 Dimostrare con esempi che 'unione infinita di chiusi non é un
chiuso.

Svolgimento. Siccome vale ]0,1] = (J,, oy [1/7,1], dove ]0,1] non ¢ un chiuso
di R rispetto ad A4, mentre [1/n,1] lo & per ogni n € N, segue I'asserto. ®

Esercizio 4 Dimostrare i sequenti fatti:
1. 9(ANB) C9(A)UI(B);
2. )(AUB) C9(A)UI(B);



Svolgimento. Proviamo (1). Vale che

dANB) = ANBN(ANB)f=ANBNA°UB®
= ANBN(A°UB¢) CANBN(A°UB°)
= (ANBNA°)U(ANBNB°) CI(A)UI(B)
Non vale l'uguale. Infatti, siano A = ]0,1[ e B = ]1,2[. Allora ANB =
@ e quindi (AN B) = &, mentre 9(4) = {0,1}, I(B) = {1,2} e quindi
0(A)u9(B) ={0,1,2}.

Proviamo (2). Vale che

d(AuB) = AUBN(AUB)=(AUB)NA°NB°Cd(A)UI(B)

,2[. Allora AUB =10,2]

Non vale I'uguale. Infatti, siano A =]0,1[ e B =1,2
= {0,1}, 9(B) = {1,2} e quindi

e quindi (A U B) = {0,2}, mentre 9(A)
d(A)ud(B)=1{0,1,2}. m

Esercizio 5 Sia D un sottoinsieme denso del sostegno di uno spazio topologico
(S, A). Provare che per ogni aperto A di S vale che AC AN D.

Svolgimento. Siano x € A e V un intorno di . Anche A ¢ intorno di z,
essendo A aperto, quindi V' N A ¢ un intorno di z. Allora (VNA)ND # &,
essendo D denso in S. Pertanto VN (AN D) # @, allora x ¢ di aderenza per
AND, quindi x € AN D. Per arbitrarieta di z in A, siha ACAND. m



