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1. PREMESSA
1.1. Introduzione

Alla voce “Statistica” il Vocabolario Treccani recita quanto segue.

Definizione 1.1.1 (Statistica)

La Statistica è una Scienza che ha per oggetto lo studio di fenomeni collettivi suscettibili
di misurazione e di descrizione quantitativa.

L’etimologia1 della parola Statistica pare derivare dal vocabolo italiano “Stato” e fa ri-
ferimento, nella quasi totalità dei linguaggi europei, alla constatazione per cui le prime
informazioni su fenomeni collettivi reali sono state raccolte ed organizzate ad opera di
Organismi Statali, che ne erano anche i principali utilizzatori (ad es. l’ISTAT in Italia).

Genericamente possiamo ritenere la Statistica come una scienza matematica che si
occupa della Raccolta, dell’Analisi, dell’Interpretazione e della Presentazione di dati.
Come vedremo meglio in seguito, è fondamentale tener sempre ben presente che

LA STATISTICA NON PUÒ MAI PRODURRE VALORI DI VERITÀ/FALSITÀ

ma solamente fornire “indicazioni e suggerimenti” circa il fenomeno in esame (ed è
quindi di per sé stessa “incerta”). In particolare, la Statistica non si occupa tanto del
singolo individuo, quanto piuttosto della Popolazione a cui l’individuo appartiene.

1 https://it.wikipedia.org/wiki/Storia della statistica
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1. PREMESSA
1.1. Introduzione

Al fine di comprendere meglio cosa sia (o cosa possa essere) la Statistica, si riportano
nel seguito alcune “frasi celebri”2 riguardo la natura di questa disciplina.

Briefly, and in its most concrete form, the object of Statistical Methods is the
reduction of data. A quantity of data, which usually by its mere bulk is inca-
pable of entering the mind, is to be replaced by relatively few quantities which
shall adequately represent the whole, or which shall contain as much as pos-
sible, ideally the whole, of the information contained in the original data.
Statistics has been the most successful information science. Those who igno-
re Statistics are condemned to reinvent it.
Statistics is both the science of uncertainty and the technology of extracting
information from data.
If you torture the data enough, Nature will always confess!

There are three kinds of lies: lies, damned lies, and Statistics!

Il peggior uso che si possa fare della statistica è quando la si dedica a fini
retorici o propagandistici: non per sapere, bensı̀ per far credere ai semplicioni.
Io non mi fido delle statistiche, perché un uomo con la testa nel forno acceso e
i piedi nel congelatore statisticamente ha una temperatura media accettabile!
La Statistica è un Atto di Fede!

2 https://en.wikiquote.org/wiki/Statistics
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1. PREMESSA
1.1. Introduzione

L’ente fondamentale oggetto di studio in Statistica è una Popolazione.

Definizione 1.1.2 (Popolazione e Sotto-popolazione)

In Statistica per Popolazione si intende un insieme di elementi (o eventi) che presentano
(almeno) una caratteristica comune, che deve essere precisamente definita prima di
iniziare una qualsiasi analisi e/o esperimento. Una Sotto-popolazione è un sottoinsieme
specifico e ben definito di una Popolazione.

Osservazione 1.1.1

Una popolazione statistica può essere

un gruppo di oggetti esistenti (ad es. l’insieme delle bottiglie di “Brunello di
Montalcino” presenti in una data Cantina), oppure
un gruppo di oggetti ipotetici (ad es. l’insieme delle possibili portate fluviali in
un dato corso d’acqua).

Tale gruppo può essere finito o infinito (numerabile o meno).

Si noti che, spesso, nell’indicare le caratteristiche comuni che definiscono una popola-
zione, si utilizzano le nozioni di spazio e/o tempo: si pensi, ad es., alla popolazione delle
persone nate in Italia nel 1965 e alla sotto-popolazione di quelle di sesso maschile.
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1. PREMESSA
1.2. Cenni di TEORIA DELLA MISURA

Definizione 1.2.1 (σ -algebra)

Sia Ω un insieme non vuoto. Una famiglia F di sottoinsiemi di Ω è una σ -algebra (o
tribù) se

1 Ω ∈ F ;
2 se A ∈ F allora A∁ ∈ F ;
3 se A1,A2, . . . ∈ F allora A1 ∪A2 ∪·· · ∈ F .

Definizione 1.2.2 (σ -algebra generata)

Se G è una famiglia di sottoinsiemi di Ω, si dice σ -algebra generata da G (e si scrive
σ(G )) la più piccola σ -algebra contenente G : essa corrisponde all’intersezione di tutte
le σ -algebre contenenti G . Di particolare importanza nel seguito sarà la σ -algebra dei
Boreliani B generata dagli intervalli di Rd .

Definizione 1.2.3 (spazio di misura)

La coppia (Ω,F ) è detta spazio di misura (o misurabile). Un insieme A ⊆ Ω è detto
misurabile se A ∈ F .
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1. PREMESSA
1.2. Cenni di TEORIA DELLA MISURA

Definizione 1.2.4 (Funzione misurabile)

Dati gli spazi di misura (Ω1,F1) e (Ω2,F2), una funzione f : Ω1 →Ω2 è misurabile se per
ogni insieme B ∈ F2 si ha A = f−1(B) ∈ F1, cioè se ogni insieme B ∈ F2 è l’immagine
di qualche insieme A ∈ F1.

Definizione 1.2.5 (Misura)

Una funzione µ : F → R+ è una misura se
1 dato l’insieme A ∈ F si ha µ(A) ∈ [0,∞];
2 µ( /0) = 0;
3 se A1,A2, . . . è una sequenza disgiunta di elementi di F allora

µ

(⋃
n∈N

An

)
= ∑

n∈N
µ(An).
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1. PREMESSA
1.2. Cenni di TEORIA DELLA MISURA

Una misura µ è
1 finita se µ(Ω)< ∞;
2 infinita se µ(Ω) = ∞;
3 di probabilità se µ(Ω) = 1;
4 σ -finita se Ω = A1 ∪A2 . . . per una qualche sequenza, finita o numerabile, di

elementi di F tali che µ(An)< ∞ per ogni n ∈ N.

Ne segue che:

Una misura di probabilità è finita;

una misura finita è anche σ -finita, ma il viceversa può non valere: si pensi, ad
esempio, alla scomposizione della retta reale in intervalli limitati disgiunti, con
la misura data dalla lunghezza degli intervalli (si veda la misura di Lebesgue
definita nel seguito).
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1. PREMESSA
1.2. Cenni di TEORIA DELLA MISURA

Esempio 1.2.1

Gli esempi che seguono illustrano misure “naturali” su particolari spazi misurabili.
1 La “misura del contare”.

Su (Ω,P(Ω)) è possibile definire una misura del contare µc data da, per A ∈
P(Ω),

µc(A) = #(A) ,

cioè la cardinalità di A. Evidentemente µc è finita se, e solo se, la cardinalità
di Ω è finita, e µc è σ -finita se, e solo se, Ω è numerabile.

2 La misura di Lebesgue.
Su (R,B(R)), lo spazio di misura dei numeri Reali dotato della σ -algebra dei
Boreliani B(R), è possibile definire la misura di Lebesgue λ di I = (a,b) come

λ (I) = b−a,

dove a,b ∈ R, a < b. Le generalizzazioni al caso multi-dimensionale sono
ovvie. Evidentemente λ è σ -finita.
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1. PREMESSA
1.2. Cenni di TEORIA DELLA MISURA

Definizione 1.2.6 (Spazio di probabilità)

La terna (Ω,F ,P), dove P è una misura di probabilità su (Ω,F ), è detta spazio di
probabilità.

Definizione 1.2.7 (Variabile aleatoria)

Una variabile aleatoria (o casuale) reale X è una funzione misurabile X : Ω→ R. In altri
termini X è una v.a. reale se {ω ∈Ω: X (ω)≤ r} ∈ F per ogni r ∈ R.

Data la v.a. reale X definita su (Ω,F ,P) è possibile calcolare la probabilità indotta da
X , ovvero l’“immagine” su (R,B(R)) della probabilità P definita su (Ω,F ).
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1. PREMESSA
1.2. Cenni di TEORIA DELLA MISURA

Definizione 1.2.8 (Funzione di ripartizione)

La funzione FX : R→ [0,1] data da

FX (x) = P{X ≤ x}= P{ω ∈Ω: X (ω)≤ x} (1.2.1)

per ogni x ∈ R è detta funzione di ripartizione (f.r.) (o di distribuzione cumulata) di X .

Chiaramente FX consente di calcolare la probabilità di opportuni sottoinsiemi di R,
ovvero di quelli misurabili appartenenti a B(R).

Nota 1.2.1

Si osservi che X è una funzione “deterministica” di ω: dato ω, il valore X (ω) è perfetta-
mente noto. L’aleatorietà è nascosta nel fatto che non è dato sapere quale punto ω ∈Ω
sia scelto di volta in volta dal caso. . .
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2. MODELLI STATISTICI
2.1. Modelli Statistici

Definizione 2.1.1 (Modello statistico dominato)

Sia Θ⊆Rd , d ≥ 1. Si dice modello statistico dominato un insieme M=
(
Ω,F ,{Pθ}θ∈Θ

)
se si ha Pθ ≪ µ per ogni θ ∈Θ, dove Pθ è una misura di probabilità su (Ω,F ) e µ una
misura σ -finita su (Ω,F ) detta misura dominante.

Osservazione 2.1.1

Ovviamente Pθ è una misura finita e quindi anche σ -finita. Implicitamente la Def. 2.1.1
consente di affermare l’esistenza di una densità

fθ =
dPθ

dµ
(2.1.1)

per le v.a. definite su M. In particolare, tipicamente

nel caso di v.a. discrete µ coinciderà con la “misura del contare” µc ;

nel caso di v.a. assolutamente continue µ coinciderà con la misura di Lebe-
sgue λ (o con una sua restrizione ad un opportuno Boreliano di Rd ).
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2. MODELLI STATISTICI
2.1. Modelli Statistici

Esempio 2.1.1

Gli esempi che seguono illustrano particolari modelli statistici dominati.

1 Su (Ω = {0,1} ,F = P({0,1})) le leggi Bernoulliane Be(θ), θ ∈ (0,1), forma-
no un modello statistico dominato; se µ è la “misura del contare” µc su {0,1}
si ha, per A ∈ F ,

Pθ (A) = ∑
k∈A

θ
k (1−θ)1−k

µc(k).

Evidentemente è fθ (k) = θk (1−θ)1−k 1{0,1}(k).

2 Su (Ω = R,F = B(R)) le leggi Esponenziali e(θ), θ > 0, formano un modello
statistico dominato; se µ è la misura di Lebesgue λ su R+ si ha

Pθ (dx) = θ e−θx
λ (dx),

dove x > 0; evidentemente è fθ (x) = θ e−θx 1R+
(x).
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2. MODELLI STATISTICI
2.1. Modelli Statistici

Definizione 2.1.2 (Verosimiglianza)

Assegnato un modello statistico dominato M si dice verosimiglianza una funzione
L : Θ×Ω → R+ tale che, fissato θ ∈ Θ, la funzione ω 7→ Lθ (ω) sia una versione del-
la densità fθ = dPθ

dµ
, cioè µ ({fθ ̸= Lθ}) = 0.

Definizione 2.1.3 (Modello statistico dominato regolare)

Un modello statistico dominato M si dice regolare se il supporto della verosimiglianza
Lθ (ovvero della densità fθ ) non dipende da θ .

Esempio 2.1.2

1 Le leggi Esponenziali e(θ), θ > 0, sono modelli statistici dominati regolari.

2 La legge Uniforme Uc(0,1) è un modello statistico dominato regolare.

3 Le leggi Uniformi Uc(0,θ), θ > 0, sono un modello statistico dominato non
regolare: il supporto della densità fθ è (0,θ), che dipende da θ .
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2. MODELLI STATISTICI
2.1. Modelli Statistici

Definizione 2.1.4 (Campione)

Siano X1, . . . ,Xn, n ∈ N, v.a. i.i.d. (cioè Indipendenti e Identicamente Distribuite) definite
su un modello statistico dominato M con funzione di ripartizione comune F . L’insieme
di tali v.a. è detto campione (statistico) di ampiezza (o taglia) n (o, ancora, n-campione)
estratto da F .

Per denotare un campione statistico X1, . . . ,Xn di ampiezza n estratto dalla distribuzione
F useremo la notazione Xn

F . Se le v.a. X1, . . . ,Xn sono indipendenti con f.r., rispettiva-
mente, F1, . . . ,Fn, allora scriveremo (se lecito) Xn

Fi
. Si noti che Xn

F è semplicemente
un vettore aleatorio X = (X1, . . . ,Xn) le cui componenti rappresentano n osservazioni
distinte e i.i.d. della v.a. X avente distribuzione F .

Nota 2.1.1 (Individuazione di un campione)

Nel gergo comune, con il termine “campione” si indica solitamente un insieme di osser-
vazioni (indipendenti) che siano “rappresentative” del fenomeno in esame. Ovviamente
sarebbe necessario precisare cosa si intende, nella pratica, per “indipendenti” e “rap-
presentative”, e ciò costituisce un problema spesso di non facile soluzione.
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2. MODELLI STATISTICI
2.1. Modelli Statistici

Per quanto detto sopra, un campione è generalmente costruito in modo da consen-
tire, con una certa approssimazione, la sua “generalizzazione” all’intera Popolazione.
L’obiettivo dell’analisi statistica è quello di

studiare le caratteristiche di una Popolazione
sulla base delle informazioni

carpite/desumibili da un Campione estratto dalla stessa

Osservazione 2.1.2

Un Campione viene usato quando si vogliono studiare una (o più) caratteristiche di una
popolazione senza però doverne analizzare ogni singolo elemento.

Questo ultimo caso viene detto censimento (in opposizione al termine sondaggio), che
in generale comporta però maggiori costi e tempi di analisi più lunghi, sebbene possa
fornire indicazioni esatte (e non semplici stime più o meno valide), ma di queste parle-
remo meglio nel seguito.

Si noti che, talora, l’analisi di un Campione può portare alla distruzione dello stesso: si
pensi, ad es., agli studi di datazione della Sindone o di opere d’arte. Ovviamente, in tali
circostanze una analisi censoria è del tutto improponibile.
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2. MODELLI STATISTICI
2.1. Modelli Statistici

Esempio 2.1.3

Gli esempi che seguono illustrano particolari campioni statistici.

1 Si considerino n lanci indipendenti di una moneta, con probabilità θ ∈ (0,1)
di ottenere testa ad ogni lancio. Se le v.a. Xi , i = 1, . . . ,n, valgono zero o
uno a seconda che esca croce o testa al lancio i-esimo, il vettore aleatorio
X = (X1, . . . ,Xn) rappresenta un campione di ampiezza n estratto dalla distri-
buzione (discreta) F ∼ Be(θ).

2 Si considerino n lampade identiche e indipendenti, la cui durata è rappre-
sentata da una v.a. X ∼ e(θ), θ > 0. Il vettore aleatorio X = (X1, . . . ,Xn), che
consiste delle n osservazioni della durata delle lampade, rappresenta un cam-
pione di ampiezza n estratto dalla distribuzione (continua) F ∼ e(θ).
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2. MODELLI STATISTICI
2.1. Modelli Statistici

Definizione 2.1.5 (Statistica (campionaria))

Si dice statistica (campionaria) una v.a. T = t (X1, . . . ,Xn), n ∈ N, dove t : Rn → R è una
funzione misurabile del campione che non dipende esplicitamente dai parametri della
legge della Popolazione considerata.

Esempio 2.1.4

Si consideri il campione dell’Es. 2.1.3(2). Le seguenti v.a. sono statistiche.

1 T = Xn = 1
n ∑

n
i=1 Xi (media campionaria o vita media delle lampade);

2 T = X1 = π1(X1, . . . ,Xn) (durata della lampada “1”);

3 T = Xn = πn(X1, . . . ,Xn) (durata della lampada “n”);

4 T = X(1) =min {X1, . . . ,Xn} (minimo o durata della lampada bruciata per prima);

5 T = X(n) =max {X1, . . . ,Xn} (massimo o durata della lampada bruciata per ultima);

6 T = c ∈ R (è pur sempre una funzione misurabile del campione!).

Al contrario, la v.a. T = θ

(
X(n)−X(1)

)
non è una statistica.

G. Salvadori (DMF - Università del Salento, Lecce) Corso di Teoria dei Valori Estremi (I) 20 / 105



2. MODELLI STATISTICI
2.1. Modelli Statistici

Uno dei problemi fondamentali della Statistica Applicata consiste nell’inferire “informa-
zioni” sul parametro θ ∈ Θ (o su una sua funzione misurabile ξ (θ)) avendo osservato
un risultato ω ∈Ω, essendo cioè in presenza di un campione Xn

Fθ
definito su un modello

statistico dominato M soggiacente.

Definizione 2.1.6 (Stimatore)

Si dice stimatore del parametro θ (o di una sua funzione misurabile ξ (θ)) ogni statistica
ω 7→ T (ω) che si pensi di usare al posto di θ (o di ξ (θ)).

Seppur vaga, la Def. 2.1.6 ha una portata notevole, come si apprezzerà meglio nel
seguito. Se la funzione ξ è l’identità, la stima di θ è ricondotta alla stima di ξ (θ).

Nota 2.1.2

Si osservi, in particolare, che l’espressione di uno stimatore T di θ (o ξ (θ)) non può
dipendere da θ stesso.
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2. MODELLI STATISTICI
2.1. Modelli Statistici

Assegnata una funzione ξ : Θ→Rd spesso ne esistono più stimatori; si pone dunque un
problema di scelta, introducendo criteri che consentano sia di imporre che gli stimatori
soddisfacciano a condizioni opportune sia il confronto tra stimatori.

Nella Statistica Applicata è usuale considerare la classe degli stimatori di quadrato
sommabile (ovvero dotati di varianza finita), indicata solitamente con D2. Inoltre, una
richiesta assai frequente è che gli stimatori siano corretti.

Definizione 2.1.7 (Correttezza)

In un modello statistico dominato M uno stimatore T della funzione ξ : Θ → R si dice
corretto (o non distorto) se per ogni θ ∈Θ si ha

Eθ (T ) = ξ (θ). (2.1.2)

In maniera del tutto analoga si definisce la correttezza per uno stimatore T : Ω → Rd

della funzione vettoriale ξ : Θ→ Rd quando lo spazio dei parametri è Θ⊆ Rd , d > 1: in
questo caso l’Eq. (2.1.2) si supporrà valida per ciascuna componente.

Indicheremo con D2
c la classe degli stimatori corretti di quadrato sommabile.
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2. MODELLI STATISTICI
2.1. Modelli Statistici

Definizione 2.1.8 (Rischio (quadratico))

Sia T ∈ D2 uno stimatore di quadrato sommabile della funzione θ 7→ ξ (θ). Il rischio
quadratico (o scarto quadratico medio) R di T è definito come, per ogni θ ∈Θ,

Rθ (T ) = Eθ

(
(T −ξ (θ))2

)
. (2.1.3)

Osservazione 2.1.3 (Distorsione)

Intuitivamente Rθ rappresenta la speranza di una funzione di perdita quadratica. Il
rischio Rθ (T ) si scrive anche nella forma, per ogni θ ∈Θ,

Rθ (T ) = Eθ

(
[T −Eθ (T )+Eθ (T )−ξ (θ)]2

)
= Eθ

(
[T −Eθ (T )]2 +[Eθ (T )−ξ (θ)]2 +2 · [T −Eθ (T )] · [Eθ (T )−ξ (θ)]

)
= Varθ (T )+[Eθ (T )−ξ (θ)]2 . ⋆ Eθ (T −Eθ (T )) = Eθ (T )−Eθ (T ) = 0

(2.1.4)

La differenza
∆θ (T ) = Eθ (T )−ξ (θ) (2.1.5)

rappresenta la distorsione dello stimatore T : essa è nulla per uno stimatore corretto,
sicché in tal caso il Rischio di T coincide con la Varianza di T .

G. Salvadori (DMF - Università del Salento, Lecce) Corso di Teoria dei Valori Estremi (I) 23 / 105



3. STATISTICHE D’ORDINE
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.1. Definizioni e proprietà

Un insieme di statistiche (cioè di funzioni misurabili del campione) di grande importanza
nell’ambito della Statistica Applicata è rappresentato dalle Statistiche d’Ordine.

Definizione 3.1.1 (Statistiche d’ordine)

Sia Xn
F un campione. Allora le v.a. X(1) ≤ X(2) ≤ ·· · ≤ X(n), ovvero le stesse v.a.

X1, . . . ,Xn disposte in ordine crescente, rappresentano le statistiche d’ordine corrispon-
denti (o associate) al campione.

Nota 3.1.1

Alcuni Autori preferiscono adottare un ordinamento decrescente delle variabili.

Osservazione 3.1.1

Evidentemente, a differenza del campione Xn
F formato da v.a. X1, . . . ,Xn i.i.d.,

le statistiche d’ordine non sono indipendenti: infatti, se ad esempio X(1) > x ,
allora necessariamente (q.c.) X(i) > x per ogni indice i ;

le statistiche d’ordine non sono identicamente distribuite (v. Eq. (3.3.1)).
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.1. Definizioni e proprietà

La nozione di statistica d’ordine è strettamente collegata a quella di Rango di una v.a..

Definizione 3.1.2 (Rango)

Siano (X1, . . . ,Xn) un campione, Xi un generico elemento del campione e X(ji ) la sta-
tistica d’ordine corrispondente, con i , ji ∈ {1, . . . ,n}. L’indice ji è detto rango di Xi , e si
scrive

r(Xi ) = ji . (3.1.1)

Osservazione 3.1.2

In pratica il rango di un elemento del campione corrisponde alla posizione dello stesso
all’interno del campione ordinato in senso crescente, e quindi all’indice della statistica
d’ordine corrispondente. Evidentemente il rango non dipende dalla distribuzione F del
campione in esame.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.1. Definizioni e proprietà

Esempio 3.1.1

Si supponga di eseguire un esperimento consistente nella misurazione della durata
(aleatoria) della vita di n lampade identiche e indipendenti. Se Xi , i = 1, . . . ,n, denota
la durata della vita della lampada i-esima, al termine dell’esperimento avremo che X(1)
corrisponderà alla durata della vita della lampada, tra le n in prova, che è bruciata per
prima (cioè alla durata minima), X(2) alla durata della vita della lampada che è bruciata
per seconda, . . . , X(n) alla durata della vita della lampada che è bruciata per ultima (cioè
alla durata massima). Ovviamente è X(1) ≤ X(2) ≤ ·· · ≤ X(n).

Esempio 3.1.2 (Livelli fluviali)

La portata in un fiume è una variabile di interesse per gli idrologi, in quanto può fornire
informazioni sia per l’irrigazione sia per la costruzione di opere di contenimento delle
piene (argini, casse di espansione, ecc. . . ). Ora, siano Xi , i = 1, . . . ,n, le misure effet-
tuate in giorni successivi in un certo fiume: le statistiche d’ordine X(1), . . . ,X(k) (ovvero
quelle “minimali”) riflettono il comportamento critico del sistema nei periodi di siccità,
mentre le statistiche d’ordine X(n−k), . . . ,X(n) (ovvero quelle “massimali”) consentono lo
studio di fenomeni altrettanto disastrosi quali esondazioni ed inondazioni.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.2. Statistiche d’ordine estremali

Spesso le statistiche d’ordine estremali, cioè X(1) e X(n), sono quelle di maggior inte-
resse nelle applicazioni. Il calcolo delle leggi del minimo e del massimo risulta essere
immediato. Evidentemente si ha

X(1) =min{X1, . . . ,Xn} , (3.2.1a)

X(n) =max{X1, . . . ,Xn} . (3.2.1b)

Osservazione 3.2.1 (Sistemi in serie e in parallelo)

Si indichino con X1, . . . ,Xn, n ∈ N, la durata della vita degli elementi di un sistema a n
componenti (formato, ad esempio, dalle lampade dell’Es. 3.1.1). Se gli elementi sono
disposti in serie è sufficiente che se ne rompa uno affinché il sistema si guasti (e dunque
la durata della vita (aleatoria) del circuito è pari a X(1)). Se gli elementi sono disposti
in parallelo è necessario che tutti si rompano affinché il sistema si guasti (e dunque la
durata della vita (aleatoria) del circuito è pari a X(n)).

In generale un sistema in parallelo può essere ridondante rispetto ad uno in serie, ma è
al contempo più “affidabile” di quest’ultimo.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.2. Statistiche d’ordine estremali

Teorema 3.2.1 (Legge del minimo)

Siano date le v.a. X1, . . . ,Xn, n ∈ N. Allora X(1) ha f.r. F(1) data da

F(1)(x) = P
{

X(1) ≤ x
}
= 1−P{X1 > x , . . . ,Xn > x} . (3.2.2)

Dimostrazione 3.2.1

Evidentemente {
X(1) > x

}
≡ {X1 > x}∩ · · ·∩{Xn > x} ,

da cui la tesi.

Corollario 3.2.1

Sia Xn
Fi

un campione. Allora X(1) ha f.r. F(1) data da

F(1)(x) = 1−
n

∏
i=1

P{Xi > x}= 1−
n

∏
i=1

(1−Fi (x)) . (3.2.3)
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.2. Statistiche d’ordine estremali

Corollario 3.2.2

Sia Xn
F un campione. Allora X(1) ha f.r. F(1) data da

F(1)(x) = 1−
n

∏
i=1

P{Xi > x}= 1− (1−F (x))n . (3.2.4)

Corollario 3.2.3

Sia Xn
F un campione di v.a. assolutamente continue con densità comune f . Allora X(1)

ha densità f(1) data da
f(1)(x) = n (1−F (x))n−1 f (x). (3.2.5)
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.2. Statistiche d’ordine estremali

Teorema 3.2.2 (Legge del massimo)

Siano date le v.a. X1, . . . ,Xn, n ∈ N. Allora X(n) ha f.r. F(n) data da

F(n)(x) = P
{

X(n) ≤ x
}
= P{X1 ≤ x , . . . ,Xn ≤ x} . (3.2.6)

Dimostrazione 3.2.2

Evidentemente {
X(n) ≤ x

}
≡ {X1 ≤ x}∩ · · ·∩{Xn ≤ x} ,

da cui la tesi.

Corollario 3.2.4

Sia Xn
Fi

un campione. Allora X(n) ha f.r. F(n) data da

F(n)(x) =
n

∏
i=1

P{Xi ≤ x}=
n

∏
i=1

Fi (x). (3.2.7)
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.2. Statistiche d’ordine estremali

Corollario 3.2.5

Sia Xn
F un campione. Allora X(n) ha f.r. F(n) data da

F(n)(x) =
n

∏
i=1

P{Xi ≤ x}= (F (x))n . (3.2.8)

Corollario 3.2.6

Sia Xn
F un campione di v.a. assolutamente continue con densità comune f . Allora X(n)

ha densità f(n) data da
f(n)(x) = n (F (x))n−1 f (x). (3.2.9)
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.2. Statistiche d’ordine estremali

Esempio 3.2.1

Si consideri un campione Xn
g(pi )

, con pi ∈ (0,1) per i = 1, . . . ,n. Il calcolo della legge di
X(1) può essere effettuato nel seguente modo. La generica v.a. Xi , i = 1, . . . ,n, ha legge

P{Xi = k}= pi qk−1
i , k = 1,2, . . . ⋆ tempo primo successo

dove qi = 1−pi , e f.r. Fi data da

Fi (x) = P{Xi ≤ x}= 1−q⌊x⌋
i , x > 0, ⋆ (pi = 1−qi ) ·

(
1+qi + · · ·+qk(x)

i

)
e nulla altrove. Usando il Cor. 3.2.1 avremo che, per x > 0,

F(1)(x) = 1−
n

∏
i=1

(1−Fi (x)) = 1−
n

∏
i=1

(
1−1+q⌊x⌋

i

)
= 1−q⌊x⌋,

dove q = q1 · · ·qn. Dunque X(1) ∼ g(p), essendo p = 1− q, ovvero il minimo di un
campione di v.a. indipendenti con legge geometrica è esso stesso una v.a. con legge
geometrica. Inoltre, q < qi per ogni i = 1, . . . ,n.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.2. Statistiche d’ordine estremali

Esempio 3.2.2

Si consideri un campione Xn
e(θi )

, con θi > 0 per i = 1, . . . ,n. Il calcolo della legge di X(1)
può essere effettuato nel seguente modo. La generica v.a. Xi , i = 1, . . . ,n, ha f.r. Fi data
da

Fi (x) = P{Xi ≤ x}= 1−e−θi x , x > 0,

e nulla altrove. Usando il Cor. 3.2.1 avremo che, per x > 0,

F(1)(x) = 1−
n

∏
i=1

(1−Fi (x)) = 1−
n

∏
i=1

(
1−1+e−θi x

)
= 1−e−θx ,

dove θ = θ1 + · · ·+ θn. Dunque X(1) ∼ e(θ), ovvero il minimo di un campione di v.a.
indipendenti con legge Esponenziale è esso stesso una v.a. con legge Esponenziale.
Inoltre, θ > θi per ogni i = 1, . . . ,n. Useremo questo risultato nell’Es. 3.2.3.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.2. Statistiche d’ordine estremali

Esempio 3.2.3

La legge Esponenziale è usata spesso nelle applicazioni quale modello della durata dei
componenti di un sistema. Si consideri il campione Xn

e(θ), θ > 0, e si voglia stimare la

media della distribuzione ξ (θ) = 1
θ

.

La media campionaria Xn è uno stimatore corretto, con funzione di rischio pari a
Rθ (Xn) =

1
nθ 2 .

Considerando invece lo stimatore T = nX(1) e usando il risultato dell’Es. 3.2.2, si ricava
che T è corretto, con funzione di rischio pari a Rθ (T ) = 1

θ 2 .

Dunque Xn è preferibile a T .

Nota 3.2.1

Nell’Es. 3.2.3 per il calcolo di Xn è necessario attendere che tutte le durate dei compo-
nenti del sistema siano osservate, mentre per il calcolo di T è sufficiente osservare il
valore di X(1), cioè la durata del componente che si guasta per primo (con ovvi vantaggi
dal punto di vista pratico).

G. Salvadori (DMF - Università del Salento, Lecce) Corso di Teoria dei Valori Estremi (I) 35 / 105



3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Teorema 3.3.1 (Legge della singola statistica d’ordine)

Sia Xn
F un campione. Allora X(i), i = 1, . . . ,n, ha f.r. F(i) data da

F(i)(x) = P
{

X(i) ≤ x
}
=

n

∑
j=i

(
n
j

)
(F (x))j (1−F (x))n−j . (3.3.1)

Dimostrazione 3.3.1

Evidentemente
{

X(i) ≤ x
}
≡
{

Xj ≤ x per almeno i delle n v.a. Xj
}

, da cui la tesi.

In alternativa, per x fissato e j = 1, . . . ,n, si definiscano le v.a. Yj = 1(−∞,x ]
(
Xj
)
; dunque

Yj ∼ Be(F (x)), cioè Yj = 0 se Xj > x (che avviene con probabilità 1−F (x)) e Yj = 1 se
Xj ≤ x (che avviene con probabilità F (x)). Ne segue che Y = ∑

n
j=1 Yj ∼ Bi(n,F (x)) e

inoltre Y = #
(
Xj ≤ x

)
. Dalla equivalenza degli eventi{

X(i) ≤ x
}
≡ {Y ≥ i}

si ha la tesi.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Osservazione 3.3.1

Ponendo p = F (x) nell’Eq. (3.3.1) si ottiene

F(i)(x) =
n

∑
j=i

(
n
j

)
pj (1−p)n−j .

Usando la funzione Beta Incompleta Bp(a,b) =
∫ p
0+ xa−1 (1−x)b−1 dx , con a,b > 0, se

ne deduce che

F(i)(x) =
Bp(i ,n− i +1)
B(i ,n− i +1)

, (3.3.2)

equivalente all’Eq. (3.3.1) tramite una tediosa integrazione per parti.

Esempio 3.3.1 (Sistemi i-su-n)

Si consideri un sistema formato da n componenti identici e indipendenti, ciascuno aven-
te una durata pari a X , e si supponga che tale sistema vada fuori uso non appena i di
questi componenti si rompono, con 1 ≤ i ≤ n (si pensi, ad esempio, al numero di scari-
chi ostruiti di una diga). Sistemi di questo tipo si chiamano i-su-n. Ora, è chiaro che la
durata del sistema è pari a X(i), ed è dunque importante saperne calcolare la legge.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Corollario 3.3.1

Sia Xn
F un campione di v.a. assolutamente continue con densità comune f . Allora X(i),

i = 1, . . . ,n, ha densità f(i) data da

f(i)(x) =
1

B(i ,n− i +1)
(F (x))i−1 (1−F (x))n−i f (x). (3.3.3)

Dimostrazione 3.3.2

Usando il risultato dell’Oss. 3.3.1 si ha che

f(i)(x) =
1

B(i ,n− i +1)
d

dx

∫ F (x)

0+
t i−1 (1− t)n−i+1−1 dt ,

da cui la tesi.

Il Cor. 3.2.3 e il Cor. 3.2.6 sono casi particolari del Cor. 3.3.1.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Osservazione 3.3.2

Euristicamente il risultato del Cor. 3.3.1 può essere ottenuto ragionando come segue.
L’evento {

x < X(i) ≤ x +dx
}

si realizza quando i −1 delle n v.a. Xi sono minori di x , esattamente una è compresa tra
x e x +dx , e le rimanenti n− i sono maggiori di x +dx . Usando il fatto che il campione
è composto di v.a. i.i.d. ne segue che vi sono esattamente

n!
(i −1)!1! (n− i)!

=

(
n

i −1

)(
n− (i −1)

1

)(
n− i
n− i

)
modi per realizzare tale evento, e ciascuna di tali modalità ha probabilità

(F (x))i−1 (F (x +dx)−F (x))(1−F (x +dx))n−i .

Dividendo per dx e prendendo il limite per dx → 0 si ottiene il risultato desiderato.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Una proprietà interessante delle statistiche d’ordine riguarda il loro legame con la fun-
zione dei Quantili (ovvero l’inversa di una f.r.). Per semplicità assumeremo che X sia
una v.a. assolutamente continua con f.r. F strettamente crescente e dunque F

(
xp
)
= p,

dove xp è il quantile di ordine p ∈ (0,1) di interesse.

I Quantili sono indici di posizione ed esistono sempre finiti (se p ̸= 0 e p ̸= 1).

Il quantile xp partiziona la Popolazione rappresentata dalla v.a. X in due sotto-
Popolazioni distinte: quella dei valori inferiori a xp (che ha probabilità p) e
quella dei valori superiori a xp (che ha probabilità 1−p).
Il quantile di ordine 0 (0%) è un qualunque valore inferiore al minimo della
popolazione; il quantile di ordine 1 (100%) è un qualunque valore superiore al
massimo della popolazione.
Il quantile di ordine p = 0.5 è chiamato Mediana. Esso partiziona la Popola-
zione in due sotto-insiemi equiprobabili: i valori inferiori a x0.5 e quelli superiori
a x0.5. A differenza della Media (a cui assomiglia), la Mediana è sempre finita.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Per ragioni di facilità interpretativa, alcuni quantili di “ordini semplici” (ad es.
quelli in cui p è espressa in termini di frazioni), sono chiamati con altri nomi:

▶ Quartili: sono i quantili di ordini 1/4, 2/4 e 3/4;
▶ Decili: sono i quantili di ordini 1/10, 2/10, . . . , 9/10;
▶ Percentili: sono i quantili di ordini 1/100, 2/100, . . . , 99/100.

Ovviamente vi possono essere “sovrapposizioni”: ed es., il secondo Quartile
di ordine p = 2/4 coincide con il quinto Decile di ordine p = 5/10 e il cinquan-
tesimo Percentile di ordine p = 50/100 (in tutti i casi p = 0.5).

Esempio 3.3.2 (Stima dei Quantili)

Fissato p ∈ (0,1), l’evento
{

X(i) ≤ xp

}
si può scrivere come{

X(i) ≤ xp

}
=
{

X(i) ≤ xp ∩ X(j) ≥ xp

}
∪
{

X(i) ≤ xp ∩ X(j) < xp

}
,

dove i < j . Poiché l’unione è disgiunta e (q.c.) X(j) < xp implica X(i) ≤ xp si ha

P
{

X(i) ≤ xp

}
= P

{
X(i) ≤ xp ≤ X(j)

}
+P

{
X(j) < xp

}
,

da cui
P
{

X(i) ≤ xp ≤ X(j)

}
= P

{
X(i) ≤ xp

}
−P

{
X(j) < xp

}
.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Usando il Teo. 3.3.1 è possibile dimostrare il seguente importante risultato.

Proposizione 3.3.1

L’intervallo aleatorio
(

X(i),X(j)

)
, i < j , contiene il quantile xp, p ∈ (0,1), con probabilità

P
{

X(i) ≤ xp ≤ X(j)

}
= F(i)

(
xp
)
−F(j)

(
xp
)
=

j−1

∑
k=i

(
n
k

)
pk (1−p)n−k , (3.3.4)

dove si è assunto che il campione sia di ampiezza n.

Osservazione 3.3.3

La probabilità calcolata nella Prop. 3.3.1 non dipende in alcun modo dalla distribuzione
F di X ; dunque l’intervallo aleatorio

(
X(i),X(j)

)
rappresenta una “stima (debole)” di xp

indipendente dalla legge F considerata (ovvero una stima “non parametrica”).
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Teorema 3.3.2 (Legge congiunta di coppie di statistiche d’ordine)

Sia Xn
F un campione di v.a. assolutamente continue con densità comune f . Allora le

statistiche d’ordine X(i) e X(j), 1 ≤ i < j ≤ n, hanno densità congiunta f(i ,j) data da

f(i ,j)(x ,y) =
n!

(i −1)!(j − i −1)!(n− j)!
(F (x))i−1 f (x)·

· (F (y)−F (x))j−i−1 (1−F (y))n−j f (y)
(3.3.5)

per x < y, e nulla altrove.

Teorema 3.3.3 (Legge condizionale di coppie di statistiche d’ordine)

Sia Xn
F un campione di v.a. assolutamente continue con densità comune f . Allora la

densità condizionale di X(i) dato l’evento
{

X(j) = y
}

, 1 ≤ i < j ≤ n, vale

f(i |j)(x | y) =
(j −1)!

(i −1)!(j − i −1)!
(F (x))i−1 f (x) (F (y)−F (x))j−i−1 (F (y))1−j (3.3.6)

per x < y, e nulla altrove.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Il calcolo della legge congiunta di tutte le n statistiche d’ordine si basa sull’osservazione
che le n! permutazioni delle n v.a. Xi , i = 1, . . . ,n, sono egualmente probabili.

Teorema 3.3.4 (Legge congiunta di tutte le statistiche d’ordine)

Sia Xn
F un campione di v.a. assolutamente continue con densità comune f . Allora le

statistiche d’ordine
{

X(i)

}
, i = 1, . . . ,n, hanno densità congiunta f(1,...,n) data da

f(1,...,n)(x1, . . . ,xn) = n!
n

∏
i=1

f (xi ) (3.3.7)

per x1 < · · ·< xn, e nulla altrove.

Nota 3.3.1

Il risultato del Teo. 3.3.4 può essere utilizzato per ottenere la legge congiunta di un
qualsiasi insieme di statistiche d’ordine: infatti è sufficiente integrare f(1,...,n) rispetto alle
variabili che si desidera eliminare, ottenendo cosı̀ la legge voluta quale legge marginale.
Si osservi che, dato il campione, le statistiche d’ordine sono univocamente individuate,
ma date le stesse ci sono n! campioni diversi (per ordinamento) che le generano.

G. Salvadori (DMF - Università del Salento, Lecce) Corso di Teoria dei Valori Estremi (I) 44 / 105



3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Grazie al Teo. 3.3.2 è possibile calcolare la legge della differenza di due statistiche
d’ordine qualsiasi.

Proposizione 3.3.2 (Legge della differenza di statistiche d’ordine)

Sia Xn
F un campione di v.a. assolutamente continue con densità comune f . Allora la

legge della differenza V = X(j)−X(i), 1 ≤ i < j ≤ n, vale

fV (v) =
n!

(i −1)!(j − i −1)!(n− j)!

∫
R
(F (u))i−1 f (u)·

· (F (u+v)−F (u))j−i−1 (1−F (u+v))n−j f (u+v) du
(3.3.8)

per v > 0, e nulla altrove.

Dimostrazione 3.3.3

Useremo il metodo della variabile ausiliaria. Si consideri la trasformazione invertibile{
U = X(i)
V = X(j)−X(i)

⇐⇒
{

X(i) = U
X(j) = U +V ,

avente determinante Jacobiano J =
∣∣1 0

1 1

∣∣= 1.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Dimostrazione 3.3.3 (Cont.)

Ne segue che, sostituendo, la densità congiunta g(u,v) del vettore (U,V ) è data da

g(u,v) =
n!

(i −1)!(j − i −1)!(n− j)!
·

· (F (u))i−1 f (u)(F (u+v)−F (u))j−i−1 (1−F (u+v))n−j f (u+v)

per v > 0; dunque basta integrare rispetto a u per ottenere il risultato enunciato.

Esempio 3.3.3 (Legge del Range)

Nelle applicazioni è spesso di interesse la variabile

R = X(n)−X(1) (3.3.9)

detta Range (o campo di variazione); in pratica essa fornisce una stima approssimativa
dell’ampiezza dell’intervallo dei valori assumibili dal fenomeno osservato.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Esempio 3.3.3 (Cont.)

Grazie alla Prop. 3.3.2 è immediato calcolare la legge di R. Infatti, ponendo i = 1 e j = n
nell’Eq. (3.3.8), si ottiene

fR(r) = n (n−1)
∫
R

f (u)(F (u+ r)−F (u))n−2 f (u+ r) du

per r > 0.

In particolare, se X ∼ Uc(0,1), si ha

fR(r) = n (n−1) rn−2 (1− r)

per 0 ≤ r ≤ 1 e zero altrimenti, ovvero un legge β (n−1,2).
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Esempio 3.3.4 (Plotting positions)

Nella pratica capita spesso di doversi fare una idea preliminare della funzione di riparti-
zione F di un certo campione avendo a disposizione solo le osservazioni {Xi}.

A tale fine, il problema viene solitamente risolto associando a ciascuna statistica d’ordi-
ne x(i) una ordinata yi , dove yi è una opportuna funzione dell’indice i e dell’ampiezza
del campione n. I valori {yi} identificano le cosiddette plotting positions e rappresentano
possibili “stime” della funzione di ripartizione F incognita.

In Letteratura esistono numerose possibilità per quanto concerne la scelta delle plotting
positions, ciascuna con i propri pregi e difetti. In particolare, le cosiddette plotting posi-
tions standard sono tra le più usate nella pratica. Esse sono definite tramite la sequenza
di ordinate

yi =
i

n+1
, (3.3.10)

con i = 1, . . . ,n. Si noti che le plotting positions non dipendono da F , ossia forniscono
una stima “non parametrica” della funzione di ripartizione (non nota) F del campione.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Esempio 3.3.4 (Cont.)

Usando il Cor. 3.3.1, il calcolo di E
(

F
(

X(i)

))
mostra che

E
(

F
(

X(i)

))
=
∫
R

F (x) f(i)(x) dx

=
1

B(i ,n− i +1)

∫
R
(F (x))i (1−F (x))n−i f (x) dx ⋆ t = F (x)

=
1

B(i ,n− i +1)

∫ 1

0
t i (1− t)n−i dt

=
B(i +1,n− i +1)

B(i ,n− i +1)

=
Γ(i +1)Γ(n− i +1)

Γ(n+2)
Γ(n+1)

Γ(i)Γ(n− i +1)

=
i! (n− i)!
(n+1)!

n!
(i −1)!(n− i)!

=
i

n+1
,

che giustifica (in media) la scelta empirica delle plotting positions standard.
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3. STATISTICHE D’ORDINE
3.3. Leggi delle statistiche d’ordine

Plotting position yi Plotting position yi

Adamowski i−0.26
n+0.5 Gringorten i−0.44

n+0.12

Blom i−3/8
n+1/4 Hazen i−1/2

n

California i−1
n Hosking (APL) i−0.35

n

Chegodayev i−0.3
n+0.4 Tukey i−1/3

n+1/3

Cunanne i−1/5
n+2/5 Weibull i

n+1

Tabella 3.3.1: espressioni di alcune delle plotting positions più utilizzate nelle applicazioni.
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.1. Introduzione

Quanto già visto circa le Statistiche d’Ordine estremali (v. Sez. 3.2) potrebbe indurre a
pensare che, nelle applicazioni, (quasi) tutti i problemi concernenti i valori estremi di un
fenomeno siano facilmente risolvibili una volta date la distribuzione F di X e l’ampiezza n
del campione disponibile. Sfortunatamente queste condizioni non sempre si realizzano,
per almeno tre ragioni:

1 la distribuzione F di X può non essere nota;

2 l’ampiezza n del campione può non essere nota;

3 l’ampiezza n del campione può divergere.

Il caso (1) è frequente nelle applicazioni, in quanto quasi mai è possibile co-
noscere la vera distribuzione “parente” F . Solitamente si aggira il problema
decidendo a priori che X abbia una certa legge; tuttavia è interessante do-
mandarsi quali metodi siano applicabili nel caso in cui F sia incognita, e quale
sia la loro credibilità ed efficacia.
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.1. Introduzione

Il caso (2) può, a prima vista, apparire paradossale: come può non essere
nota l’ampiezza n del campione una volta raccolti i dati? Tuttavia è possibile
che lo strumento di misura utilizzato campioni il fenomeno solo al di sopra
(o al di sotto) di una certa soglia — si parla, in tal caso, di dati censurati —
e dunque che una parte delle rilevazioni vada persa; perciò è interessante
chiedersi quanto possa influire la mancata conoscenza di n, e cosa possa
essere fatto per affrontare il problema.

Il caso (3) nasce dal fatto che, stante i risultati della Sez. 3.2, data la distribu-
zione F , si ha

lim
n→∞

P
{

X(n) ≤ x
}
= lim

n→∞
F n(x) =

{
1, se F (x) = 1
0, se F (x)< 1

, (4.1.1a)

lim
n→∞

P
{

X(1) ≤ x
}
= lim

n→∞
1− (1−F (x))n =

{
0, se F (x) = 0
1, se F (x)> 0

. (4.1.1b)

Dunque, i limiti delle distribuzioni del massimo e del minimo (nel caso i.i.d.)
sono degeneri!
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.1. Introduzione

Ciò conduce ad una serie di domande interessanti, quali ad esempio:

esiste una distribuzione limite non degenere per i massimi e i minimi? e se la
risposta è positiva,
quante distribuzioni limite esistono?

quali sono?

possono due diverse distribuzioni “parenti” avere la stessa distribuzione limi-
te? e infine
come è possibile calcolare la distribuzione limite associata ad una data distri-
buzione “parente”?

Nel seguito cercheremo di rispondere ad alcune delle domande appena poste. Al fine
di semplificare la trattazione assumeremo che le distribuzioni in gioco siano (almeno)
continue e che i campioni disponibili siano formati da v.a. i.i.d..
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.1. Introduzione

Osservazione 4.1.1

Ci limiteremo allo studio dei massimi di una distribuzione, in quanto i risultati ottenuti
per questi ultimi sono di applicazione immediata (tramite opportune modifiche) ai corri-
spondenti minimi: infatti, operando la sostituzione

Yi =−Xi , i = 1, . . . ,n, (4.1.2)

0

X
1

X
2

X
3

X
4

X
5w�

0

X
1

X
2

X
3

X
4

X
5

Y
1

Y
2

Y
3

Y
4

Y
5

tra le variabili X(1) = min {X1, . . . ,Xn} e Y(n) = max {Y1, . . . ,Yn} si stabilisce una utile
relazione.
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.1. Introduzione

Osservazione 4.1.1 (Cont.)

Infatti vale
X(1) =−Y(n).

0

X
1

X
2

X
3

X
4

X
5

Y
1

Y
2

Y
3

Y
4

Y
5 w�

0

Y
1

Y
2

Y
3

Y
4

Y
5

Dunque, preso y ∈ R e usando una notazione ovvia, vale

F Y
(n)(−y) = P

{
Y(n) ≤−y

}
= P

{
−X(1) ≤−y

}
= P

{
X(1) > y

}
= 1−P

{
X(1) ≤ y

}
= 1−F X

(1)(y),

da cui scende
F X
(1)(y) = 1−F Y

(n)(−y). (4.1.3)

Sarà perciò sufficiente studiare solamente i massimi.
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.1. Introduzione

Definizione 4.1.1 (Limite inferiore e superiore di una distribuzione)

Il limite inferiore αF della f.r. F è dato da

αF = inf {x : F (x)> 0} . (4.1.4a)

Il limite superiore ωF della f.r. F è dato da

ωF = sup {x : F (x)< 1} . (4.1.4b)

In termini pratici αF e ωF rappresentano, rispettivamente, i valori minimi e massimi
assumibili dalla v.a. X associata alla f.r. F ; evidentemente può essere αF = −∞ e/o
ωF = +∞ nel caso di distribuzioni non limitate, fermo restando che αF ≤ ωF qualsiasi
sia F (con la relazione di uguaglianza nel caso di distribuzioni degeneri).
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.2. Modelli “a blocchi”

Il titolo di questa Sezione deriva da una delle procedure con cui, nella pratica, si studia il
comportamento estremo di un fenomeno. Le Eq. (4.1.1) mostrano che la ricerca di pos-
sibili distribuzioni limite per i massimi (e, parimenti, per i minimi) debba evitare problemi
di degenerazione. A tale fine è possibile studiare se esistono successioni di costanti
{an} ,{bn > 0}, n ∈ N, tali che

G(x) = lim
n→∞

F n(an +bnx), x ∈ R, (4.2.1)

sia effettivamente una distribuzione non degenere. In altri termini, si cerca di vedere
se, rinormalizzando opportunamente le variabili in gioco, sia possibile ottenere qualche
forma di convergenza a f.r. non banali.

Definizione 4.2.1 (Dominio di attrazione per i massimi di una distribuzione)

Si dice che la f.r. F appartiene al (o giace nel) dominio di attrazione per i massimi della
f.r. G se soddisfà all’Eq. (4.2.1) per opportune successioni {an} e {bn > 0}.

Una definizione analoga può essere data per i minimi. Lo studio delle distribuzioni
limite può dunque ridursi ai seguenti punti: (a) stabilire le condizioni sotto cui valga l’Eq.
(4.2.1); (b) fornire regole per la costruzione delle successioni {an} e {bn}; (c) trovare
quali f.r. possano giocare il ruolo del limite G nell’Eq. (4.2.1).
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.2. Modelli “a blocchi”

Teorema 4.2.1 (Distribuzioni del valore estremo per i massimi)

Se esistono successioni {an} e {bn > 0} tali che, per z ∈ R,

lim
n→∞

P

{X(n)−an

bn
≤ z
}
= G(z), (4.2.2)

dove G è una f.r. non degenere, allora G appartiene ad una delle seguenti distribuzioni
del valore estremo per i massimi:

I Tipo I (Gumbel):

G(z) = exp
{
−exp

(
−z −a

b

)}
, −∞ < z < ∞; (4.2.3)

II Tipo II (Fréchet):

G(z) =

{
0, z ≤ a

exp
{
−
( z−a

b

)−γ
}
, z > a

; (4.2.4)

III Tipo III (Weibull (inversa)):

G(z) =

{
exp
{
−
[(
− z−a

b

)γ
]}

, z < a

1, z ≥ a
. (4.2.5)

Qui a ∈ R è un parametro di posizione, b > 0 di scala e γ > 0 di forma.
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.2. Modelli “a blocchi”

Nota 4.2.1

Si osservi che la formulazione data nel Teo. 4.2.1 è solo una tra le molte possibili, cosı̀
come diverse sono in Letteratura le convenzioni circa i parametri a,b,γ.

Il Teo. 4.2.1 fornisce un analogo del Teorema del Limite Centrale nell’ambito della Teoria
dei Valori Estremi: in buona sostanza esso afferma che le tre distribuzioni date sono i
soli limiti possibili per la legge di X(n) (una volta riscalata grazie ad opportune trasfor-
mazioni affini) indipendentemente dalla distribuzione “parente” F .

Tuttavia non tutte le distribuzioni F soddisfanno alle ipotesi del Teo. 4.2.1, come ad
esempio la legge

F (x) = 1− 1
lnx

, x > e.

Nelle figure che seguono sono mostrati i grafici delle tre distribuzioni limite per i massimi
in forma canonica (ovvero con a = 0 e b = 1) e delle rispettive funzioni dei quantili, per
diversi valori del parametro di forma γ.
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.2. Modelli “a blocchi”
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Figura 4.2.1: (a) Funzione di ripartizione della legge Gumbel; (b) funzione dei quantili della legge
Gumbel.
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.2. Modelli “a blocchi”
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Figura 4.2.2: (a) Funzione di ripartizione della legge Fréchet per diversi valori del parametro di
forma; (b) funzione dei quantili della legge Fréchet.
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4.2. Modelli “a blocchi”
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Figura 4.2.3: (a) Funzione di ripartizione della legge Weibull per diversi valori del parametro di
forma; (b) funzione dei quantili della legge Weibull.
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.2. Modelli “a blocchi”

Osservazione 4.2.1

L’analisi del comportamento di G in un intorno di ωG mostra come le tre distribuzioni
limite abbiano comportamenti asintotici differenti, corrispondenti ad andamenti diversi
della coda destra della distribuzione “parente” F . Infatti, considerando senza perdita di
generalità la forma canonica con a = 0 e b = 1, si ottiene quanto segue.

I Per la legge Gumbel ωG =+∞ e la densità corrispondente è

g(z) ∝ exp{−exp(−z)} exp(−z)≈ exp(−z) , z ≫ 1, (4.2.6)

ovvero una caduta “esponenziale” per z ≫ 1.
II Per la legge Fréchet ωG =+∞ e la densità corrispondente è

g(z) ∝ exp
{
−z−γ

}
z−γ−1 ≈ z−γ−1, z ≫ 1, (4.2.7)

ovvero una caduta “algebrica” per z ≫ 1 (e si parla di distribuzioni a “coda
pesante”); in particolare, non esistono i momenti di ordine m ≥ γ > 0.

III Per la legge Weibull ωG <+∞ e la densità corrispondente è nulla per z > ωG.

Tali differenze si riflettono in comportamenti profondamente diversi dei valori estremi
associati, come mostrato negli Esempi presentati più avanti.
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.2. Modelli “a blocchi”

Il Teo. 4.2.1 può essere riformulato in modo compatto introducendo la distribuzione
Generalized Extreme Value (GEV), anche detta forma di von Mises, utile nelle pratica.

Teorema 4.2.2 (Distribuzione Generalized Extreme Value per i massimi)

Nelle ipotesi del Teo. 4.2.1, la distribuzione G è un membro della famiglia GEV per i
massimi definita sull’insieme

{
z : 1+ γ ′ z−a′

b′ > 0
}

:

G(z) = exp

{
−
[
1+ γ

′ z −a′

b′

]−1/γ ′
}
. (4.2.8)

Qui a′ ∈ R è un parametro di posizione, b′ > 0 è un parametro di scala e γ ′ ∈ R è un
parametro di forma. Il caso limite γ ′ = 0 corrisponde (si riduce) alla famiglia di Gumbel
data dall’Eq. (4.2.3).

Nota 4.2.2

Si osservi che per γ ′ < 0 si ottiene la famiglia di Weibull, mentre per γ ′ > 0 si ottiene la
famiglia di Fréchet. In Letteratura la forma data non è unica.
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.2. Modelli “a blocchi”

Per completezza, diamo di seguito l’analogo del Teo. 4.2.2 per i minimi.

Teorema 4.2.3 (Distribuzione Generalized Extreme Value per i minimi)

Sia X(1) =min {X1, . . . ,Xn}. Se esistono successioni {cn} e {dn > 0} tali che, per z ∈R,

lim
n→∞

P

{X(1)−cn

dn
≤ z
}
= G̃(z), (4.2.9)

dove G̃ è una f.r. non degenere, allora G̃ è un membro della famiglia GEV per i minimi
definita sull’insieme

{
z : 1− γ̃

z−c̃
d̃

> 0
}

:

G̃(z) = 1− exp

{
−
[
1− γ̃

z − c̃
d̃

]−1/γ̃
}
. (4.2.10)

Qui c̃ ∈ R è un parametro di posizione, d̃ > 0 è un parametro di scala e γ̃ ∈ R è un
parametro di forma. Il caso limite γ̃ = 0 corrisponde (si riduce) alla famiglia di Gumbel
data da

G̃(z) = 1− exp
{
−exp

(
z − c̃

d̃

)}
. (4.2.11)
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.2. Modelli “a blocchi”

Nella tabella che segue si riporta il dominio di attrazione, rispettivamente, per il massimo
ed il minimo di alcune tra le distribuzioni più utilizzate nelle applicazioni; per la loro
identificazione si vedano alcuni dei Teoremi presentati più avanti.

Distribuzione Massimo Minimo Distribuzione Massimo Minimo

Normale Gumbel Gumbel Rayleigh Gumbel Weibull

Esponenziale Gumbel Weibull LogNormale Gumbel Gumbel

Gamma Gumbel Weibull Uniforme Weibull Weibull

Cauchy Fréchet Fréchet Pareto Fréchet Weibull

Gumbel (Max) Gumbel Gumbel Gumbel (Min) Gumbel Gumbel

Fréchet (Max) Fréchet Gumbel Fréchet (Min) Gumbel Fréchet

Weibull (Max) Weibull Gumbel Weibull (Min) Gumbel Weibull
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.2. Modelli “a blocchi”

La dimostrazione del Teo. 4.2.2 (o del Teo. 4.2.1) è assai tecnica e va oltre gli scopi di
questo Corso; tuttavia è possibile dare una giustificazione informale dei risultati mostrati,
come illustrato di seguito. A tale fine premettiamo la seguente nozione.

Definizione 4.2.2 (Distribuzione max-stabile)

Si dice che la distribuzione G è max-stabile se, per ogni n ∈ N, esistono costanti an e
bn > 0 tali che, per ogni z ∈ R,

Gn(an +bnz) = G(z). (4.2.12)

Nota 4.2.3

Poiché Gn rappresenta la distribuzione della v.a. X(n), dove il campione corrispondente
è formato da n v.a. i.i.d. aventi f.r. comune G, è evidente che la proprietà di max-stabilità
è soddisfatta da tutte quelle distribuzioni per le quali il calcolo della legge del massimo
fornisce, a meno di una trasformazione affine, la stessa distribuzione “parente” G.
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.2. Modelli “a blocchi”

Il legame tra la GEV e le distribuzioni max-stabili è sancito dal Teorema che segue.

Teorema 4.2.4

Una distribuzione è max-stabile se, e solo se, appartiene alla famiglia GEV.

Non è difficile mostrare che i membri della famiglia GEV godono della proprietà di max-
stabilità: infatti, è sufficiente trovare costanti an e bn > 0 che rendano vera l’Eq. (4.2.12),
ovvero (usando, senza perdita di generalità, la forma canonica della distribuzione GEV)

Gn(an +bnz) = exp
{
−n
[
1+ γ

′ (an +bnz)
]−1/γ ′

}
= exp

{
−
[
1+ γ

′ z
]−1/γ ′

}
= G(z),

da cui la semplice relazione (uguaglianza di polinomi)

n−γ ′
(
1+ γ

′ (an +bnz)
)
= 1+ γ

′ z,

ovvero {
n−γ ′ +n−γ ′ γ ′an = 1
n−γ ′ γ ′bn z = γ ′ z

.

Invece, la prova dell’implicazione nell’altro senso richiede tecniche di Analisi Funzionale
e va oltre gli scopi di questo Corso.
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Il Teo. 4.2.4 entra il gioco nella dimostrazione del Teo. 4.2.2 (o del Teo. 4.2.1): l’idea è
quella di considerare la v.a. X(nk), ovvero il massimo di un campione di ampiezza nk ,
con n ≫ 1 e k ∈ N, e di “interpretarla” in modi differenti.

Evidentemente X(nk) può essere considerata

sia come il massimo di nk variabili

sia come il massimo di k massimi ciascuno calcolato su di un campione di
ampiezza n.

Ora, si supponga che esista e sia non degenere la distribuzione (limite) G di X(n)−an
bn

;
dunque si ha, per n ≫ 1,

P

{X(n)−an

bn
≤ z
}
≈ G(z).

Analogamente, essendo nk ≥ n ≫ 1, vale

P

{X(nk)−ank

bnk
≤ z
}
≈ G(z).
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Tuttavia, poiché X(nk) è il massimo di k variabili aventi la stessa legge di X(n), si ha

P

{X(nk)−ank

bnk
≤ z
}
≈
(
P

{X(n)−an

bn
≤ z
})k

.

Ne segue che

P
{

X(nk) ≤ z
}
≈ G(ank +bnk z) e P

{
X(nk) ≤ z

}
≈ Gk (an +bnz) ,

ovvero G soddisfà al postulato di stabilità dato nella Def. 4.2.2. Dunque G e Gk sono
identiche, a meno di una trasformazione affine dei rispettivi argomenti; ne segue che G
è max-stabile e quindi, in base al Teo. 4.2.4, è un membro della famiglia GEV.

Nota 4.2.4

Nelle applicazioni capita spesso che i dati raccolti siano a scala giornaliera (si pensi
alla quantità di pioggia caduta nelle 24 ore), e che l’interesse risieda nel calcolo dei
massimi annuali. Il campione è pensato suddiviso in k “blocchi” (cioè anni) consecutivi
indipendenti, ciascuno contenente n= 365 osservazioni; quindi, per ogni anno si calcola
l’osservazione massima, che fornisce un elemento del k -sotto-campione dei massimi
annuali; infine, su quest’ultimo si adatta una delle distribuzioni dei massimi.
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Osservazione 4.2.2

Quello appena descritto costituisce il procedimento standard di raccolta e di analisi dei
massimi (annuali) di un certo fenomeno. Sebbene tale pratica possa, a prima vista,
apparire ragionevole, è bene rendersi conto che esistono delle controindicazioni anche
abbastanza serie.

Infatti, se lo studio dei massimi annuali è svolto al fine di indagare il comportamento
estremo del fenomeno di interesse, si corre il rischio scartare dati rilevanti: ad esempio,
se solamente uno degli anni considerati evidenzia una fenomenologia estremale (si
pensi a valori ripetuti di temperature elevate, o a periodi prolungati di piogge intense),
mentre nel resto del campione il fenomeno non mostra eccessive fluttuazioni, è evidente
che tener conto solo del singolo massimo raccolto nell’anno di maggiore “instabilità”
conduce ad una perdita effettiva di informazione circa la dinamica più estremale del
fenomeno stesso.

Vedremo più avanti come sia possibile “isolare” proprio le componenti di maggiore inte-
resse per lo studio dei valori estremi.
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Il Teorema che segue fornisce indicazioni per l’identificazione della distribuzione limite.

Teorema 4.2.5 (Dominio di attrazione per i massimi di una distribuzione)

La distribuzione F giace nel dominio di attrazione per i massimi della famiglia

I Tipo I (Gumbel) se, e solo se,

lim
n→∞

n
[
1−F

(
x1−1/n +x(x1−1/(ne)−x1−1/n)

)]
= e−x ; (4.2.13)

II Tipo II (Fréchet) se, e solo se, ωF =+∞ e

lim
t→∞

1−F (tx)
1−F (t)

= x−γ , x ,γ > 0; (4.2.14)

III Tipo III (Weibull) se, e solo se, ωF <+∞ e

lim
t→∞

1−F (ωF −1/(tx))
1−F (ωF −1/t)

= x−γ , x ,γ > 0. (4.2.15)

Qui xq è il quantile di ordine q di F .
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Il Teorema che segue fornisce un criterio generale per il calcolo delle costanti di
normalizzazione an,bn.

Teorema 4.2.6

Le costanti an,bn dell’Eq. (4.2.1) possono essere scelte come segue.
I Tipo I (Gumbel):

an = F−1
(

1− 1
n

)
= x1−1/n, bn = F−1

(
1− 1

ne

)
−an = x1−1/(ne)−x1−1/n. (4.2.16)

II Tipo II (Fréchet):

an = 0, bn = F−1
(

1− 1
n

)
= x1−1/n. (4.2.17)

III Tipo III (Weibull):

an = ωF , bn = ωF −F−1
(

1− 1
n

)
= ωF −x1−1/n. (4.2.18)

Qui F−1 rappresenta la funzione dei quantili della distribuzione F e xq il quantile di
ordine q ∈ (0,1) di F .
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La Proposizione che segue mostra che la scelta delle successioni {an} ,{bn} può non
essere unica.

Proposizione 4.2.1

Se {an} e {bn} sono successioni normalizzanti ammissibili che soddisfanno all’Eq.
(4.2.1) e {a′

n} e {b′
n} sono successioni tali che

lim
n→∞

an −a′
n

bn
= 0 e lim

n→∞

b′
n

bn
= 1, (4.2.19)

allora anche {a′
n} e {b′

n} sono successioni normalizzanti ammissibili per l’Eq. (4.2.1).

Nota 4.2.5

La Prop. 4.2.1 mostra come sia sufficiente che siano soddisfatte alcune opportune con-
dizioni asintotiche al fine di poter usare successioni normalizzanti diverse.
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Esempio 4.2.1

Nel Teo. 4.2.6 si supponga che la distribuzione “parente” F sia quella di Gumbel, Fréchet
e Weibull nei casi, rispettivamente (I), (II) e (III). Grazie al Teo. 4.2.5 è facile calcolare
quali siano le corrispondenti distribuzioni limite per i massimi. Quindi, usando le costanti
an,bn prescritte dal Teo. 4.2.6, e considerando la forma canonica delle varie distribuzioni
limite G, si ottiene quanto segue.

I Tipo I (Gumbel): se z ∈ R e t ∈ (0,1) si ha

F (z) = exp{−exp(−z)} e F−1(t) =− ln(− ln(t)) .

I quantili dell’Eq. (4.2.13) valgono, rispettivamente,

z1−1/n =− ln(− ln(1−1/n)) e z1−1/(ne) =− ln(− ln(1−1/(ne))) .

Per n ≫ 1 si ha z1−1/n ≈ ln(n) e z1−1/(ne) ≈ ln(n)+1; ne segue che il limite dell’Eq.
(4.2.13) è e−z . Dunque il dominio di attrazione è quello della legge Gumbel.
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Esempio 4.2.1 (Cont.)

I Le costanti an,bn prescritte dal Teo. 4.2.6 valgono, rispettivamente,

an =− ln

(
− ln

(
1− 1

n

))
e bn =− ln

(
− ln

(
1− 1

ne

))
+ln

(
− ln

(
1− 1

n

))
.

Effettuate le dovute sostituzioni e svolti alcuni tediosi passaggi si ottiene

lim
n→∞

F n(an +bnz) = exp{−exp(−z)} .

II Tipo II (Fréchet): se z > 0 e t ∈ (0,1) si ha

F (z) = exp
{
−z−γ

}
e F−1(t) = (− ln(t))−1/γ .

Evidentemente ωF =+∞ e il limite dell’Eq. (4.2.14) è x−γ ; dunque il dominio di
attrazione è quello della legge Fréchet.
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Esempio 4.2.1 (Cont.)

II Le costanti an,bn prescritte dal Teo. 4.2.6 valgono, rispettivamente,

an = 0 e bn =

(
− ln

(
1− 1

n

))−1/γ

.

Effettuate le dovute sostituzioni e svolti alcuni tediosi passaggi si ottiene

lim
n→∞

F n(an +bnz) = exp
{
−z−γ

}
.

III Tipo III (Weibull): se z < 0 e t ∈ (0,1) si ha

F (z) = exp
{
−
[
(−z)γ

]}
e F−1(t) =−(− ln(t))1/γ .

Evidentemente ωF = 0 <+∞ e il limite dell’Eq. (4.2.15) è x−γ ; dunque il dominio di
attrazione è quello della legge Weibull.
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Esempio 4.2.1 (Cont.)

III Le costanti an,bn prescritte dal Teo. 4.2.6 valgono, rispettivamente,

an = 0 e bn = 0+

(
− ln

(
1− 1

n

))1/γ

.

Effettuate le dovute sostituzioni e svolti alcuni tediosi passaggi si ottiene

lim
n→∞

F n(an +bnz) = exp
{
−
[
(−z)γ

]}
.

I risultati appena ottenuti non sorprendono: partendo da un distribuzione “parente” GEV
(e quindi max-stabile) è legittimo aspettarsi di cadere nel dominio di attrazione della
stessa legge di partenza.
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Osservazione 4.2.3

Alla luce del Teo. 4.2.4 e della libertà di scelta consentita dalla Prop. 4.2.1, è possibi-
le calcolare le successioni {an} ,{bn} semplicemente eguagliando le espressioni delle
funzioni G(z) e Gn(an +bnz), dopo aver scritto G in forma canonica.

I Tipo I (Gumbel): an = lnn, bn = 1; infatti

exp{−nexp [−(an +bnz)]}= exp{−exp(−z)}

da cui
ne−an e−bnz = e−z , ovvero

{
ne−an = 1
e−bnz = e−z .

II Tipo II (Fréchet): an = 0, bn = n1/γ ; infatti

exp
{
−n (an +bnz)−γ

}
= exp

{
−z−γ

}
da cui

n(an +bnz)−γ = z−γ , ovvero

{
n−1/γ an = 0
n−1/γ bnz = z

.
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Osservazione 4.2.4 (Cont.)

III Tipo III (Weibull): an = 0, bn = n−1/γ ; infatti

exp{−n (−an −bnz)γ}= exp{−(−z)γ}

da cui

n(−an −bnz)γ = (−z)γ , ovvero

{
n1/γ an = 0
n1/γ bnz = z

.

Come già accennato, le successioni proposte non sono le uniche possibili, e al loro
variare si modifica la velocità di convergenza della funzione Gn(an +bnz); tuttavia non
cambia il parametro di forma γ. Si noti come, nel limite n → ∞, le costanti trovate ora
siano le stesse di quelle dell’Es. 4.2.1 e soddisfanno all’Eq. (4.2.19).
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Teorema 4.2.7

Una condizione necessaria e sufficiente affinché la distribuzione continua F appartenga
al dominio di attrazione per i massimi di G è che

lim
ε→0

F−1 (1− ε)−F−1 (1−2ε)

F−1 (1−2ε)−F−1 (1−4ε)
= 2c , (4.2.20)

dove c ∈ R. In particolare, G appartiene alla famiglia

I Tipo I (Gumbel) se c = 0;

II Tipo II (Fréchet) se c > 0;

III Tipo III (Weibull) se c < 0.

Nota 4.2.6

Si osservi come nel Teo. 4.2.7 il limite mostrato nell’Eq. (4.2.20) corrisponda ad uno
studio della distribuzione F in un intorno arbitrariamente piccolo di ωF .
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Volendo riassumere alcuni dei risultati enunciati è possibile affermare che, nelle ipotesi
del Teo. 4.2.1:

solo tre famiglie di distribuzioni (ovvero Gumbel, Fréchet e Weibull) possono
intervenire quali distribuzioni limite per i massimi (minimi) di successioni di
osservazioni indipendenti e identicamente distribuite;
esistono regole per determinare se una data distribuzione F cade nel dominio
di attrazione di una opportuna distribuzione limite;
esistono regole per determinare le costanti di normalizzazione an,bn;

se ωF =+∞ allora F non può giacere nel dominio di attrazione della famiglia
Weibull;
se ωF <+∞ allora F non può giacere nel dominio di attrazione della famiglia
Fréchet.

Nota 4.2.7

Il fatto che una distribuzione “parente” F abbia la coda (destra e/o sinistra) limitata non è
sufficiente a garantire che essa giaccia nel dominio di attrazione della famiglia Weibull;
un controesempio è fornito dalla legge LogNormale (si veda anche la tabella a p. 67).
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Esempio 4.2.2

Si consideri la distribuzione Esponenziale (standard) avente f.r.

F (x) = 1−e−x

per x > 0 e nulla altrove; la funzione dei quantili corrispondente vale F−1(t)=− ln(1− t),
t ∈ (0,1). Grazie al Teo. 4.2.7 si ha

lim
ε→0

− ln(1− (1− ε))+ ln(1− (1−2ε))

− ln(1− (1−2ε))+ ln(1− (1−4ε))
= lim

ε→0

− ln(ε)+ ln2+ln(ε)

− ln2− ln(ε)+ ln4+ln(ε)
= 1 = 20.

Dunque c = 0 e il dominio di attrazione per i massimi è quello della famiglia Gumbel;
d’altro canto, il limite dell’Eq. (4.2.13) risulta essere proprio e−x .

La Fig. 4.2.4 mostra l’analisi “a blocchi” dei massimi di un campione di ampiezza n×k =
3000 dato da k = 30 simulazioni indipendenti (separate dalle linee verticali tratteggiate)
estratte della distribuzione Esponenziale (standard), ciascuna di ampiezza n = 100.
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Esempio 4.2.2 (Cont.)
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Figura 4.2.4: analisi dei massimi “a blocchi” del campione dell’Es. 4.2.2. (a) I 3000 valori simulati
estratti della distribuzione Esponenziale (standard). (b) Confronto tra la funzione di ripartizione
empirica dei 30 massimi simulati (cerchi) e la legge Gumbel dell’Eq. (4.2.3) con a = an e b = bn
(linea). (c) Confronto tra la funzione di sopravvivenza empirica dei 30 massimi simulati (cerchi) —
usando le plotting positions dell’Es. 3.3.4 — e quella della legge Gumbel (linea).
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Esempio 4.2.2 (Cont.)

I parametri an,bn sono dati dall’Eq. (4.2.16), con n = 100, e valgono, rispettivamente,
an = lnn e bn = 1. Si noti come l’asse delle ordinate della funzione di sopravvivenza
sia logaritmico e come la coda destra mostri un andamento (asintotico) lineare; ciò
implica che il comportamento limite della distribuzione sia di tipo “esponenziale”, come
anticipato nell’Oss. 4.2.1: infatti dalla relazione lny ≈ α +βz, con z ≫ 1, si deduce che
y ∝ eβz , con β < 0.

Esempio 4.2.3

Si consideri la distribuzione di Cauchy (standard) avente f.r.

F (x) = 1/2+arctan(x)/π

per x ∈ R; la funzione dei quantili corrispondente vale F−1(t) = tan((t −1/2)π), t ∈
(0,1). Nel seguito useremo i limiti notevoli

tan(π/2−1/y)≈ y per y ≫ 1 e arctan(y)≈ (π/2−1/y) per y ≫ 1.
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Esempio 4.2.3 (Cont.)

Grazie al Teo. 4.2.7 si ha

lim
ε→0

tan((1− ε −1/2)π)− tan((1−2ε −1/2)π)

tan((1−2ε −1/2)π)− tan((1−4ε −1/2)π)
= lim

ε→0

tan((1/2− ε)π)− tan((1/2−2ε)π)

tan((1/2−2ε)π)− tan((1/2−4ε)π)
=21.

Dunque c = 1 > 0 e il dominio di attrazione per i massimi è quello della famiglia Fréchet.

Il parametro γ dell’Eq. (4.2.14) è facile da calcolare:

lim
t→∞

1/2−arctan(tx)/π

1/2−arctan(t)/π
= lim

t→∞

π −2arctan(tx)
π −2arctan(t)

= x−1,

e dunque γ = 1.

La Fig. 4.2.5 mostra l’analisi “a blocchi” dei massimi di un campione di ampiezza n×k =
3000 dato da k = 30 simulazioni indipendenti (separate dalle linee verticali tratteggiate)
estratte della distribuzione di Cauchy (standard), ciascuna di ampiezza n = 100.
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Esempio 4.2.3 (Cont.)
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Figura 4.2.5: analisi dei massimi “a blocchi” del campione dell’Es. 4.2.3. (a) I 3000 valori simulati
estratti della distribuzione di Cauchy (standard). (b) Confronto tra la funzione di ripartizione
empirica dei 30 massimi simulati (cerchi) e la legge Fréchet dell’Eq. (4.2.4) con a = an e b = bn
(linea). (c) Confronto tra la funzione di sopravvivenza empirica dei 30 massimi simulati (cerchi) —
usando le plotting positions dell’Es. 3.3.4 — e quella della legge Fréchet (linea).
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Esempio 4.2.3 (Cont.)

I parametri an,bn sono dati dall’Eq. (4.2.17), con n = 100, e valgono, rispettivamente,
an = 0 e bn = tan(π (1/2−1/n)). Si noti come gli assi della funzione di sopravvivenza
siano logaritmici e come la coda destra mostri un andamento (asintotico) lineare; ciò
implica che il comportamento limite della distribuzione sia di tipo “algebrico”, come an-
ticipato nell’Oss. 4.2.1: infatti dalla relazione lny ≈ α +β lnz, con z ≫ 1, si deduce che
y ∝ zβ , con β < 0.

A differenza dei valori simulati dell’Es. 4.2.2, che visivamente non presentavano fluttua-
zioni “troppo” marcate, qui siamo invece in presenza di autentici “outlier”, come appare
evidente dalla Fig. 4.2.5-a; tuttavia, ciò non deve soprendere: infatti la distribuzione di
Cauchy non ha momenti (interi) di alcun ordine, proprio a causa della presenza di valori
estremi (sia positivi sia negativi) eccezionali. Come già accennato nell’Oss. 4.2.1 (si
veda, in particolare, l’Eq. (4.2.7)), tale comportamento è tipico delle distribuzioni appar-
tenenti alla famiglia Fréchet, per le quali non esistono i momenti di ordine superiore ad
una data funzione del parametro di forma. Nella pratica è proprio per questo motivo che
le leggi Fréchet risultano adatte a descrivere fenomenologie estremali e catastrofiche,
tipiche di numerosi sistemi quali, ad esempio, quelli geofisici e finanziari.
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4. TEORIA DEI VALORI ESTREMI
4.2. Modelli “a blocchi”

Esempio 4.2.4

Si consideri la distribuzione Uniforme avente f.r.

F (x) = x 1(0,1](x)+1(1,∞)(x);

la funzione dei quantili corrispondente vale F−1(t) = t , t ∈ (0,1). Grazie al Teo. 4.2.7 si
ha

lim
ε→0

1− ε −1+2ε

1−2ε −1+4ε
= 2−1.

Dunque c =−1<0 e il dominio di attrazione per i massimi è quello della famiglia Weibull.
Il parametro γ dell’Eq. (4.2.15) è facile da calcolare: infatti, essendo ωF = 1,

lim
t→∞

1− (1−1/tx)
1− (1−1/t)

= lim
t→∞

1/tx
1/t

= x−1,

e dunque γ = 1.

La Fig. 4.2.6 mostra l’analisi “a blocchi” dei massimi di un campione di ampiezza n×k =
3000 dato da k = 30 simulazioni indipendenti (separate dalle linee verticali tratteggiate)
estratte della distribuzione Uniforme, ciascuna di ampiezza n = 100.
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Esempio 4.2.4 (Cont.)
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Figura 4.2.6: analisi dei massimi “a blocchi” del campione dell’Es. 4.2.4. (a) I 3000 valori simulati
estratti della distribuzione Uniforme. (b) Confronto tra la funzione di ripartizione empirica dei 30
massimi simulati (cerchi) e la legge Weibull dell’Eq. (4.2.5) con a = an e b = bn (linea). (c)
Confronto tra la funzione di sopravvivenza empirica dei 30 massimi simulati (cerchi) — usando le
plotting positions dell’Es. 3.3.4 — e quella della legge Weibull (linea).
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Esempio 4.2.4 (Cont.)

I parametri an,bn sono dati dall’Eq. (4.2.18), con n = 100, e valgono, rispettivamente,
an = ωF = 1 e bn = ωF − (1−1/n) = 1/n. Si noti come ωG = 1 <+∞, come anticipato
nell’Oss. 4.2.1.

Il comportamento asintotico delle distribuzioni dei massimi è di grande importanza nelle
applicazioni, in quanto esso determina le probabilità degli eventi più estremi e catastro-
fici (e lo stesso vale per i minimi). Al fine di studiare il comportamento limite di una
distribuzione si introduce la seguente nozione.

Definizione 4.2.3 (Equivalenza delle code)

Due distribuzioni F e H sono dette coda-destra equivalenti se, e solo se,

ωF = ωH e lim
x→ω

−
F

1−F (x)
1−H(x)

= 1. (4.2.21a)

Analogamente, F e H sono dette coda-sinistra equivalenti se, e solo se,

αF = αH e lim
x→α

+
F

F (x)
H(x)

= 1. (4.2.21b)
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Il risultato che segue chiarisce la connessione tra l’equivalenza delle code destre e il
dominio di attrazione per i massimi.

Proposizione 4.2.2

Se F e H soddisfanno alle condizioni del Teo. 4.2.1 e sono coda-destra equivalenti, e
inoltre

lim
n→∞

F n(an +bn x) = G(x) per ogni x ∈ R, (4.2.22)

allora
lim

n→∞
Hn(an +bn x) = G(x) per ogni x ∈ R. (4.2.23)

Nota 4.2.8

La Prop. 4.2.2 afferma che

se due distribuzioni sono coda-destra equivalenti e una delle due appartiene
a qualche dominio di attrazione per i massimi, allora anche l’altra giace nello
stesso dominio di attrazione;
le successioni delle costanti di normalizzazione sono le stesse per le due
distribuzioni.
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Osservazione 4.2.5

Le implicazioni pratiche della Prop. 4.2.2 sono notevoli: infatti, se la distribuzione F
può essere (asintoticamente) “rimpiazzata” da un’altra distribuzione ad essa coda-
equivalente, allora per lo studio del comportamento statistico dei valori estremi può
essere sufficiente l’utilizzo della sola famiglia GEV. Dunque, per n ≫ 1, F n(an +bnx)
potrebbe essere sostituita da G(x); analogamente, per x ≫ 1, F (x) potrebbe essere
sostituita da G1/n((x −an)/bn).

Infine, un commento riguardante alcuni aspetti pratici dello studio dei massimi “a bloc-
chi”. Una volta raccolto il campione di ampiezza n×k è necessario stimare i parametri
della legge GEV che “meglio” si adatta alle osservazioni. La vexata quaestio è rappre-
sentata dalla scelta (i) della dimensione n di ciascun blocco e (ii) dell’ampiezza k del
campione dei massimi. In alcune situazioni (ad esempio nello studio dei massimi annua-
li di pioggia) sia n sia k sono già dati a priori; in altri contesti, invece, possono/devono
essere arbitrariamente scelti. In quest’ultimo caso si deve trovare un bilanciamento
adeguato tra due esigenze conflittuali: da un lato n deve essere quanto più grande pos-
sibile, cosı̀ da soddisfare alle condizioni di “asintoticità” prescritte dai Teoremi enunciati
(n ≫ 1); dall’altro anche k deve essere sufficientemente grande cosı̀ da fornire una base
statistica sufficiente. Purtroppo non sempre è possibile attuare questo compromesso.
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Come già accennato nella Nota 4.2.4, lo studio “a blocchi” dei massimi può condurre alla
perdita di informazioni circa la dinamica più estremale del fenomeno in esame. Un modo
di procedere alternativo è quello cosiddetto “POT”, acronimo di “Peaks-Over-Threshold”
(ovvero Picchi al di Sopra di una Soglia — in Letteratura è talora usato anche l’acronimo
“PDS”, ovvero “Partial-Duration-Series”). Tale vocabolo indica la procedura per l’analisi
dei massimi (minimi) che descriveremo brevemente nel seguito.

Si consideri una successione X1,X2, . . . di v.a. i.i.d. aventi f.r. comune F . Al fine di
studiare il comportamento estremo del fenomeno descritto da tali variabili è naturale
considerare eventi “critici” del tipo E = {X > u}, dove u rappresenta una soglia prefis-
sata arbitrariamente alta (o bassa, se l’evento di interesse è E = {X < u} nel caso dei
minimi). La filosofia è quella di analizzare i cosiddetti eccessi al di sopra (o al di sotto)
di una soglia prestabilita.

Infatti, un modo naturale di descrivere efficacemente la dinamica estremale del sistema
in esame è dato dalla probabilità condizionale

1−Hu(x) = P{X > u+x | X > u}= 1−F (u+x)
1−F (u)

, x > 0. (4.3.1)
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Se la distribuzione “parente” F fosse nota, tale sarebbe anche la probabilità dell’Eq.
(4.3.1); tuttavia, poiché nelle applicazioni questa possibilità è quasi sempre negata, è
necessario cercare di approssimare la distribuzione condizionale indicata tramite un’e-
spressione che sia valida in generale, indipendentemente da F (si noti come questo
approccio sia simile a quello insito nell’uso dell’approssimazione GEV). Il Teorema che
segue è fondamentale.

Teorema 4.3.1 (Distribuzione Generalized Pareto per i massimi)

Si supponga che la distribuzione “parente” F soddisfi alle ipotesi del Teo. 4.2.2. Allora,
per u ≈ ωF ,

Hu(x) = P{X ≤ u+x | X > u} ≈ 1−
(

1+ γ
x
b

)−1/γ

(4.3.2)

sull’insieme {x : x > 0 e 1+ γx/b > 0}, dove i parametri b = b′+γ(u−a′) e γ = γ ′ sono
funzioni di quelli del Teo. 4.2.2. Il caso limite γ = 0 corrisponde (si riduce) alla distribu-
zione Esponenziale

Hu(x)≈ 1−e−x/b, (4.3.3)

che non dipende esplicitamente da u.
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Definizione 4.3.1 (Famiglia Generalized Pareto)

La famiglia di leggi definita dall’Eq. (4.3.2) (e dall’Eq. (4.3.3) nel caso particolare γ = 0)
è detta Generalized Pareto (GP).

Osservazione 4.3.1

In buona sostanza il Teo. 4.3.1 afferma che se i massimi “a blocchi” obbediscono ap-
prossimativamente ad una legge GEV G allora gli eccessi al di sopra (o al di sotto) di
una certa soglia u sufficientemente alta (bassa) seguono approssimativamente una di-
stribuzione GP H. Inoltre, i parametri di quest’ultima si possono ricavare direttamente
da quelli della corrispondente legge GEV: in effetti la distribuzione GP H si può ottenere
dalla legge GEV G tramite la formula H = 1+lnG; in particolare, il parametro di forma
γ è lo stesso. Quest’ultima osservazione, combinata con lo studio della formula data
dall’Eq. (4.3.2), permette di affermare che anche nel modello POT possono presentarsi
casi in cui i momenti di ordine m elevato non esistono (ovvero quando m ≥ 1/γ > 0).

A scopo illustrativo rianalizziamo ora i risultati dei tre Es. 4.2.2–4.2.4, dandone una
lettura ed una interpretazione alternativa attraverso l’approccio POT.
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Esempio 4.3.1

Si consideri il campione estratto dalla distribuzione Esponenziale (standard) dell’Es.
4.2.2. Per quanto già visto, la legge GEV dei massimi “a blocchi” è quella legata alla
famiglia Gumbel; ne segue che la distribuzione GP per lo studio POT dei massimi è
quella data dall’Eq. (4.3.3). In effetti il calcolo diretto fornisce

1−Hu(x) =
1−F (u+x)

1−F (u)
=

e−(u+x)

e−u = e−x

per ogni x > 0, che corrisponde alla legge GP con γ = 0 e b = 1. In particolare, si osservi
come questo sia un risultato esatto, valido per tutte le soglie u > 0.
La Fig. 4.3.1 mostra l’analisi POT degli stessi dati dell’Es. 4.2.2; la soglia u > 0 è stata scelta cosı̀
da ottenere 30 eccessi (l’1% del campione), che sono poi mostrati utilizzando la variabile X −u.
Qui n = 100 e i parametri GP valgono, rispettivamente, γ = 0 e b = bn +γ(u−an) = 1. Si noti come
l’asse delle ordinate della funzione di sopravvivenza sia logaritmico e come la coda destra mostri
un andamento (asintotico) lineare; ciò implica che il comportamento limite della distribuzione sia
di tipo “esponenziale” (lny ≈ α +βx). Inoltre, nel blocco 2501 ≤ i ≤ 2600 sono presenti almeno
quattro “eccessi”: tutti questi valori concorrono a fornire informazioni circa la dinamica estremale
del fenomeno in esame, e sono riportati nei grafici (b) e (c). Al contrario, solo il massimo tra questi
potrebbe essere utilizzato nel caso dello studio “a blocchi”.
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Esempio 4.3.1 (Cont.)
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Figura 4.3.1: analisi dei massimi POT del campione dell’Es. 4.2.2. (a) I 3000 valori simulati estratti
della distribuzione Esponenziale (standard); la linea tratteggiata indica la soglia u ≈ 4.57. (b)
Confronto tra la funzione di ripartizione empirica dei 30 massimi POT (cerchi) e la legge GP
dell’Eq. (4.3.3) (linea). (c) Confronto tra la funzione di sopravvivenza empirica dei 30 massimi
POT (cerchi) — usando le plotting positions dell’Es. 3.3.4 — e quella della legge mostrata in (b).
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Esempio 4.3.2

Si consideri il campione estratto dalla distribuzione Cauchy (standard) dell’Es. 4.2.3.
Per quanto già visto, la legge GEV dei massimi “a blocchi” è quella legata alla famiglia
Fréchet; ne segue che la distribuzione GP per lo studio POT dei massimi è quella data
dall’Eq. (4.3.2) con γ > 0. In effetti il calcolo diretto fornisce

1−Hu(x) =
1−F (u+x)

1−F (u)
=

1
2 − arctan(u+x)

π

1
2 − arctan(u)

π

≈
1

u+x
1
u

=
(

1+
x
u

)−1

per ogni x > 0, che corrisponde alla legge GP con γ = 1 e b = u.

La Fig. 4.3.2 mostra l’analisi POT degli stessi dati dell’Es. 4.2.3; la soglia u > 0 è stata scelta cosı̀
da ottenere 30 eccessi (l’1% del campione), che sono poi mostrati utilizzando la variabile X −u.
Qui n = 100 e i parametri GP valgono, rispettivamente, γ = 1 e b = bn + γ(u −an) ≈ 57.3914. Si
noti come gli assi della funzione di sopravvivenza siano logaritmici e come la coda destra mostri
un andamento (asintotico) lineare; ciò implica che il comportamento limite della distribuzione sia di
tipo “algebrico” (lny ≈ α +β lnx). Valgono qui le stesse considerazioni espresse nel caso GEV per
quanto concerne il comportamento estremale delle osservazioni. Inoltre, nei blocchi 601 ≤ i ≤ 700
e 2801 ≤ i ≤ 2900 siano presenti più di un “eccesso”. Nello studio “a soglia” tutti questi valori
entrano a far parte dell’analisi della dinamica estremale del fenomeno in esame, mentre solo il
massimo tra questi potrebbe essere utilizzato nel caso dello studio “a blocchi”.
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Esempio 4.3.2 (Cont.)
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Figura 4.3.2: analisi dei massimi POT del campione dell’Es. 4.2.3. (a) I 3000 valori simulati estratti
della distribuzione di Cauchy (standard); la linea tratteggiata indica la soglia u ≈ 36.04. (b)
Confronto tra la funzione di ripartizione empirica dei 30 massimi POT (cerchi) e la legge GP
dell’Eq. (4.3.2) (linea). (c) Confronto tra la funzione di sopravvivenza empirica dei 30 massimi
POT (cerchi) — usando le plotting positions dell’Es. 3.3.4 — e quella della legge mostrata in (b).
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Esempio 4.3.3

Si consideri il campione estratto dalla distribuzione Uniforme dell’Es. 4.2.4. Per quanto
già visto, la legge GEV dei massimi “a blocchi” è quella legata alla famiglia Weibull;
ne segue che la distribuzione GP per lo studio POT dei massimi è quella data dall’Eq.
(4.3.2) con γ < 0. In effetti il calcolo diretto fornisce

1−Hu(x) =
1−F (u+x)

1−F (u)
=

1− (u+x)
1−u

= 1− x
1−u

per 0 < x < 1−u, che corrisponde alla legge GP con γ =−1 e b = 1−u.

La Fig. 4.3.3 mostra l’analisi POT degli stessi dati dell’Es. 4.2.4; la soglia u > 0 è stata
scelta cosı̀ da ottenere 30 eccessi (l’1% del campione), che sono poi mostrati utilizzando
la variabile X − u. Qui n = 100 e i parametri GP valgono, rispettivamente, γ = −1 e
b = bn + γ(u−an)≈ 0.0203. Si noti come ωH = b <+∞.
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Esempio 4.3.3 (Cont.)
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Figura 4.3.3: analisi dei massimi POT del campione dell’Es. 4.2.4. (a) I 3000 valori simulati estratti
della distribuzione Uniforme; la linea tratteggiata indica la soglia u ≈ 0.99. (b) Confronto tra la
funzione di ripartizione empirica dei 30 massimi POT (cerchi) e la legge GP dell’Eq. (4.3.2) (linea).
(c) Confronto tra la funzione di sopravvivenza empirica dei 30 massimi POT (cerchi) — usando le
plotting positions dell’Es. 3.3.4 — e quella della legge mostrata in (b).
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Una giustificazione informale del risultato del Teo. 4.3.1 è la seguente. Grazie al Teo.
4.2.2 sappiamo che, per n ≫ 1,

F n(z)≈ exp

{
−
[
1+ γ

′ z −a′

b′

]−1/γ ′
}

e dunque

n lnF (z)≈−
[
1+ γ

′ z −a′

b′

]−1/γ ′

.

Tuttavia, essendo lnF (z) = ln(1− (1−F (z))), per z ≫ 1 si ha lnF (z)≈−(1−F (z)).

Considerando la soglia u ≫ 1 e sostituendo si ottiene

1−F (u)≈ 1
n

[
1+ γ

′ u−a′

b′

]−1/γ ′

,

1−F (u+z)≈ 1
n

[
1+ γ

′ u+z −a′

b′

]−1/γ ′

.
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Dunque, volendo calcolare 1−Hu(x), si ottiene

P{X > u+x | X > u} ≈
n−1

[
1+ γ ′ u+x−a′

b′

]−1/γ ′

n−1
[
1+ γ ′ u−a′

b′

]−1/γ ′

=
(

1+ γ
x
b

)−1/γ

,

dove b = b′+ γ(u−a′) e γ = γ ′, come richiesto.

Chiudiamo questa Sezione con un commento riguardante alcuni aspetti pratici dello
studio dei massimi POT, cosı̀ come si è fatto nel caso dell’approccio “a blocchi”. Qui
la vexata quaestio riguarda la scelta della soglia u, che deve essere fissata in maniera
adeguata onde trovare un bilanciamento ottimale tra due esigenze conflittuali: da un
lato u deve essere quanto più grande possibile, cosı̀ da soddisfare alle condizioni di
“asintoticità” prescritte dal Teo. 4.3.1; dall’altro u non deve essere “troppo” grande, cosı̀
da fornire un campione di eccessi sufficiente alle ulteriori indagini statistiche. Purtroppo
non sempre è possibile attuare questo compromesso in maniera efficace.
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