Handout 5
I contratti con informazione simmetrica

5.1. Lo schema di base

Vi sono due soggetti che stabiliscono una relazione
contrattuale secondo le linee indicate in precedenza. Un
Principale (P) offre su una base take-it or leave-it un
contratto a un Agente (A), affinché quest’ultimo svolga
un’attivita a favore del Principale, in cambio di un
compenso. Se questa relazione tra 1 due soggetti viene
messa in atto, essa da origine a un risultato il cui valore
monetario € Xx.

La caratteristica fondamentale del problema ¢ che il
risultato dipende sia dall’impegno profuso dall’agente per
ottenerlo (effort, e), sia da un fattore casuale, cosicché x si
configura di fatto come una variabile casuale.

Per cogliere sia I’elemento di casualita, sia 1l fatto che
I’timpegno profuso dall’agente influenza il risultato,
definiamo

Prob [x = xl.\e] =7.(e)

Se I’insieme dei possibili risultati € dato da

S
X ={x,,%,,...,x¢}, allora Y 7,(e)=1.

i=1



Assumiamo inoltre 7,(e) >0 per ogni e e per ogni i = 1, 2,
s .

Nei contratti con informazione simmetrica si ipotizza che
entrambi 1 soggetti, P e A, abbiano la medesima
informazione sulla distribuzione di probabilita dei diversi
risultati. Questo significa che entrambi conoscono 1’ effort
profuso da A, e quindi 7,(e) per ogni i.

¢ [a funzione di utilita (elementare) del Principale
B(x—w), B'(s)>0, B"(¢)<0

dove w rappresenta il compenso pagato da P ad A.
¢ [a funzione di utilita dell’ Agente
U(w,e)=u(w)—v(e)

con u'(w)>0, u"(w)<0

v'(e)>0,v"(e)=0 ossia la disutilita marginale
dell’effort ¢ positiva € non
decrescente

Il principale deve specificare nel contratto 1'effort e 1l
salario che verra corrisposto in relazione ai risultati ottenuti,

w(x.), i=1,2,...,8S.

l



¢ [a funzione di utilita attesa del principale

S

27 (e)B('xi — W('xi )

i=1

¢ [.a funzione di utilita attesa dell’agente

Il contratto Pareto-efficiente € quello che risolve il
seguente problema

S.V.Zﬂ'i (e)u(w(x,))—v(e)=U

dove U & Iutilita di riserva dell’agente.
Osservazione:

1.Sia la funzione obiettivo che 1l vincolo sono concavi in
w, cosicché rispetto a w 1l problema di massimo € ben
conformato. Non abbiamo certezza che 1l problema sia
ben conformato rispetto ad e.

2.11 vincolo si configura come vincolo di partecipazione
(participation constraint).

3.Svolgiamo 1l problema immaginando che 1effort
stabilito nel contratto sia osservabile e inderogabile.



5.2 1l profilo ottimale dei1 salari

Assumiamo di avere identificato 1l livello ottimale
dell’ effort, e°.

Il problema diviene

Max iﬂi (eo )B(xi - W('xi ))

w(x;) i=1
s.v.éﬂi (eo )u (w(x,))— v(eo ) >U

La funzione Lagrangiana:

L= ("Bl — i )+ z[ia (e Y )) - v(eo)—ﬂ

i=1

Le condizioni del primo ordine

avf(l;c ) =7 (eo) '(xl — W(x1 )+ AT, (eo )u'(w(x1 ))=0
avf(l;c ) =7, (60 )B'(xz - W()C2 ))-l— 171'2 (eo )u'(w(x2 )) =0
oL

= —7T (eo )B' (xg —w(xy))+ Az (eo )u' (w(x,))=0

aw(xs )



/1{27: (el ))—v(eo)—U} -0

con [i;z,. (e (ol ))-v(eﬂ)-zﬂ —0se 10

i=1

(ovvero se 1l vincolo ¢ cogente)
S
A=0se liZ?Z'l (eo)u(w(xl- ))- v(eo)—U} >0
i=1

(ovvero se 1l vincolo non € cogente)

Consideriamo le prime S condizioni del I° ordine. Esse
implicano:

_B'( i_w('xi))
A=l

Poiché B' e u' sono maggiori di zero e con valore finito, A ¢

,perognii=1,2,...,§

strettamente positivo.

Ne consegue che 1l vincolo di partecipazione viene

S
rispettato strettamente, {Z T, (eo )M(w(xl. )) — v(eo )— U } =0,
i=l1

ossia 1l contratto ottimale proposto da P conferisce ad A
esattamente la sua utilita di riserva.

Sempre dalle condizioni del primo ordine, abbiamo



7, B'(x, —w(x,)) T u'(w(x,))

l l

7, B'(xj _W('xj))_ 7T, u'(w(xj))

Ovvero il tasso marginale di sostituzione tra redditi nei
diversi stati di natura del Principale deve essere uguale al

tasso marginale di sostituzione tra redditi nei diversi stati di
natura dell’Agente. Abbiamo ['usuale condizione che
definisce la curva dei contratti. Semplificando:

B'(xi — W(xi ) _ u'(w(xi )
B'(x; = wlx;) u(wlx;))

Quindi, per dato livello dell’ effort, ¢, le S-1 condizioni

B'(xi — W(xi ) u'(W(xi )

Blx,—wlx,) wlwls,) '

unitamente al vincolo di partecipazione

[g”" " eow( ))‘V(eo)—lﬂ )

definiscono 1l profilo dei salari negli § stati del mondo.

La regola generale che definisce le remunerazioni
contingenti con informazione simmetrica ¢: il contratto
ottimo ¢ quello che prevede che per qualsiasi coppia di1 stati
del mondo 1 tassi marginali di sostituzione tra redditi
contingenti di P e A siano uguali e che 'utilita di A sia la
sua utilita di riserva.



Adesso vediamo come si configura questa condizione in
quattro diversi casi.

5.2.1 Caso 1. Il Principale e [’Agente sono entrambi
avversi al rischio

Consideriamo la situazione in cui sia P che A sono avversi
al rischio, ossia

B"(x-w)<0, u"(w)<0

e rappresentiamo graficamente la soluzione nel caso in cui
esistono due soli risultati (stati di natura) possibili, x, € x,.

D’ora in poi indichiamo con w, = w(x,).

Poiché abbiamo due soli stati del mondo possibili,
possiamo ricorrere alla familiare scatola di Edgeworth.
Ogni punto della scatola indica una possibile ripartizione
dei risultati contingenti x;, € x, in salar1 w; e w, e profitti
x,—w; € x,—w,. Nella figura in rosso sono riportate le

curve di indifferenza che rappresentano ['utilita attesa
dell’agente, in nero quelle che rappresentano la funzione di
utilita attesa del principale.
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Ricordiamo che

1. Laddove le curve di indifferenza di A intersecano la

o) . 0
linea della certezza di A, TMS* = 7;21 EZO ng Exlz)) B :[1'? t";

(N.B. ricordiamo che 1 redditi nello stato del mondo 1
sono riportati sull’asse verticale);

2. Laddove le curve di indifferenza di P intersecano la
linea della certezza di P,

P _ ﬂz(eO)B'(xz _Wz) . 7[2(60)
= @) B —w) ~ 7,(')




3. In corrispondenza del contratto ottimo la ragione di
scambio tra redditi nei due stati del mondo € minore del

0
rapporto tra le probabilita b < (eo )
B 7 (e )

Il contratto ottimo, per dato effort, € individuato dal punto
H, in cui TMS* =TMS" e lutilita di A & pari a U. In
corrispondenza del contratto ottimo ciascuno dei due

soggetti s1 accolla parte del rischio legata alla variabilita di
x. Il criterio di ripartizione del rischio dipende dal loro
grado di avversione al rischio.

Il modo per valutare come 1l rischio viene ripartito tra 1 due
soggetti ¢ quello di verificare come una variazione di x si

riflette sul salario. Riprendiamo una generica condizione
del I° ordine:

—B'(x;, —w(x,))+ Au'(w(x,)) =0
e deriviamo rispetto a Xx;:

—B"(-)(l—d—wj+/1u" (-)[d_wj -0

dx.

4

e sostituendo otteniamo




dx, dx,

1) 20

dove A, e I’avversione al rischio assoluto dell’agente e

A, ¢ quella del principale.

Ne consegue che

dw A,
dx, A,+A,
.. A . . .
Poiché ¢ compreso tra zero e 1, in caso di
+
P A

variazione di x solo una parte dell’incremento nel risultato
va al Principale e solo una parte va all’ Agente.

e Tanto piu ¢ avverso al rischio il Principale, tanto piu la
variabilita di x si riflette sul salario.

e Tanto piu avverso al rischio ¢ 1’Agente, tanto piu la
variabilita del risultato si riflette sui profitti.



I cas1 estremi A,=0 e A,=0 corrispondono

rispettivamente alle situazioni in cui il Principale ¢ neutrale
rispetto al rischio oppure I’ Agente ¢ avverso al rischio.

5.2.2 Caso 2. Il Principale e neutrale rispetto al rischio e
[’Agente e avverso al rischio

Se 1l Principale € neutrale al rischio A, =0 e quindi

dw A,

dx. A, +A,

l

Lo schema precedente 1implica che egli assicuri
completamente 1’Agente rispetto alle fluttuazioni di x.
Possiamo vedere questo stesso risultato notando che in
questo caso B'(e) & una costante,’'

B'('xl _W(xl)) —1
B'(xz _W(Xz )

e quindi in corrispondenza del contratto ottimo

! La funzione di utilita elementare di un Principale neutrale al rischio ¢ lineare rispetto al profitto,
(B(x—w)=alx—w)) e pertanto la sua funzione di utilita attesa pud essere scritta come

S
E ox; —w; )z , dove o & una costante che senza perdita di generalita possiamo normalizzare a 1.
i=1



w, =w,

In altr1 termini, il TMS del Principale € una costante pari al

rapporto tra le probabilita,

7 B'(x, —w(x,)) _7

7, B'(x, —=w(x,)) 7,

, € puo

essere uguale al TMS dell’ Agente solo lungo la linea della
certezza dell’Agente. Questa situazione ¢ illustrata nel

grafico seguente:
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Il contratto ottimale prevede che il salario sia costante e
indipendente dal risultato (w,* = w,*=w™*). Il livello del

salario si ottiene notando che il vincolo di partecipazione
¢ cogente. In H

7" Julw )+ 2, (" Julw ) —vle’)=U
u(w*)— v(eo)z U

w¥=y" (Q + v(eo ))

5.2.3 Caso 3. Il Principale e avverso al rischio e [’Agente e
neutrale rispetto al rischio.

Se I’ Agente ¢ neutrale al rischio, A, =0 e data la formula

generale
dw A,
dx, Ap+A,

essa diviene

aw _ 4
dx, Ap

Tutta Dincertezza legata alla variabilita di x ricade

sull’Agente (cioe sul salario) che di fatto assicura il
Principale.



. 2
In questo caso u'(®) & una costante”,

0 (wix))
()

e quindi, in corrispondenza del contratto ottimo:

B'(x1 _W('xl)) —1
B'(xz _W(xz ))

('xl — W('xl )= (xz — W(Xz )=k

il profitto del principale risulta costante, indipendente dallo

stato di natura.

In altri termini, il TMS dell’ Agente ¢ una costante pari al
7w, u'(w(x,)) _ 7
mu'(wlx,)) «,
uguale al TMS del Principale solo lungo la linea della
certezza del Principale. Questa situazione ¢ illustrata nel

rapporto tra le probabilita, , € puo essere

grafico seguente:

2 2 La funzione di utilita elementare di un Agente neutrale al rischio ¢ lineare rispetto al salario
S
(u(w)= Bw) e pertanto la sua funzione di utilita attesa pud essere scritta come Z pw; ;- v(eo) ,
i=1
dove P & una costante che senza perdita di generalita possiamo normalizzare a 1.
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Il contratto ottimale prevede che il Principale riceva una
somma costante e indipendente dal risultato, una franchigia
pari a k e che 1l salario sia pertanto w, = x;, —k. Il livello

della franchigia k e quindi del salario si ottiene nuovamente
notando che 1l vincolo di partecipazione ¢ cogente. In H

7w, + 70, (I, —v(e®)=U

7 (o, k) + 7, (e Nox, =) vle")=U
()47, (" b = 7 (e )x1+7r(e0) ve')-u
k=7, Jx, + 7, Jx, —vle®)-U

In generale



5.2.4 Una situazione particolare: sia il Principale che
[’Agente sono neutrali rispetto al rischio.

In questo caso ¢ immediato notare che le curve di
indifferenza del Principale e dell’ Agente si sovrappongono
perfettamente. Qualsiasi combinazione di salari contingenti
che rispetti la condizione

7T, (eo )Wi - V(eo): U
i=1
costituisce un contratto ottimo.

5.3 La scelta ottimale dell’ effort

Come abbiamo gia sottolineato, mentre il problema di
ottimizzazione rispetto ai salart contingenti ¢ ben
conformato (la funzione che massimizziamo ¢ concava e il
vincolo ¢ anch’esso una funzione concava), il problema di
scelta del livello ottimale dell’ effort puo creare difficolta. Il
fatto che la massimizzazione rispetto a e presenti le
medesime proprieta richiede delle ipotesi sul modo in cui
I’ effort influenza la distribuzione di probabilita dei risultati.

Risolveremo il problema nei casi in cui siamo stati in grado
di ottenere una soluzione esplicita, cioe in quelli in cui o 1l
Principale o I’ Agente sono neutrali rispetto al rischio.



5.3.1 La scelta ottimale dell’effort quando il Principale e
neutrale al rischio e [’Agente e avverso al rischio.

Sappiamo che 1In questo caso 1l salario ¢ costante
(indipendente dallo stato di natura) e pari a

w¥(e)=u" (U +v(e))

Il Principale massimizza rispetto a e:

S

2T (e)(xi ~ W)

s.v. w=wle)= u” (U +v(e))

ossia massimizza rispetto a e

S

2.7 (e)x; —u™ (U +v(e))

i=1

Deriviamo rispetto a e ottenendo la seguente condizione del
I ordine (FOC)

S

Zﬂ'i "(e)x, —u™"" (U +v(e)v'(e)=0

S

Sr'(e)x, =u™"" (U+v(e)v'(e)

i=1

Questa condizione stabilisce che 1l beneficio marginale
dell’effort (al lato sinistro) — che supponiamo essere
positivo — deve essere uguale al suo costo marginale (al lato
destro), quest’ultimo misurato dal maggior salario che si



deve pagare nel contratto ottimo a fronte di un incremento
marginale nell’ effort richiesto all’ Agente.

Ma u""'=u'" e quindi u"' (U +v(e)v'(e) =

Il livello di e che soddisfa questa condizione ¢ quello
ottimo. Questo a patto che siano verificate le condizioni del
IT ordine (SOC). Riscriviamo la derivata prima rispetto a e

), )

1

= u'(w*(e))

e deriviamo nuovamente

ya (e - (u'(;(:()e»j

ma




Notiamo che, dato

wH(e)=u" (U +v(e))

dw*—u_l' vie)h'le)= V'(e)
o =W UV (e) (@)

Sostituendo, otteniamo che la derivata seconda € pari a

S ) ) )
27 @) el (@)

Il secondo e il terzo addendo sono negativi poiché u"(e)< 0

e v"(¢)>0.La SOC e rispettata certamente se

In tal caso la condizione

N
27 = @)

definisce un massimo.

Possiamo allora concludere che, se la SOC ¢ soddisfatta,
con Principale neutrale al rischio e Agente avverso al
rischio, i1l contratto ottimo ¢ definito dalle seguenti due
condizioni



(2) w*(e)=u"(U+v(e))

S
(b) X7 (e =

Un’interpretazione grafica

Nel piano (e, w) la funzione di isoprofitto del Principale

S
> 7.(e)x, —w = costante
i=1

¢ rappresentata dalla curva in rosso. Essa ¢ crescente, con

S S
pendenza > 7,'(e)x;, e concava se Y. 7z,"(e)<0. Il profitto
i=1 i=1

aumenta man mano che ¢1 muoviamo in basso e a destra.

Le curve di indifferenza dell’Agente sono crescenti e
convesse con pendenza pari a v'(e)/u'(w).

Il punto di equilibrio ¢ dato dal punto di tangenza tra la
curva di isoprofitto del Principale e la curva di indifferenza
dell’agente  corrispondente all’utilita di  riserva di
quest’ultimo. In tal punto

> 7,'(e)x, = v'(e)/u'(w) condizione di tangenza



w=w*(e)=u" (U +v(e)) vincolo di partecipazione

Curve di
isoprofitto

Profitti di P
crescenti

Alternativamente possiamo rappresentare direttamente la
(a) e la (b) sul piano (e, w).

Sappiamo gia che la pendenza della curva (a) ¢ data da:
dw _v'(e)
deay u'(w)

Per quanto riguarda la (b), definendo

Zew) =37 (e)x ).
i=1 u'(W)



essa puo essere riscritta
Z(e,w)=0, dacui

dw 0Z/de
—  =— <0
de (v 0Z /0w

Il numeratore ¢ minore di zero se valgono le SOC, il
denominatore ¢ minore di zero (v'(e)u"(w)/ (u'(w))2 ),
I’intera espressione ¢ minore di zero. Si tratta quindi di una
curva decrescente.

Notiamo che Z(e,w)=0 esprime in forma implicita
I’equazione del luogo dei punti di tangenza tra le curve di
indifferenza dell’Agente e le curve di isoprofitto del
principale (TMS tra effort e salario del Principale = TMS
tra effort e salario dell’ Agente). L’intersezione tra la (a) e la
(b) individua, lungo questa curva dei contratti il punto
corrispondente alla curva di indifferenza corrispondente
all’utilita di riserva dell’ Agente.



"

[~
=

Beneficio marginale
dell'effort = costo
marginale dell' effort

Vincolo di
partecipazione

wH - —-— -

5.3.2 La scelta ottimale dell’effort quando il Principale e
avverso al rischio e I’Agente e neutrale al rischio.

Sappiamo che in questo caso il profilo ottimale delle
remunerazioni prevede che 1l Principale riceva un
ammontare fisso e che tutta la variabilita del risultato ricada
sul salario:

w, =x,—k

Nella fase della scelta dell’effort ottimale il Principale
massimizza rispetto a e



S.V. gizi (e)wl. —v(e)=U

Sostituendo w, = x, —k, la funzione Lagrangiana diviene

L=Bk)+ z[zz (e)(x. k) v(e)— g}
Poiché 3.7 (el = k3.7 (¢) =k

A

Z”i(e)xi —k—v(e)=U

i=1

determina 1l livello ottimale di k e di e. La figura seguente
sintetizza questo risultato.



Eeneficio Ma
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5.3. 3 Entrambi gli agenti sono neutrali al rischio.

Sappiamo che in questa circostanza le curve di indifferenza
di P e di A si sovrappongono perfettamente e che il livello
dei salar1 contingenti non puo essere determinato
univocamente. Possiamo tuttavia determinare il livello
ottimale dell’ effort.

Il Principale massimizza



La funzione Lagrangiana ¢

N

L= (e)x - wi)+/1[§7[i (e)w —v(e)—Q}

i=1

Sappiamo che il prezzo ombra del vincolo, 4, ¢ dato dal
rapporto B'/u', cosicché qui A =1. Pertanto la FOC puo

essere riscritta:
> 7' (e)x, = v'(e)
i=1

Questa espressione determina 1l livello ottimale dell’ effort.
Esso ¢ compatibile con qualsiasi profilo dei  salari
contingenti, tali per cui

S

S le*)w, —vie*)=U.

i
i=1
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