Handout 6

Il moral hazard. I contratti con effort non osservabile

6.1 Le caratteristiche generali del problema

Nel caso che abbiamo studiato in precedenza

I.11 Principale offre all’Agente un contratto, in cui
specifica remunerazioni nel diversi stati del mondo e 1l
livello di effort;

2.1 Agente decide se accettare o meno

3.L’Agente adempie al contratto (offre un effort
osservabile)

4.Interviene 1’elemento casuale deciso dalla Natura

5.11 Principale remunera 1’Agente secondo 1 termini
previsti dal contratto.

Nel caso in cui I'effort non sia osservabile, esso non puo
entrare a far parte dei termini del contratto. Sara I’ Agente
che, sulla base delle proprie valutazioni, decidera il livello
di effort che per lui ¢ ottimale esprimere. L’unica cosa che
il Principale puo fare ¢ definire un profilo dei salari
contingenti che in qualche modo incentivi 1I’Agente a
scegliere liberamente proprio il livello di effort desiderato
dal Principale. Nel mondo in cui I’effort non ¢ osservabile
I’1dea chiave ¢ quella di incentivo.




Questo € un caso particolare di moral hazard. Esiste un
problema di moral hazard ogniqualvolta 1 partecipanti
hanno le medesime informazioni nel momenti in cui viene
stilato 1l contratto, ma successivamente alla stipula del
contratto 1’Agente dispone di informazioni di cui il
Principale non dispone (siano esse informazioni relative
all’effort profuso, sia informazioni relative allo stato di
natura). Si ha moral hazard quando 1’asimmetria
informativa ¢ ex-post.

Nel caso di effort non osservabile, la sequenza delle
decisioni €
I.I1 Principale offre all’Agente un contratto, in cui
specifica remunerazioni nel diversi stati del mondo;
2.1 Agente decide se accettare o meno
3.L’Agente adempie al contratto (offre un effort non
osservabile)
4.Interviene 1’elemento casuale deciso dalla Natura
5.11 Principale remunera 1’Agente secondo 1 termini
previsti dal contratto.

Le 1potesi sotto le quali studieremo questo problema sono
quelle di Principale neutrale al rischio e Agente avverso al
rischio. Sotto queste ipotesi, in condizioni di informazione
simmetrica 1l Principale assicura 1’Agente offrendogli un
‘pacchetto’ effort-salario che conferisce all’agente la sua



utilita di riserva, con un salario indipendente dagli stati di
natura ¢ un livello di effort efficiente, cioe tale per cui il
beneficio marginale dell’effort per il Principale ¢ uguale al
costo marginale che egli deve sostenere per ottenere tale
maggiore effort.

Questa configurazione efficiente — efficiente ripartizione
del rischio e livello efficiente di effort — non ¢ realizzabile
se D'effort non ¢ osservabile. Se la sua remunerazione ¢
indipendente dal risultato, I’Agente, dopo la stipula del
contratto, sceglie razionalmente di produrre 1 effort
minimo. Ma 1l ‘pacchetto’

€= Cyn
w, =w,,,y =u_ (v(e,,y)+U) perognii=1,2,...,S

non assicura una produzione di effort efficiente (sebbene
. . . . . . 1
garantisca un’efficiente allocazione del rischio).

L’unica possibilita per i1l Principale di uscire dalla trappola
dell’effort minimo ¢ quella di offrire una struttura delle
remunerazioni contingenti, tale da incentivare 1’Agente a
scegliere 1l livello di effort desiderato dal Principale. Questo
ovviamente altera I’efficiente allocazione del rischio. Esiste
un frade-off tra efficienza e incentivi.

*Questo problema non si pone se ¢ 1’ Agente a essere neutrale al rischio e il Principale
¢ avverso al rischio. Il contratto con franchigia, in base al quale la variabilita del
risultato ricade sull’Agente, garantisce che 1’Agente scelga sempre il livello ottimale
dell’effort.



Dal punto di vista formale il problema si configura nel
modo seguente.

Il Principale massimizza rispetto a e ai salari contingenti w,
la propria funzione obiettivo

Max iﬂi (e)(xl- - Wi)

Wir€ =1

sotto 1l vincolo di partecipazione

S

> 7 (ehulw)~v(e) 2U

i=1

e sotto il vincolo che e sia il livello di effort che risulta
ottimale per 1’Agente, dati 1 salari contingenti (vincolo di
compatibilita con gli incentivi, incentive compatibility
constraint):

¢€ arg max, {iﬂ (@Julw,)— V(é)}

6.2 La soluzione per 1 salari contingenti in presenza di due
livelli di effort

Assumiamo che esistano due soli livelli di effort, alto e

. . . . . H L
basso, rispettivamente indicati con e € e".

Ovviamente



vle)> viet)
Ordiniamo per livello 1 possibili risultati, cosicché
X, <Xy <Xy <. < X

Denotiamo con

la probabilita che si verifichi lo stato del mondo i se 1’effort
¢ alto, e con

La probabilita che si verifichi lo stato del mondo i se
I’ effort € basso.

Assumiamo che e sia un parametro di dominanza stocastica

del I ordine nella nostra distribuzione di probabilita,
cosicché

St <>xl perognik=1,2,...,5-1.



Per ogni k ¢ sempre piu facile ottenere risultati migliori di
x, se ’effort ¢ alto piuttosto che se I’ effort € basso.

Ovviamente:
S S
H
Zﬂ.i — ZﬂiL =1
i=1 i=1

poiché tutti 1 risultati sono possibili, dato qualsiasi livello di

effort.

Se per qualche motivo 1l Principale desidera che 1’ Agente
offra un effort basso, 1l problema di moral hazard non
esiste. Il principale offre un salario indipendente dallo stato
del mondo

w, =w" :u_l(v(eL)+Q) perognii=1,2,...,§

e I’ Agente scegli di prestare e”.

Il problema diviene interessante se il Principale desidera

(ossia & per lui ottimale) che 1’effort prestato sia e” . In tal
caso 1l Principale massimizza rispetto ai w,

Max iﬂi (eH )(xi -w;)

l
Wi =1



Sotto il duplice vincolo che

(a) L’Agente accetti 1l contratto (participation
constraint)

Zﬂ'i (eH )u(wl.)—v(eH)Z U

(b) L’Agente trovi ottimale produrre effort e” (incentive
compatibility constraint).

> [z e")- 7 et o) 2 v(e)-vlet)

Tale condizione stabilisce che il beneficio in termini
di utilita attesa del maggior effort deve essere
maggiore della sua maggiore disutilita.

La funzione Lagrangiana si configura nel modo seguente:



L(w; A, u)= éﬂiH (x, — wi)+/l(éﬂ'iHu(wi)— v(eH )—Qj +

+ﬂ{i(ﬂf’ -} )M(Wi)‘v(eH)”(eL)}

i=1

Derivando rispetto ai w;, otteniamo le seguenti FOC

L o)+l () =0

Wi

OL ol Al () + et = (o) = 0

S, 2 y W \W, )+ U\, — 70, Ju\w, )=
w,

e o) sl b ) =0
s

La i-ma FOC puo essere riscritta

ﬂ-iH = ﬂ”iH +ﬂ(7z'iH _ﬂ-iL)

' (w;)

Da essa possiamo trarre informazioni sul valore dei
moltiplicatori di Kuhn-Tucker. Infatti,

¢ sommando per tutti gli i



S 7Z.ZH S,

;u'(m)—l;ﬂ +,u(27r l;zij
S 7[1

P )

e pertanto 1l vincolo di partecipazione € cogente.

e dividendo la FOC per 7"

1 xr
) z
u'(Wi) +ﬂ( ﬂiHj

Sulla base di questa relazione, se 4 ¢ maggiore di zero

(aspetto su cui torneremo in seguito) 1l salario contingente
L




L’1importante implicazione ¢ che 1l salario contingente ¢
H

i
e

l

ha un

crescente nel risultato solo nella misura in cui

profilo crescente. Questo non ¢ implicito nella semplice
ipotesi che e sia un parametro di dominanza stocastica del
primo ordine.

Per esempio, se abbiamo quattro risultati possibili
(%5, 25, x,)

ordinati dal piu piccolo al piu grande, e le seguenti due

distribuzioni di probabilita associate ai due diversi livelli
dell’ effort:

rp =04, 7,=04, 7y =01, z;=0.1
' =02, 7 =03, x/=03 x!=02

¢ evidente che siamo di fronte a un caso di dominanza
stocastica del primo ordine. Tuttavia il rapporto tra le

ooooo

H H
=05 22=075 =3 i)

H
T -
L

o T /5 Ty



o : T, T,
e non esibisce un profilo sempre crescente: >,

La regola che abbiamo appena determinato stabilisce che 1l
salario proposto dal Principale sia maggiore nel caso in cui
s1 osservi x, piuttosto che in quello in cui si osservi x, e

questo nonostante il fatto che x, > x;. Il motivo risiede nel

fatto che 1l verificarsi di x, ¢ ’evento che maggiormente

segnala il fatto che I’ effort profuso sia e” - & I’evento che &
relativamente pill probabile osservare se e=e”’- e
attraverso lo schema dei salari contingenti 1l Principale
cerca proprio di indurre nell’ Agente la decisione di offrire
e” . B’ pill incentivante in questo senso pagare un salario
piu elevato nello stato del mondo 3, piuttosto che nello stato
del mondo 4.

In generale, il salario non dipende positivamente dal

risultato, ma dal likelihood ratio "' /n" .

Il salario viene a dipendere positivamente dal risultato solo
se 1l likelihood ratio ¢ crescente. L’effort non deve solo
essere un parametro di dominanza stocastica del I ordine,
ma deve anche esibire la cosiddetta monotone likelihood
ratio property.



Prima di concludere questa sezione verifichiamo che
effettivamente 1l moltiplicatore di Kuhn Tucker del vincolo
di compatibilita con gli incentivi sia diverso da zero.

Supponiamo per assurdo che sia pari a zero. Allora la FOC
H

= ﬂ”iH +ﬂ(7z'iH _ﬂ-iL)

' (w;)

diverrebbe

E questo comporterebbe salari invarianti tra stati di natura e
indipendenti dal risultato. Ma se 1l salario fosse invariante,
il vincolo di compatibilita degli incentivi non sarebbe mai
rispettato. Infatti, con w invariante



02 v(eH )—v(eL)

che ¢ ovviamente falso.

6.3 La scelta ottimale del livello di effort

Nella sezione precedente abbiamo ipotizzato che il livello

ottimale dell’effort per il Principale fosse e¢” . Ma & sempre
vero questo? Risolviamo questo problema graficamente nel
caso in cul esistano sue soli stati del mondo e quindi due
soli risultati possibili, x; < x,.

Definiamo

) =x" e nr=x"

Cosicché
zl=(-7")e zt=(1-7")

Poiché I’effort € un parametro di dominanza stocastica del
I° ordine, 7" > x*.

Seguendo la procedura del caso generale, abbiamo che il
Principale



Max(l—ﬂ'H )(x1 —w,)+7x"(x, —w,)

Wy, W, ,e

S.V.

(1= 7" Ju(w)+ 7" u(owy ) = ve")
(1 — " )u(wl)+ 7 u(w,)— v(eH)

AVAR V4

— 78 u(w,) + 2 ulw, ) - viet)

Individuiamo 1’insieme delle coppie (w,,w,) tali per cui il
vincolo di compatibilita con gli incentivi ¢ cogente.
Risolviamo per u(w,)

(=2 Juw )+ 2", ) = vle™ )= (1= 7" Julow, )+ 2 ulow, ) = ve*)

M(Wz)(ﬂ'H _EL): M(Wl)(ﬂH _EL)"'V(eH)_V(eL)

u(W2 ) = M(W1)+

Il luogo dei punti (w,,w,) che soddisfa questa condizione &
rappresentato nella figura seguente (curva f(w,w,)) e
mostra che affinché 1’Agente produca e” occorre un
incentivo in termini di w, > w;. La figura successiva mostra

come tale curva sia, per costruzione, il luogo dei punti in
cui si intersecano le curve di indifferenza dell’ Agente
associate a una medesima utilita, sotto diversi regimi di

effort.



w
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Notiamo che la pendenza delle due curve ¢
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cosicché lungo la f(w,,w,), la curva di indifferenza con

effort e interseca quella con effort e" dall’alto.

w

Jow, w,)

Ttilita attesa
di A aurnenta

U=U"see=¢

Ua v(e®) _ v(el) w,

Costruiamo adesso il luogo delle coppie (w,,w,) per cui il

principale & indifferente tra " ed e”. Esse soddisfano:
(l_ﬂ'H )(x1 —w)+ 7" (x, —w,) = (I_EL)(xl —w)+ 7" (x, —w,)
e quindi

(xl_wl):(xz_wz)



Ci0 significa che tali coppie coincidono con la linea della
certezza del Principale. Esse sono il punto di intersezione

delle due rette di isoprofitto del principale associate a un
medesimo livello di profitto sotto il regime e” e il regime

H
e .

P preferisce e

Profitto atteso
11-'1 diP aumeni/

1'1 - 11-'1

P preferisce e©

N - ",

Notiamo che ovviamente lungo la f(w,,w,) 1utilita attesa
di A aumenta muovendosi in direzione nord-est, lungo la
linea della certezza del principale 1l profitto atteso aumenta
muovendosi in direzione sud-ovest.

Adesso sovrapponiamo le due figure, considerando per
I’ Agente 1l livello di utilita paria U .



Il contratto che P vorrebbe offrire in caso di informazione
simmetrica ¢ H, associato a un effort elevato. Ma con effort

non osservabile, se P sceglie H, A offre e’ ottenendo una
utilith maggiore di U. Se vuole ¢”, P deve offrire H’, in

corrispondenza del quale e” & compatibile con gli incentivi
dell’agente. In effetti, in questo caso P sceglie proprio H’

poiché i profitti che consegue con H’ ed effort e” (retta di
1soprofitto rossa) sono maggiori di quelli che otterrebbe

offrendo L con effort e" (retta di isoprofitto nera) — il punto
A ¢ piu a sud-ovest di A’.

X—wW,

Ucone .
Xi—w,

w

Ucon et




Si noti che non sempre I’effort ottimale & e¢” . Nella figura
seguente, 1n cul non sono rappresentate le curve di
indifferenza, vediamo una configurazione di L, H e H’ per
cui P sceglie L.

X, - w

Da che cosa ¢ identificato un punto come H’? Dalle due
condizioni:

u(w,)=u(w )+ V(eH)_ ( L)

vle
" ~x*)

(1 — " )u(w1)+ 7" u(w,)— v(eH): U.



6.4 1l caso in cui Ueffort € una variabile continua. Il First
Order Approach

Assumiamo ora che l'effort sia una variabile continua,

ec e ]. In questo caso il vincolo di compatibilita con

min ° emax

gli incentivi

e € argmax, {g‘ﬂi (@)u(w,)- V(@)}

diviene analiticamente difficile da trattare. Sotto talune
condizioni significativamente restrittive, €sso puo essere
sostituito con la condizione del primo ordine di
massimizzazione dell’utilita attesa dell’Agente. In questo
caso il Principale massimizza

MaxY 7. (e)(x, - w,)

Wir€ =]
S.V.
> 7.(e)u(w,)—v(e)=U vincolo di partecipazione
> 7' (e)u(w,)—v'(e)=0 vincolo di compatibilita con gli

icentivi



La funzione Lagrangiana si configura allora nel modo
seguente:

L(w,.;z,m:ia(e)(x,.—wi)m(im(e)u(wi)—v<e>—aj+

i=1 i=1

) S (o) (€)

Deriviamo rispetto a w, per ottenere la seguente FOC:

oL

ﬁ__ﬂi(e)_'_ﬂ'ﬂi(e)u'(wi)+;U7Z-i'(e)u'(wi):O i=1,...,§

Dividendo per 7u'(w,) otteniamo

1 ﬂi'(e)
u'(Wi)_ﬂ-'_lu ﬂ-i(e)

N.B. Questa formula ¢ I’esatto equivalente di quella che
abbiamo visto nel caso discreto e prevede che 1l salario sia
crescente nel rapporto 7,'(e)/7,(e). Se quest’ultimo &

crescente in i (monotone likelihood ratio property), allora 1l
salario € crescente nel risultato.



Massimizziamo ora rispetto a e, ottenendo la seguente
FOC:

S = (el =) +A{ el )-v o) |+

1

+ ,Lt{izgiﬂi"(e)u(wi)—v"(e)} -0

Ma 1l secondo addendo ¢ pari a zero se vale il vincolo di
compatibilita con gli incentivi, quindi

7 - 4l S o) ()]0
S, (6= 3 (e~ S eulor) = )|

Il Iivello di effort ottimale ¢ definito dalla condizione che il
suo beneficio marginale sia uguale al suo costo marginale.
Quest’ultimo ¢ par1 al maggior salario atteso al netto
dell’incremento dell’utilita marginale netta dell’effort per
I’ Agente necessario affinché il vincolo di compatibilita con
gli incentivi sia rispettato (quest’ultimo ponderato con il
prezzo ombra del vincolo).

Se nel caso di informazione simmetrica i1l livello ottimale
dell’effort scaturisce dal confronto di un beneficio



marginale € un costo marginale legato al vincolo di
partecipazione, qui il trade-off coinvolge il vincolo di
compatibilita con gli incentivi.

Il problema connesso all’uso del First Order Approach
consiste nuovamente nel fatto che le condizioni del I°
ordine non sono sufficienti a garantire che 1’Agente stia
massimizzando rispetto all’effort. Solo particolari forme
della relazione 7,(e) garantiscono che il problema sia

concavo rispetto a e, € quindi che anche le condizioni del
. . . 2
II° ordine siano rispettate.

6.4.1 Un’applicazione del First Order Approach.
Distribuzioni di probabilita lineari nell’ effort

Sia ee [0,1]. Indichiamo con !t =7x,(0) e con " =7x(1).

] I

Assumiamo che:

7. (e)= eJZ'l.H +(1- e)f[iL

l

In questo caso il problema dell’ Agente € concavo in e. La
sua funzione di utilita attesa diviene infatti:

? Chi fosse interessato ad approfondire questo argomento puo ritirare presso I'ufficio del docente una prima
bibliografia di approfondimento.



S S H
= Z”iLu(Wi )+ e [7[1‘ - ﬂiL}”(Wi )—v(e)
i=1 i=1
La sua derivata prima ¢ pertanto:
N
Z[”iH _ﬂ-iL}”(Wi)_ v'(e)
i=1

e la sua derivata seconda
—v"(e)<0.
Possiamo allora applicare 1l First Order Approach.

Il Principale massimizza:

S
Max ) [ef[l.H +(1-e)zf ](xl. —-w,)
Wir€ =]
S.V.
[ _u
Sler,” +(1—e)r! }/(wl. )—v(e)=U vincolo di part.
i=1
[ _u
" —xf }/(Wl- )—v'(e)=0 vincolo di compatibilita inc.

g/
i=1




La funzione Lagrangiana:

S

L= Z[eﬂ.iH + (l_e)ﬂiL]('xi —w,)+

p—

~

+A

e

N
Il
—_

B (l—e)ﬂ'iL]/(wi)—v(e)—Qj +
:7z.iH - ”iL}/’(Wi ) —V' (e)j

-

-~
Il
—_

+

Deriviamo la funzione Lagrangiana rispetto a w;, ottenendo

la seguente FOC:

O _ Jer? + (o) [+ aller” + (1= )z br(w)+

ow,
+,u[7zl.H —ﬂf]u'(wl.):o i=12,...8

La soluzione completa ¢ data allora:

a) Dalle seguenti S condizioni del primo ordine:

b) Dalla seguente condizione del I° ordine rispetto a e:



Il
-

oL 3 L "
e Z[ — 7 ](xi_wi)_v (e)

i=1

c)Dai due vincoli:

ex! +(1-e)rt h(w,)—v(e)=U

M-

-~
Il
—_

.M%

N
Il
AL

Questo sistema di S + 3 equazioni determina gli S salari
contingenti, il livello dell’effort e 1 moltiplicatori 4 e .



