
Handout 3 

La dominanza stocastica 

3.1 Introduzione 

Immaginiamo due prospetti che abbiano le medesime 

conseguenze negli S stati di natura possibili, ma che 

differiscano tra loro per la probabilità del verificarsi di 

questi stati. 

Prospetto 1: 

( )SSccc πππ ,...,,,,...,, 2121  

Prospetto 2: 

( )SSccc πππ ~,...,~,~,,...,, 2121  

In linea di principio i due prospetti potranno essere ordinati 

in modo diverso da individui diversi sulla base della loro 

utilità attesa. L’interrogativo che ci poniamo è: vi sono casi 

in cui, indipendentemente dalla specifica forma della 

funzione di utilità elementare ( )cv , si possa essere certi che 

un individuo avverso al rischio sceglierà uno dei due?  

Esistono casi in cui l’ordinamento dei prospetti è – data 

l’avversione al rischio – in un certo senso ‘oggettivo’, cioè 

dipende non dalle preferenze, ma da caratteristiche 

intrinseche dei prospetti stessi? 

 



3.2 La dominanza stocastica del primo ordine 

 

Consideriamo i seguenti tre prospetti: 

Prospetto 1:   







3

1
,

3

1
,

3

1
;7,5,3  

Prospetto 2:   ( )5.0,3.0,2.0;7,5,3  

Prospetto 3:   ( )7.0,2.0,1.0;7,5,3  

E’ immediato verificare che, quale che sia la forma della 

funzione ( )cv , se essa è crescente in c, l’agente preferirà il 

prospetto 3 al prospetto 2 e quest’ultimo al prospetto 1. 

 

Per formalizzare questa intuizione trasponiamo il nostro 

problema nel continuo. Assumiamo: 

[ ]maxmin ,ccc ∈  

Assumiamo inoltre che la distribuzione di probabilità di c 

sia data dalla funzione di densità )(cf . Ricordiamo che 

• il valore atteso di c è allora dato da  

( )dcccfcEC
c

c∫=≡ max

min

 

• la funzione cumulata ( ) ( )dxxfcF
c

c∫=
min

 associa a ogni 

c la probabilità di osservare una realizzazione minore 

o uguale a c. 



La funzione di densità e la funzione cumulata: 

Nel grafico seguente vediamo la corrispondente funzione 

cumulata: 



 

 

N.B. L’area ombreggiata coincide con il valore atteso di c. 

Dimostrazione: 

Regola generale dell’integrazione per parti: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫ −=
β

α

β

α

β

α
dccgcFcFcgdccfcg '  

Allora  

 ( )[ ]∫ ∫ =−== max

min

max

min

max

min
)()(

c

c

c

c

c

c dccFccFdcccfEC  

( )dccFc
c

c∫− max

min
max .  

Ma ( )dccFc
c

c∫−× max

min

1max  è esattamente l’area ombreggiata. 



Adesso immaginiamo che vi siano tre distribuzioni 

rappresentate dalle funzioni di densità f , g e z, cui sono 

associate le corrispondenti funzioni cumulate: 

[ ]maxmin ,ccc ∈  

( ) ( ) ( )∫ <==→
c

c
fdataccdxxfcFcf

min

~Pr  

( ) ( ) ( )∫ <==→
c

c
gdataccdxxgcGcg

min

~Pr  

( ) ( ) ( )∫ <==→
c

c
zdataccdxxzcZcz

min

~Pr  

E immaginiamo che all’individuo venga chiesto di ordinare 

tre prospetti in cui sul medesimo supporto [ ]maxmin ,cc  sono 

definite le tre differenti funzioni di densità . 

Se f , g e z sono tali da generare la seguente configurazione 

delle distribuzioni cumulate, allora si può dire che G 

domina stocasticamente F al primo ordine, e Z domina 

stocasticamente G al primo ordine. Un individuo che è 

caratterizzato da una funzione di utilità elementare 

crescente nel reddito preferirà la distribuzione Z a G, e G a 

F.  

Formalmente ( )cG  domina stocasticamente al primo ordine 

( )cF  se ( ) ( )cFcG ≤  per ogni c e almeno per alcuni c vale 

la diseguaglianza stretta. 

 



 

 

 

N.B. La dominanza stocastica del primo ordine implica un 

maggiore valore atteso. Ma un maggior valore atteso non 

implica dominanza stocastica del primo ordine.  

Nella figura seguente alla funzione cumulata G è associato 

un maggior valore atteso, ma G non domina 

stocasticamente al primo ordine F perché per cc <  

abbiamo che ( ) ( )cFcG > . 

 

 



 

 

In caso come questo posso avere un criterio aggiuntivo di 

ordinamento delle distribuzioni, che faccia riferimento 

esplicito all’avversione al rischio. 

3.3. La dominanza stocastica del secondo ordine 

Si dice che la distribuzione G domina stocasticamente la 

distribuzione F al secondo ordine se per ogni c, 

( ) ( )∫∫ ≤
c

c

c

c
dxxFdxxG

minmin

 

ossia, 

( ) ( )( ) 0
min

≤−∫
c

c
dxxFxG  

con intervalli di c per cui vale la diseguaglianza stretta. 



 

 

 

Se per ogni c, facendo la somma delle aree ombreggiate con 

segno –  e con segno +, il valore complessivo è negativo, 



allora G domina stocasticamente al secondo ordine F. Se 

inoltre in corrispondenza di maxc  la somma delle aree con 

segno positivo e consegno negativo è esattamente pari a 

zero, cioè se 

( ) ( )( ) 0
min

≤−∫
c

c
dxxFxG   per ogni maxcc ≠  con intervalli di c 

per cui vale la diseguaglianza stretta e 

( ) ( )( ) 0
max

min

=−∫
c

c
dxxFxG  

allora F è un mean preserving spread (amplificazione a 

media costante) di G. Un caso di mean preserving spread è 

illustrato nella figura seguente. 

 

 



 

3.4 Dominanza stocastica e avversione al rischio. 

Dimostrazione formale. 

Adesso dimostriamo formalmente che la dominanza 

stocastica implica inequivocabilmente la preferenza da 

parte di operatori avversi al rischio. 

Consideriamo una famiglia di distribuzioni di probabilità 

definiste su un comune supporto [ ]maxmin,cc : 

( )θ,cf  

dove θ è un parametro della distribuzione. La distribuzione 

cumulata è 

( ) ( )∫=
c

c
dxxfcF

min

,, θθ  

• La dominanza stocastica del I° ordine può essere 

espressa come 

0≤≡
∂

∂
θθ

F
F

   per ogni [ ]maxmin,ccc ∈ , con 

diseguaglianza stretta per qualche c 

• La dominanza stocastica del II° ordine può essere 

espressa come 

( )∫ ≤
c

c
dxxF

min

0,θθ  per ogni [ ]maxmin,ccc ∈  con 

diseguaglianza stretta per qualche c. 



 

Definiamo l’utilità attesa come 

( ) ( ) ( )∫= max

min

,,
c

c
dccfcvcU θθ  

Vogliamo dimostrare che 

• Se 0<≡
∂

∂
θθ

F
F

   per ogni [ ]maxmin,ccc ∈ , allora 0>
θd

dU
 

• Se ( )∫ ≤
c

c
dxxF

min

0,θθ  per ogni [ ]maxmin,ccc ∈  con 

diseguaglianza stretta per qualche c, allora 0>
θd

dU
. 

 

Consideriamo la funzione di utilità attesa e integriamo per 

parti: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫ −== max
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max
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',,,,
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c
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c

c
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( )∫−= max
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'
c

c
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d

dU
θθ

 

Se θ è tale per cui 0≤θF  per ogni [ ]maxmin,ccc ∈  ed è 

strettamente negativo per alcuni valori di c, è sufficiente 



che ( ) 0' >cv  perché θddU  sia maggiore di zero. Abbiamo 

così dimostrato la prima proposizione. 

Definiamo ora 

( ) ( )∫=
c

c
dxxFcT

min

,, θθ θ   

(si tratta della misura delle aree ombreggiate delle figure 

precedenti). Se θ è un parametro di dominanza stocastica 

del II ordine, ( ) ( ) 0,,
min

≤= ∫
c

c
dxxFcT θθ θ  per ogni 

[ ]maxmin,ccc ∈  con diseguaglianza stretta per qualche c, 

Riconsideriamo 
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c

c
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d
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θ θ  

E nuovamente integriamo per parti 
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Se θ è un parametro di dominanza stocastica ( ) 0, ≤θcT  e 

quindi 



( ) ( ) ( ) ( ) 0",',
max

min
maxmax >+−= ∫

c

c
dccvcTcvcT

d

dU
θθ

θ
 se 

( ) 0" <cv  

3.5 Osservazioni conclusive 

1. Né la dominanza stocastica del I ordine, né quella del II 

ordine sono ordinamenti completi. 

2. La dominanza stocastica del I ordine implica maggiore 

valore atteso, ma non viceversa. 

3. La dominanza stocastica del II ordine implica minore 

varianza, ma non viceversa 

4, La dominanza stocastica del I ordine implica quella del II 

ordine. 

 

 

 

 


