
Handout 2 

L’allocazione ottimale del rischio 

2.1 Il framework di base 

Assumiamo che l’incertezza fronteggiata da un individuo 

assuma la forma di due possibili stati del mondo, lo stato 1 

e lo stato 2, che si verificano con date probabilità e cui sono 

associate due diverse conseguenze.  In altri termini, 

l’individuo è soggetto alla seguente lotteria 

 

Sia  la funzione di utilità elementare. Allora in base 

alla regola dell’utilità attesa, in questa situazione l’utilità 

attesa dell’individuo è 

         (1) 

Possiamo leggere questa funzione come una normale 

funzione di utilità, i cui argomenti sono i redditi nei due 

stati del mondo: date le probabilità del verificarsi dei due 

stati,  rappresenta qui l’utilità (attesa) di un 

individuo che percepisce  se si verifica lo stato 1 e 

percepisce  se si verifica lo stato 2. Le due conseguenze 

 e  possono essere interpretati come ‘redditi 

contingenti’ (contingent claims), ossia redditi che si 

percepiscono solo subordinatamente al fatto che si verifichi 

lo stato del mondo corrispondente.  



La funzione di utilità (1) può essere rappresentata con una 

usuale mappa di curve di indifferenza. Differenziando 

totalmente e imponendo che  

 

otteniamo che lungo una curva di indifferenza 

                                                             

 

 

 



   Osservazioni: 

 

a) Il tasso marginale di sostituzione è decrescente se 

l’individuo è avverso al rischio  

b)  Lungo la 45° abbiamo le coppie 21 cc = , ossia le 

situazioni certe 

c) Laddove 21 cc =  (ossia lungo la linea della certezza), 

2

1

π
π

=TMS  

Specifichiamo adesso la situazione rischiosa iniziale in cui 

si trova l’individuo; attribuiamo cioè un ben preciso valore 

a 1c  e 2c : 

11 cc =  

22 cc =  

In questa situazione il valore atteso di c è: 

2211ˆ ccc ππ +=  

Nel piano ( )21,cc  possiamo ora individuare tutte le 

combinazioni di contingent claims che hanno il medesimo 

valore atteso della coppia ( )21,cc . Esse soddisfano la 

condizione  

22112211 ˆ ccccc ππππ +==+  e sono rappresentate dalla retta 

LL. 



 

Osservazioni (ovvie): 

a) il punto ( )21,ccC =  giace ovviamente sulla retta LL; 

b)  nel punto di intersezione della LL con la linea della 

certezza ccc ˆ21 == ; 

c) la pendenza della LL è 
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In sintesi lungo la LL abbiamo tutte le possibili lotterie 

che hanno il medesimo valore atteso della lotteria iniziale 

fronteggiata dall’individuo. 

Qual è tra queste lotterie di pari valore atteso quella 

preferita dall’individuo? Quella che lo colloca sulla curva 

di indifferenza più elevata. 



Condizione di tangenza: 
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=    che richiede ( ) ( )21 '' cvcv = , ossia 21 cc = . 

La ‘lotteria’ preferita dall’individuo è quella in cui non vi 

è incertezza, all’intersezione tra la LL e la linea della 

certezza. 

“The certainty of having income ĉ  is preferred to any combination ( )21,cc  

whose mathematical expectation is ĉ ” 

Questo è evidentemente un modo alternativo di dimostrare 

che un individuo avverso al rischio non accetta una 

scommessa equa. 

 

 



2.2 Il mercato dei contingent claims 

Abbiamo interpretato 1c  e 2c  come ‘titoli’ a ricevere il 

corrispondente reddito nel caso si verifichino 

rispettivamente lo stato del mondo 1 e 2. Questi redditi 

contingenti possono essere scambiati sul mercato: per 

esempio, posso rinunciare a un certo ammontare di reddito 

nel caso in cui si verifichi lo stato del mondo 1, in cambio 

di un maggior reddito se si verifica lo stato del mondo 2. In 

questo caso vendo parte del mio ‘contingent claim’ relativo 

allo stato 1 in cambio di un ‘contingent claim’ relativo allo 

stato 2. L’esempio tipico è il contratto di assicurazione in 

cui si rinuncia a un certo ammontare di reddito in alcuni 

stati in cambio di reddito in altri stati.  

Esiste un mercato dei contingent claims e quindi esiste un 

prezzo dei contingent claims. 

Riconsideriamo il nostro agente che ha una dotazione di 

contingent claims 1c  e 2c . Se il titolo che dà diritto a una 

unità di reddito nello stato del mondo 1 ha sul mercato un 

prezzo 1P  e quello che dà diritto a un’unità di reddito nello 

stato del mondo 2 ha prezzo 2P , il valore della dotazione di 

contingent claims è 2211 cPcP + . Scambiando contingent 

claims sul mercato, l’individuo potrà accedere a tutte le 

situazioni (coppie ( 1c , 2c ) tali per cui è rispettato il seguente 

vincolo di bilancio: 



22112211 cPcPcPcP +=+  

 

Nella figura il punto C rappresenta la situazione iniziale, la 

retta LL (in rosso) rappresenta tutte le combinazioni di 

contingent claims che hanno il medesimo valore atteso 

rispetto a C, le rette PP e PP’  vincoli di bilancio 

fronteggiati dall’agente rispettivamente in un caso in cui 

( ) ( )2121 / ππ>PP  e ( ) ( )2121 / ππ<PP . 

 

La massimizzazione dell’utilità attesa porta allora alla 

seguente condizione: 
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da cui possiamo trarre il seguente teorema. 

2.3 Il teorema fondamentale dell’allocazione del rischio 

Se esiste un mercato in cui i contingent claims possono 

essere scambiati a un dato vettore di prezzi, allora ogni euro 

speso per detenere il diritto a una unità di reddito in uno 

stato del mondo deve conferire la medesima utilità attesa di 

quello speso per detenere il diritto a una unità di reddito 

negli altri stati del mondo. 

 



( ) ( )
2

22

1

11 ''

P

cv

P

cv ππ
=  

La figura seguente mostra la scelta di allocazione ottimale 

del rischio del nostro agente rappresentativo. 

Partendo da una dotazione iniziale di contingent claims 

rappresentata dal punto C, egli si colloca lungo la linea 

della certezza se 
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bilancio a sinistra della linea della certezza se 
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colloca sulla propria retta di bilancio alla destra della linea 

della certezza se 
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  (ricordiamo che il TMS è 

decrescente e che esso è pari a 
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 all’intersezione con la 

linea della certezza).  

Se il mercato consente di scambiare contingent claims a un 

prezzo relativo pari al rapporto tra le probabilità – cioè se il 

mercato offre la possibilità di scommesse eque – allora 

l’agente si colloca sulla linea della certezza (si assicura 

completamente rispetto alla variabilità del suo reddito tra 

stati di natura). Se il mercato offre scambi tra redditi nei 

vari stati di natura a un prezzo relativo diverso dal rapporto 

tra le probabilità l’agente si colloca in corrispondenza di un 

punto (A nel primo caso, A’ o A” nel secondo caso, nella 



figura seguente) in cui l’agente affronta comunque una 

situazione rischiosa (in A una scommessa il cui valore 

atteso è maggiore rispetto alla situazione iniziale; in A’ una 

assicurazione parziale, in A” nuovamente una scommessa il 

cui valore atteso è maggiore rispetto alla situazione 

iniziale). Tale situazione è quella che meglio compensa, ai 

prezzi di mercato, la rischiosità della sua dotazione iniziale. 

 

Il fatto che un agente sia avverso al rischio non implica che 

egli non trovi mai ottimale scegliere situazioni rischiose. 

2.5 La statica comparata della condizione di ottimo 

a) Variazioni della dotazione di contingent claims a parità 

di valore di mercato. 



Poiché si tratta di movimenti lungo il vincolo di 

bilancio, la scelta ottima dell’agente resterà invariata. 

WcPcPcPcP =+=+ '' 22112211  

 

b)  Spostamenti del vincolo di bilancio parallelamente a 

se stesso 

Riconsideriamo la condizione di ottimo: 
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Se il vincolo di bilancio (market line) si è spostato 

verso l’esterno, almeno un contingent claim deve 

aumentare. Assumiamo che sia 1c . 

Ma se ↑1c , allora 
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Per dati prezzi e date probabilità questo può avvenire 



se ↑2c .  Aumentano sia 1c   che 2c . Non esistono 

contingent claims inferiori. 

c) Variazione del prezzo di un contingent claim 

Assumiamo che ↑1P . Studiamo dapprima l’effetto di 

sostituzione utilizzando il metodo della variazione 

compensativa (cioè lungo la medesima curva di 

indifferenza). Non sappiamo che cosa accade a  
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pari a un nuovo 
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 Due possibilità 

• ↑λ , 
( )

↑
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P

cv'π
 ergo ↓ic  per ogni 1≠i  

• ↓λ , 
( )
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P

cv'π
 ergo ↑ic  per ogni 1≠i  

A parità di utilità (lungo una curva di indifferenza) 

occorre quindi che 

• o ↑1c  e ↓ic  per ogni 1≠i  

• o ↓1c  e ↑ic  per ogni 1≠i  

Ma la prima opzione non è possibile perché se ↑1c  

allora ( ) ↓1' cv , e questo, unitamente a ↑1P , 



implicherebbe 
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implicherebbe che per ogni i 
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 e quindi ↑ic . 

Tutti i ic  aumenterebbero e questo è incompatibile 

col fatto di essere sulla stessa curva di indifferenza. 

Quindi vale la seconda opzione. L’effetto di 

sostituzione è comunque negativo. Abbiamo già 

vista che i contingent claims sono beni normali, e 

quindi l’effetto di reddito opera nel senso regolare. Il 

fatto che i due effetti si rafforzino o si 

controbilancino dipende dal fatto che nella situazione 

iniziale il nostro agente sia un acquirente o un 

venditore netto dei contingent claims il cui prezzo è 

variato. 

 

2.6 La misura dell’avversione al rischio 

2.6.1 L’avversione al rischio assoluto 

Consideriamo un individuo la cui dotazione iniziale di 

contingent claims sia data dal punto ( )21,ccC =  e che dati i 

prezzi 1P  e 2P  abbia scelto il punto ottimo ( )*

2

*

1 ,* ccC = . La 

distanza orizzontale tra *C  e la linea della certezza 

rappresenta l’absolute consumption risk fronteggiato dal 

consumatore: esso è esattamente pari a ( )*

1

*

2 cc − . 



 

Se tracciamo a partire da C* la parallela alla linea della 

certezza, otteniamo punti in cui l’absolute consumption risk 

è costante. 

Immaginiamo adesso che la dotazione iniziale aumenti a 

parità di prezzo relativo e che la market line si sposti quindi 

verso destra, parallelamente a se stessa, come nella figura. 

Se a seguito di questo aumento il sentiero di espansione dei 

contingent claims ottimali coincide con questa parallela, il 

rischio assoluto del consumatore rimane costante; se il 

nuovo ottimo si colloca al di sotto della parallela il rischio 

assoluto decresce; se si colloca al di sopra il rischio 



assoluto cresce. Nel primo caso si dice che abbiamo 

avversione al rischio assoluto costante, nel secondo 

avversione al rischio assoluto crescente (poiché si tende a 

ridurre progressivamente il consumption risk), nel terzo 

avversione al rischio assoluto decrescente (perché si accetta 

un consumption risk via via più elevato). 

La domanda che ci poniamo è: che caratteristica peculiare 

esibisce la funzione di utilità elementare di un individuo 

che abbia avversione al rischio 

costante/crescente/decrescente? 

Partiamo dal TMS, e studiamo come esso varia lungo la 

parallela PP alla linea della certezza, utilizzata come 

benchmark. 
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Prendiamo il differenziale totale: 
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Ma lungo la parallela alla 45° dcdcdc == 21 . 
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Adesso consideriamo un individuo il cui sentiero di 

espansione sia tale per cui la sua nuova scelta ottima è al di 

sopra della retta PP, per es. in D*. Sappiamo per 

definizione che questo individuo ha un’avversione al 

rischio assoluto decrescente. 

  

 

In D* il rapporto tra i prezzi non è mutato e quindi il TMS 

in D* è uguale al TMS in C*. Ma allora, poiché il TMS è 

decrescente, se l’individuo si colloca in D*, lungo la 



medesima curva di indifferenza all’intersezione con la PP il 

suo TMS va diminuendo: 
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Se dc > 0, questo implica 
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Questo è quanto avviene nel nostro esempio in cui siamo 

partiti da 21 cc < .  

Possiamo allora dire che se l’individuo esibisce avversione 

al rischio assoluto decrescente (decreasing absolute risk 

aversion, DARA), all’aumentare di c – nel nostro caso da 1c  

a 2c  – la funzione 

( ) ( )
( )cv

cv
cA
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"
−≡  è decrescente in c. 

Con dimostrazione analoga possiamo verificare che se 

l’individuo si colloca in un punto come D’ – cioè esibisce 

un’avversione al rischio assoluto crescente (increasing 

absolute risk aversion, IARA)– la sua funzione ( )cA  è 



crescente in c. Infine, se il suo sentiero di espansione 

coincide con PP (avversione al rischio assoluto costante, 

constant absolute risk aversion, CARA), la sua funzione 

( )cA  è una costante. 

2.6.2 L’avversione al rischio relativo 

In quanto abbiamo appena visto l’avversione al rischio 

viene misurata in base all’attitudine ad aumentare/ ridurre/ 

mantenere costante l’absolute consumption risk. Esiste 

un’altra importante misura dell’avversione al rischio che si 

basa sull’attitudine ad aumentare/ ridurre/ mantenere 

costante il relative consumption risk, misurato dal rapporto 

tra 2c  e 1c . 

 



Se all’aumentare del proprio endowment l’individuo si 

muovo lungo il medesimo raggio che passa per C*, egli 

mantiene inalterato il rapporto 12 / cc . Tale rapporto (o 

meglio, la distanza tra tale rapporto e 1) è anch’esso una 

misura del rischio fronteggiato dall’agente, in particolare è 

una misura del rischio relativo. Per questo motivo il 

sentiero di espansione è un raggio che esce dall’origine si 

parla di avversione al rischio relativo costante (constant 

relative risk aversion, CRRA). Se all’aumentare 

dell’endowment l’agente si muove verso destra rispetto al 

raggio tende a ridurre il rischio relativo (avversione al 

rischio relativo crescente, increasing relative risk aversion, 

IRRA); se si muove verso sinistra ad ampliarlo (avversione 

al rischio relativo decrescente, decreasing relative risk 

aversion, DRRA). 

Anche in questo caso proviamo ad esprimere questa 

tendenza in termini di proprietà della funzione di utilità 

elementare. Come prima differenziamo il logaritmo del 

TMS 
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Lungo un raggio tuttavia 
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e quindi, lungo il raggio passante per C*: 
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Se a seguito del mutamento di endowment l’individuo si 

colloca in un punto come D*, possiamo dedurne che il TMS 

è invariato in D* e quindi più piccolo sulla stessa curva di 

indifferenza all’intersezione con il raggio passante per C*. 
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Questo è quanto avviene nel nostro esempio in cui siamo 

partiti da 21 cc < .  

Quindi, se all’aumentare dell’endowment l’agente 

incrementa (passaggio da C* a D*) il rischio relativo, la 

funzione  
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risulta decrescente in c. Se l’agente si muove lungo un 

raggio con avversione al rischio relativo costante, ( )cR  è 

anch’essa una costante. Se l’agente si muove verso un 

punto quale D’, con avversione al rischio relativo crescente, 

( )cR  è crescente rispetto a c. 

Testo di riferimento: 

Hirshleifer and Riley, cap.2. 

 

 

 


