
1 La relazione tra problema primale

e problema duale. La Legge della

Domanda

Abbiamo affrontato il problema di scelta del consumatore

in una duplice prospettiva:

• massimizzazione dell’utilità (problema primale)

• minimizzazione della spesa (problema duale)

Esiste una relazione tra questi due problemi? Le soluzioni

sono reciprocamente coerenti?

La risposta è affermativa. Per capirlo intuitivamente ri-

cordiamo i due sistemi che risolvono il caso a due beni.



• Primale:

∂U
∂x1
∂U
∂x1

= p1
p2

p1x1 + p2x2 = m

Cerchiamo un punto sul vincolo di bilancio in cui il TMS

sia uguale al rapporto tra i prezzi.

• Duale:

∂U
∂x1
∂U
∂x1

= p1
p2

U (x1, x2) = U

Cerchiamo un punto sulla curva di indifferenza con utilità

U in cui il TMS sia uguale al rapporto tra i prezzi.



Questo ci porta alle seguenti relazioni per sosti-

tuzione:

• x (p, e (p, U)) = h (p, U)

Se le funzioni di domanda marshalliane sono valutate per

m = e (p, U) coincidono con le funzioni di domanda

hicksiane. La domanda che massimizza l’utilità (soluzione

del primale) coincide con quella che minimizza la spesa

(soluzione del duale) se il reddito a disposizione per mas-

simizzare l’utilità è la minima spesa del problema duale.

Esempio 1: Sia U (x1, x2) = x1, x2

Soluzione primale:

x1 =
1
2
m
p1

, x2 =
1
2
m
p2
, V (p1, p2,m) =

1
4
m2

p1p2

Soluzione duale:



h1 =
√
p2
p1
U, h2 =

√
p1
p2
U, e (p1, p2, U) = 2

√
p1p2U

Sostituendo la funzione di spesa e perm in x1, otteniamo

x1 =
1
2
(m)
p1
= 1
2
(2
√
p1p2U)
p1

=
√
p2
p1
U = h1

• h(p, V (p,m)) = x (p,m)

Se le funzioni di domanda hicksiane sono valutate per

U = V (p,m) coincidono con le funzioni di domanda

hicksiane. La domanda che minimizza la spesa (soluzione

del duale) coincide con quella che massimizza l’utilità

(soluzione del primale) se l’obiettivo di utilità nella mini-

mizzazione della spesa è la massima utilità del problema

primale.

Esempio 2: Sia U (x1, x2) = x1, x2

Soluzione primale:



x1 =
1
2
m
p1

, x2 =
1
2
m
p2
, V (p1, p2,m) =

1
4
m2

p1p2

Soluzione duale:

h1 =
√
p2
p1
U, h2 =

√
p1
p2
U, e (p1, p2, U) = 2

√
p1p2U

Sostituendo la funzione di utilità indiretta V per U nella

hicksiana h1:

h1 =
√
p2
p1
(U) =

√
p2
p1

(
1
4
m2
p1p2

)
= 1
2
m
p1
= x1

• e (p, V (p,m)) = m

La funzione di spesa del problema duale, valutata a un

livello di utilità pari alla massima utilità del problema pri-

male coincide con il reddito. Se l’obiettivo di utilità nel

problema duale è la massima utilità del problema primale,

la minima spesa necessaria per ottenere quel livello di util-

ità è il reddito che vincola l’utilità nel primale.



Esempio 3: Sia U (x1, x2) = x1, x2

Soluzione primale:

x1 =
1
2
m
p1

, x2 =
1
2
m
p2
, V (p1, p2,m) =

1
4
m2

p1p2

Soluzione duale:

h1 =
√
p2
p1
U, h2 =

√
p1
p2
U, e (p1, p2, U) = 2

√
p1p2U

Sostituendo la funzione V per U nella funzione di spesa,

otteniamo:

e = 2
√
p1p2 (U) = 2

√
p1p2

(
1
4
m2
p1p2

)
= m

• V (p, e (p, U)) = U



La funzione di utilità indiretta del problema primale, val-

utata per un livello del reddito pari alla minima spesa del

problema duale, coincide con il livello obiettivo dell’utilità

del problema duale. Se il reddito del primale è la minima

spesa del duale, la massima utilità del primale coincide

con il livello di utilità prefissato nel duale.

Esempio 3 bis:

Soluzione primale:

x1 =
1
2
m
p1

, x2 =
1
2
m
p2
, V (p1, p2,m) =

1
4
m2

p1p2

Soluzione duale:

h1 =
√
p2
p1
U, h2 =

√
p1
p2
U, e (p1, p2, U) = 2

√
p1p2U

Sostituendo e (p1, p2, U) per m in V (p1, p2,m)

V (p1, p2,m) =
1
4
(m)2

p1p2
= 1
4
(2
√
p1p2U)

2

p1p2
= U

Abbiamo infine le relazioni per inversione



• Partiamo dalla funzione di utilità indiretta V (p,m)

e imponiamo che essa sia pari al livello obiettivo di utilità

del duale

V (p,m) = U

Risolvendo questa equazione per m, otteniamo

m = e (p, U)

Esempio 4:

Prendiamo dagli esempi precedenti

V (p1, p2,m) =
1
4
m2

p1p2

1
4
m2

p1p2
= U

m = 2
√
p1p2U = e (p1, p2, U)



• Partiamo dalla funzione di spesa e (p, U)

e imponiamo che essa sia pari al reddito m

e (p, U) = m

Risolvendo questa equazione per U otteniamo:

U = V (p,m)

Esempio 5:

Prendiamo dagli esempi precedenti

e (p1, p2, U) = 2
√
p1p2U

2
√
p1p2U = m

U = 1
4
m2

p1p2
= V (p1, p2,m)



Queste relazioni sono sintetizzate nella figura seguente, in

cui è rappresentato il cosiddetto circuito della dualità:

Esempio 6: Un’applicazione del circuito della dualità.

Dalla funzione di spesa alla domanda marshalliana. Sia

nota la funzione di spesa:

e (p1, p2, U) =
(
pr1 + p

r
2

)1/r
U

Imponiamo:

(
pr1 + p

r
2

)1/r
U = m e risolviamo per U per ottenere

V (p1, p2,m)



V (p1, p2,m) = mU
(
pr1 + p

r
2

)−1/r

Usiamo l’identità di Roy per ottenere la domanda mar-

shalliana:

x1 = −
∂V/∂p1
∂V/∂p1

= −−
1
rmU(p

r
1+p

r
2)
−(1/r)−1

rpr−11

U(pr1+p
r
2)
−1/r =

= −−
1
rmrp

r−1
1

(pr1+p
r
2)

=
mpr−11
(pr1+p

r
2)

Esercizio: Verificare che questa è la soluzione se nel prob-

lema primale assumiamo U (x1, x2) = x
ρ
1 + x

ρ
2 dove

r = ρ/ (1− ρ).

La legge della domanda

Da:

hj (p, U) = xj (p, e (p, U))

Derivando rispetto a pi



∂hj
∂pi

=
∂xj
∂pi

+
∂xj
∂m

∂e
∂pi

∂hj
∂pi

=
∂xj
∂pi

+
∂xj
∂mhi

∂hj
∂pi

=
∂xj
∂pi

+
∂xj
∂mxi

Equazione di Slutsky

∂xj
∂pi

=
∂hj
∂pi

− xi
∂xj
∂m

L’equazione di Slutsky scompone l’effetto di una vari-

azione sulla domanda di una variazione del prezzo in due

componenti:

l’effetto di sostituzione
∂hj
∂pi

l’effetto di reddito −xi
∂xj
∂m

∆xj =
∂hj
∂pi
∆pi − xi∆pi

∂xj
∂m



Nel caso in cui vari il prezzo del bene j

∂xj
∂pj

=
∂hj
∂pj

− xj
∂xj
∂m

∂xj
∂pj

pj
xj
=
∂hj
∂pj

pj
hj
− pjxj

m
∂xj
∂m

m
xj

In termini di elasticità

η
jj
= ηhpj − vjηjm

L’elasticità della domanda marshalliana è uguale all’elasticità

della domanda comensata meno l’elasticità della domanda

rispetto al reddito, quest’ultima ponderata per la quota

del bene sul totale della spesa.

Questo spiega le condizioni in cui si può verificare il para-

dosso di Giffen. Poiché ηhpj < 0, ηjj può essere maggiore

di zero (ossia la curva di domanda marshalliana può es-

sere negativamente inclinata) solo se ηjm < 0 ed è (in



valore assoluto) grande e vj è rilevante. Il bene deve es-

sere inferiore e assorbire una quota rilevante della spesa

del consumatore.

Esempio 7:

Sia U (x1, x2) = x1, x2

x1 =
1
2
m
p1

, x2 =
1
2
m
p2

∂x1
∂p1

= −12
m
p21

Scomponiamo in effetto di sostituzione e di reddito

Effetto di sostituzione

Da h1 =
√
p2
p1
U

∂h1
∂p1

= −12p
1/2
2 p

−3/2
1 U1/2



−12p
1/2
2 p

−3/2
1

(
1
4
m2

p1p2

)1/2

−14p
−2
1 m

Effetto di reddito

−x1
∂x1
∂m = −12

m
p1

1
2p1

= −14p
−2
1 m

Sommando

−14p
−2
1 m− 1

4p
−2
1 m = −12

m
p21


