Il problema di De Saint Venant: Torsione

n componente di macchina o parte di una struttura che sia caricato da un si-

tema diforze di taglio fuori asse o da momenti diretti secondo I'asse longi-

dinale, si dice sottoposto a torsione.

A causa della simmetria geome- |
trica, si ipotizza che le sezioni tra- |
sversali ruotino rigidamente I'una |
rispetto all’altra attorno all’asse

(b)

longitudinale rimanendo piane e indeformate.
Segmenti radiali appartenenti alle sezioni ri-
mangono rettilinei e inoltre, se gli spostamenti
sono piccoli, anche la lunghezza dell’asse del
solido non cambia.




Questa e una proprieta degli alberi a sezione cir-
olare e puo essere dimostrata tagliando una tra-
e di gomma a fette circolari e caricandola con
ue coppie torcenti alle estremita uguali e contra-
le. Mentre le varie sezioni trasversali ruotano di
differenti quantita, ciascuna sezione ruota della
stessa quantita rispetto alla precedente e ciascu-
na delle rette longitudinali che uniscono le fette, si
deformano in spirali che tagliano i cerchi dello
stesso angolo.

Travi a sezione non circolare non godono di que-
sta proprieta in quanto non sono assial-simme-
triche. La figura mostra che infatti le sezioni ret-
tangolari non si mantengono piane ma si ingob-
bano.

L'angolo ¢ che misura la rotazione della sezione di estremita e detto angolo di
torsione. L'angolo y che misura la deformazione angolare nella trasformazione
dalla retta longitudinale alla spirale € lo scorrimento.

Gli angoli sono tutti espressi in radianti.



Per un cilindro di raggio p<c e lunghezza L e per piccoli
corrimenti angolari si puo scrivere che

¢p=yL dacui y=¢p/L

a cui si puo concludere che la deformazione angolare
un albero circolare varia linearmente con la distanza
dall’asse dell'albero  ymax = ¢c/L

Infatti eliminando ¢ da entrambe queste due equazioni
SI potra scrivere che vy = ymax P/C

Isolando un elementino di lunghezza dx al raggio c,
I'angolo di torsione fra le estremita

do/dx =d¢ e l’angolo unitario di torsione (P =@x)
Introducendo la legge di Hooke

Tmax = YmaxG da cui sostituendo vy, = Yc/p

si puo concludere che anche la tensione tangenziale
iIn un albero circolare varia linearmente con la di-
stanza dall’asse dell’albero ed e circonferenziale

Tmax = G¥Ymax = GYC/p T = Tmax p/C

Le altre componehti

di tensione sono nulle. Anche questa sollecitazione € mono-tensionale



Si determini ora il legame tra il momento che ha pro-
otto la tensione e la stessa tensione.

icordantdo—cheta—sommadetrmomenti-delieforze—ele-
entari esercitate su ogni sezione elementare deve es- *
ere uguale alla coppia torcente, possiamo scrivere
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la rigidezza torsionale € k = My = GJp/L

Per le sezioni circolari cave vale la stessa formula della
tensione tangenziale con il momento polare d’'inerzia
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Il lavoro di deformazione & L = MiA$/2 = M?LI2GJ,,




La figura accanto mostra l'aspetto de-
formativo di un componente a sezione
diversa da quella circolare. Per mancan-
za di assialsimmetria, una sezione qua-
drata si mantiene piana solo per rotazioni
di 90°0 180°.

Si puo dimostrare e verificare sperimentalmente che una
sezione uadrata conserva rettilinei le diagonali e le
congiungenti i punti medi dei lati. Ogni altra linea con-
tenuta nella sezione trasversale si deforma per effetto
della torsione. La sezione si ingobba uscendo dal piano
originario. Precisamente alcuni lobi si abbassano mentre
altri si innalzano come mostrato in figura.

Le equazioni richiamate per calcolare le tensioni per una sezione circolare
non vanno piu bene. Sarebbe errato considerare che le tensioni variano li-
nearmente con la distanza dall'asse della barra. Risulterebbe che le tensioni
sarebbero massime proprio alle estremita delle diagonali, mentre al contrario
esse sono nulle in quei punti.

La soluzione rigorosa del problema (De Saint Venant) mostra come si
distribuisce su una sezione rettangolare di latih > b
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La tensione t non € piu proporzionale alla distanza dal centro della sezione.
ecificatamente lungo gli assi di simmetria t varia con
ge diversa sui due assi, comunque piu rapidamente
petto a ' ' ' :

go le diagonali cresce fino ad un certo punto per poi
minuire fino ad annullarsi sui vertici;

- la T, Si ritrova sui punti di mezzo del lato piu
lungo, ossia nei punti piu vicini al centro e non in

quelli pit lontani (sui vertici).

Di seguito le espressioni delle tensioni

tangenziali nei punti A e B e dell’angolo
unitario di torsione

Tmax-(A):K M /hb? TB = NTmax(A)

d®/dx = k M;/hb3

| coefficienti correttivi che caratterizzano le formule ap- + % B

pena descritte possono essere ricavati dalla tabella in (AR a4 A
. . . . h \i--"-E i ;

funzione del rapporto fra i lati della sezione rettangolare "~ «* 1 *.

Per h/b>5 i coefficienti K e k sono uguali. Nel caso di b g g "
sezioni derivanti da profilatia C e doppio T L

Tmex= Mibmax/J*  dove J*=(2b’h, +bch,)/3




@il 1.0 1% 2.0 25 3.0 4.0 00 Tabella dei cofficienti
[ e 433 407 3.88 374 3.55  3.00 di torsione per sezioni

p | 1.0 0859 0795 0.766 0.753 0.745 0.742 | —lettangolar
it 511 437401 380, 356 300

Torsione di alberi cavi con parete sottile

In questo caso anche se la sezione non € circola-
re, purché lo spessore della parete sia piccolo ri-
spetto alle dimensioni dello elemento, la distribu-
bzione delle tensioni tangenziali pud essere otte-
nuta con una procedura relativamente semplice
che porta alla formula della tensione tangenziale
che agisce lungo lo spessore della parete me-
diata lungo la linea centrale, ed &

T — Mt/ZSt
dove S e l'area racchiusa dalla linea centrale della se-
zione della parete




Esercizio n. 36

Si tratta di verificare i cordoni della piastra di 10 mm
di spessore saldata con cordone d'angolo ad una
parete d’acciaio e caricata con una forza a sbalzo di
20 kN. Le dimensioni sono indicate in figura.

| Il carico applicato € equivalente allo stesso
\ carico agente nel centro di gravita G dello in-
'\ tero modello di saldatura, e dal momento di
V) trasporto conseguente.
Pertanto i cordoni sono sottoposti a taglio e
p—xw  MOmento torcente.
Il taglio agisce sulla gola di ogni cordone pa-
rallelamente al carico. Per semplicita si con-
sidera uniformemente distribuito su tutta la
Il momento torcente vale lunghezza dei cordoni
M, = P (300- X)) in senso orario.
yt: ascissa del centro di gravita. vtaglio™ P/(Ar*As) = 20-10%/((100+150)-10)

V- ordinata del centro di gravita =8 MPa




Determiniamo il baricen-
o del modello di salda- ¥ — 2 Aixi _ 100-10-50+150-10-5 — 23 mm

ra rispetto al sistema 2 A; 1000 + 1500

coordimat :
mate Xy ZAl.yi_100-10-5+150'10'75_47
SA, 1000 + 1500 -

Y =

|

! — Determiniamo il momento d’inerzia polare del mo-
dello di saldatura rispetto al baricentro G ricor-
dando che e dato dalla somma

i ]p =1+

o mom d’inerzia del cordone in alto
_ 32
J1 = Jig tA, - d*y

7

10
+ 100 -10(45% + (50 — 20)%) = 12 +2,925-10% = 3,758 - 10°mm*

sy 300




Per il momento d’'inerzia del cordone laterale I = Joc +4, - d?,

10 - 1503 3,375 - 107
T I + 150 - 10(20% + (75 — 45)?) = 1 + 1,950 - 10° = 4,763 - 10°mm*

pertanto J, = (3,758 + 4,763) - 10° = 8,521 - 10°mm*

p‘gpasion By Lot Per quanto riguarda la sollecitazione corrispondente
: s al momento torcente, questa vale M,r
THATHE. dove r e la distanza del punto conside- Tpqx = —
+ conmesosmeno s iy FALO dall’'asse intorno al quale agisce |l Jo

momento. In questo caso trattandosi di una sezione
irregolare quella dei due cordoni, ogni punto e sotto-
posto ad un valore di t fra i quali quella massima ri-
sulta quella del punto piu lontano dal baricentro, distante da questo

V1052 + 202 = 107mm da cui
20-103-280-107

Tmaxtorsione — 8521106 = 70,32MPa




le cui componenti orizzontale e verticale valgono
20-103-280-20

v = 78521106

; = 13,14MPa
~20-10%-280- 105

8,521 -10°

enendo conto del taglio, calcolato prima in direzione verso il basso, contraria a
guesta verticale della torsione, si ricava la componente complessiva verticale

Tert = 13,41 — 8 = 5,41 MPa
che combinata nuovamente con la componente orizzontale fornisce la tensione

complessiva pericolosa per la sezione di gola della saldatura

To

Teompt = 692 + 5,412 = 69,2 MPa

da confrontare con la 1, del materiale di cui e fabbricato il cordone.



Cerchi di Mohr

| @ detto nella lezione scorsa che per ogni piano di

aglio passante per un punto generico Q di un solido
elastico in equilibrio, lo stato di tensione nel punto e
definito da una terna oy, 1y, € 14, funzione dell'angolo
di inclinazione del piano O rispetto ad una terna di
riferimento fissa. Si e anche detto che fra gli infiniti
piani che passano per un punto, ne esistono 3 che
sono caratterizzati dalla sola tensione normale mentre
guelle tangenziali sono nulle (piani principali). Ci pro-
poniamo di ricavare analiticamente la dipendenza del-
le terne dall’angolo 6 e di utilizzarla graficamente per
ricavare le tensioni principali, passando per Cauchy.
Assumiamo che nel punto Q di un corpo elastico in
equilibrio esista uno stato di tensione piano (biassia-
le) definito da oy, oy € T4y € CON G,=T,=T,,=0.




Determiniamo le componenti di y’
_tensione o, o, € 1., associate
allo stesso elementino ruotato di
M .un angolo 8 intorno all’asse z ed
esprimiamo tali componenti in fun- Ty \ 04 pon g
zione di oy, Gy , Ty € 6.

o, (AA cos 0)

Try (AA sin §)=~——

|

Per far questo, tagliamo I'elementino cubico con Rl
e

un piano inclinato di 6 e impostiamo I‘equilibrio )
rispetto all’asse x’ con le annotazioni della figura
accanto. Scriviamo cioe

=L 0 gy AA — o (AA cos 0) cos 8 — 7,,(AA cos 0) sin 6 :
~o,(AA sin 6) sin 6 — 7, (AA sin §) cos § = 0

2 F. = AA+0'(AACOSB)sm9—T(AACOSB)COSB
—o,(AA sin 0) cos 6 + 7, (AA sin §) sin § = 0




o, =0,C0s° 0 +0,5en°d +2r, sendcosd

7., =0,5en0cosd—o,sendcosd +z,, (cos® & —sen*d)

sin 20 = 2 sin @ cos @ cos 260 = cos> @ —den2o

ricordando
— 0
fe 1+ (;os 20 e 1 czos 2 e
sostituendo
o, (l+cos20) o, (1-cos20)
O, = + +7,,5en20
2 2
o,sen2o 2 *
Ty =— _ousenzg +17,, C0S 20 ( )
2 2
o,+o, o©,—-C
oy = L — 5 > C0s 260 —7,,5en20
o, +0 o, —0O
o, =——>+——>C05260 +,,5en20 (**)
2 2

o, —0,
Ty = — > sen20 +r,, cos 26




2 2
O + (o) O. — O

e

sommando membro
a membro

. s;:;s_:i a-x_ :"0' ..... . e .2
[Txy]p _"_““2_"““ sm 26 + Tay Cos 29

o +o,] o —o o, to,
X 2 2

2 2 2 R= \/{ X y T +7°
O.—0 -+ Ia Xy
( X' media) C xy = 2

che rappresenta I'equazione di una circonferenza di raggio R con
centro in C di ascissa O.gig € Ordinata O in un sistema cartesiano

(0x,Txy). La qual cosa significa che ogni coppia siffatta individuata da
ciascun angolo 0 sull’'elementino, si puo rappresentare con un punto
appartenente alla circonferenza.



Y \\‘ga”:‘
In generale, dunque, lo stato di l//\ B
tensione biassiale in un gene- (\@/P) ‘
rico punto Q puo essere rap- \ /Y

presentato, in un sistema car-
tesiano o,t con t positive ver-

)

so l'alto (vale a dire spiranti in
senso orario) da un punto del-
la circonferenza che ha come ™
centro la media delle o, e oy

rispetto all’origine e raggio R.

| punti di ascissa oy, e o, hanno
ordinate opposte e sono situati

agli estremi del diametro incli-
nato di 20 rispetto all'asse del-

le ascisse. | o
| punti E e D di intersezione - on
della circonferenza con I'asse Ip1




delle ascisse hanno ordinata t ze- 7
ro; il punto D ha per ascissa il mas- &
simo valore della o, mentre E corri- .
sponde al minimo. Poiché Tordina-
ta e nulla tali valori di tensione sono -..
principali e | piani rispetto ai quali ri-
sultano normali sono i piani princi-
pali. Ponendo uguale a zero la I'e-
spressione (*), si possono ricavare-
re gli angoli di cui occorre ruotare
I'elementino perche lo stato di ten-
sione sia quello principale corri- | ‘
spondente ai punti D ed E. il |

Oy =0 Poiché comunque
———>sen20, +1,,c0s26, =0 h q _
2 Omax = Omedia T R e Omin= Omedia™ R
27 sostituendo in esse le relative
X . . . .
tan 260, = —= espressioni ricavate prima (cer-
O, — O

X y chiate in blu) si ottiene la formula



nello stesso punto in un sistema cartesiano qualunque.

Riferendosi ora alla stessa circonferenza si nota che i punti A e B sono alla
estremita di un altro diametro ed hanno ascissa pari alla media delle o
conosciute e ordinata pari alla massima t in valore assoluto.

Pertanto, ponendo il primo oc,+o, O,+0, O,-0,

membro delle (**) pari alla = - Cos 26 -z, sen2¢
- 2 2 2

Omedia € dividendo per sen20 B

si ottiene I'angolo di cui bisogna tan 20, = -7y

ruotare I'elementino in Q per otte- 27,

nere la T massima, che tra l'altro risulta uguale al raggio R come intensita.
Osservando inoltre le espressioni delle tangenti di 26s e 26, si nota che sono
uno l'opposto del reciproco dell’altro; vale a dire che differiscono di 90°. Dal
momento che sulla circonferenza di Mohr gli angoli sono tutti doppi, si con-
clude che i piani di massima tensione tangenziale sono inclinati di 45°
rispetto a quelli principali.



Per evitare confusione con i segni delle sollecitazioni tangenziali si possono
adottare le convenzioni che consistono nell'assumere come positive le
soIIeC|taZ|on| che provocano rotazioni orarle negatlve quelle che provocano

_\\‘
b T nax
y Unin
a
Rl B A
a
max O T, y
‘ 7
‘X(G—\ u;)
Oin O nin
3
1



Nelle rappresentazioni precedenti si e 7
fatta l'ipotesi di stato di tensione piano in
un punto con la tensione normale al
piano della figura pari a zero. Tuttavia
nella trattazione analitica sia la o; nulla
sia le tensioni tangenziali collegate ad
essa non sono intervenute. La qual cosa
sarebbe ugualmente avvenuta se fosse
stata diversa da zero.

Pertanto se lo stato di tensione e trias-
siale in un punto e disponiamo il cubetto
Iniziale di volta in volta con un asse nor-
male alla faccia considerata, e confermiamo le stesse formule analitiche cam-
biando semplicemente gli indici rispettivi, possiamo rappresentare lo stato di
tensione nei tre piani cartesiani con altrettanti circoli di Mohr per i quali si puo
stabilire solo dopo tutte le analisi dove agisce la tensione max, e min,

Se infatti o, e og calcolate con I'analisi piana sono dalla stessa parte rispetto
allasse delle 1, vale a dire o, > og > 0 allora la tensione tangenziale massima
sta sulla circonferenza di diametro maggiore. Se la tensione minima oc € nulla
la tensione tangenziale massima sta sulla circonferenza di diametro OA.




Esercizio n. 37

Determinare le tensioni principali e la tensione tangenziale massima in un
punto di un elemento strutturale:

Determinare inoltre le tensioni normali e tangenziali nello stesso punto in
relazione ad un piano A-A passante per esso e inclinato a 45°. | dati iniziali
sono riportati in figura (a)

La costruzione del circolo di Mohr si
basa sui seguenti passi:
- fissare il piano o,t
- individuare il punto V(80, -40)
- individuare il punto H rappresenta-
tivo degli stresses sul piano orizzon-
tale (-60,40)
- congiungere H e V e calcolare le
codinate di C ((80-60)/2 =10,0) e
R=702+402= 80,6
-Le tensioni principali sono
0,1 = OA =10 + 80,6 = 90,6 MPa
0,2 = 0B =10-80,6 =-70,6 MPa
0,3 =0 (tensione piana)




- La massima tensione tangenziale e
uguale al raggio R = 80,6 MPa

- | piani principali sono sfasati di 180° sul
circolo, vate a dire 90°, Tma occorre Tuo-
tare I'elementino cubico in senso anti-
orario di 14,87° per rappresentare il pia-
no sul quale agisce la

tensione principale massima
tan 206, = 40/70 = 0,571 e 26, = 29,75°

Per quanto riguarda il secondo quesito, il piano A-A e ruotato di 45° in
senso antiorario e pertanto il diametro d'interesse e spostato a 90°
rispetto ad HV. Il punto F ha coordinate oy =+50 e 1., = +70 (spirante in
modo che I'elementino ruoti in senso orario per ritrovare le stesse ten-

sioni principali).



Esercizio n. 38

upponiamo di dover costruire il cerchio di Mohr per il caso di stato di sforzo
lassiale con tensioni principali o, = -84 N/mm? e o,= 28 N/mm? e di voler

onoscere lo stato di tensione su un piano inclinato di 6 = 20°

ostruiamo I'elementino intorno al generico punto
dell'ipotetico componente e con le annotazioni - --

della figura accanto disegnamo il cerchio di Mohr fzx N/mm?
con centro

(-84+28)/2 = -28 N/mm? sullasse dellec e  —™= 34 N/mm?
raggio r = (84+28)/2 = 56 N/mm? & "

Gli sforzi dati dall’esercizio sono rappresentati dai
punti d’intersezione del cerchio con l'asse delle
ascisse: vale a dire gli estremi del diametro AB di
cui A rappresenta la tensione principale agente
sul piano verticale destro dell’elementino e B
quello orizzontale superiore inclinato di 90°. Si |
puo notare che sul piano delle tensioni le sigma e
principali sono disposte a 180° l'una dall’altra

mentre sul piano fisico (I'elementino) corrispon-

dono alle azioni su piani a 90°.




Questo significa che sul piano delle tensioni il diametro rappresenta-
tivo dello stato di tensione dell’elementino ruotato di 20°, deve essere
inclinato di 40° rispetto al diametro AB.

Per decidere in quale verso deve avvenire la rotazione, calcoliamo le
relative tensioni mediante le formule che ci permettono di ricavare le
tensioni corrispondenti all'inclinazione del piano normale all'asse x di
20°

3: = E?}:- + :;— (0",,-5;,\(-6&: LQ‘

6x + 6,
O = s g‘(@'ﬁ)@ab*ﬁrw& 1
8,+48 = -ﬂ'-lﬁ+ %(3”*18)c&bo <Ab.S M/,.2
= “ —-( £l - .z:}em 4o = -0.9 u/}m |
|\~ 52/7: L(‘*f)@:)
T 4 ~ e —0ie S0
. Z(o;:"ﬁ})kui@ - w,rmlﬂ é)’ P bo-0y  72.9-20.9  §3¢

’Z‘.( £l zs)uuleo . u/,.w



Poiché si ottiene sul piano normale a x
oy =-70,9 N/mm? e 1, =-36 N/mm?
entre sul piano normale ay

c, = 14,9 N/mm? e 1, = 36 N/mm?

La rotazione deve avvenire in senso antiorario in modo da avere le 1
spiranti in senso antiorario per la rotazione dell’elementino.

Dato che si conviene che le rotazioni sul piano delle tensioni sono
dello stsso verso sul piano fisico, il punto D’ avra coordinate (o, ,-tyy)
corrispondente allo stato sul piano normale a x di destrae D (o, , 74 )
corrispondente al piano normale a y superiore.



Estensimetria

| cerchi di Mohr sono utili e pratici non solo per il calcolo della o, attraverso
a derminazione delle o principali per via analitica, ma anche per lo stesso

copo mediante la sperimentazione. Infatti in molti casi e per componenti

complessi per i quali le ipotesi di De Saint Venant
non sono rispettate o per i quali € problematico |l
calcolo analitico, puo essere utile pervenire allo
stato di tensione mediante sperimentazione. |l
sensore piu adeguato allo scopo e rappresentato
qui accanto, nella versione singola per la misura
della deformazione lineare lungo un asse di riferi-
mento e nella versione di rosetta per determinare
I'intero stato di deformazione biassiale. Infatti gli
estensimetri misurano le deformazioni, ma inter-
venendo con le leggi costitutive (Hooke per
esempio) e ricordando il teorema di Cauchy si _ l I
puo risalire alle tensioni secondo qualunque
sistema di riferimento per poi attraverso Mohr 450 X
risalire al sistema principale. \450




Criteri di resistenza e di sicurezza

er poter confrontare lo stato di tensione a cui € sotto- e
osto il"componente N esame con 1o Stato ditensione € =

imite del materiale, occorre definire una grandezza .

indice del pericolo. Per il materiale, la grandgzza N 6o < oiml/(coeff. sicurez.)
guestione e il limite di rottura o snervamento ricavato
secondo uno stato di tensione semplice (monoassiale)
che e anche principale.

Per il componente e necessario definire una solleci-
tazione equivalente o ideale, dipendente dallo stato
di tensione principale, da confrontare con lo stato di
tensione limite monotensionale e che rappresenti lo
stesso grado di pericolosita dello stato tensionale di
origine.

Per esprimere questa sollecitazione equivalente sono state formulate diverse
ipotesi ispirate al meccanismi di rottura (criteri di resistenza) che dipendono
dall’effettivo comportamento dei materiali.

Pertanto si distinguono le ipotesi di rottura idonee per i materiali duttili e quelle
per i materiali fragili.



Il progettista scegliera il criterio piu idoneo al suo caso sulla base del com-
portamento prevedibile per il materiale da impiegare.
Poiché tali criteri si applicano con riferimento alle tensioni principali, € evi-

dente che a valle del calcolo dello stato di tensione secondo i metodi de-
scritti e nel sistema di coordinate preferito, € opportuno trasferirsi sui piani

rincipali. T T 1t
principal Criteri di resistenza per materiali fragili

Per | materiali fragili si puo fare riferimento all'ipotesi di Rankine, o Navier o
Galileo o della massima tensione normale secondo la quale il cedimento
avviene, sui piani normali alla direzione di massima sollecitazione, senza
presentare strizione sensibile, quando uno degli sforzi principali raggiunge
t s la tensione limite del materiale
’ lo1 < oiim  OPpPUre  |og| < oy
In uno stato piano di tensione o3 = 0 e quindi
deve essere limitata la o>
Q1 Graficamente questa ipotesi pud essere rappre-
sentata con la figura accanto la quale esprime
che se le tensioni principali di lavoro sono all'in-
Gc terno del quadrato, il componente e sicuro altri-

menti collassa.




Criteri di resistenza per materiali duttili
Per 1 il . criteri pilL .

= |l criterio di Guest-Tresca o teoria della massima tensione tangenziale;
= || criterio di Von-Mises o della massima energia di distorsione

Il primo e basato sull’osservazione che lo snervamento dei materiali dulttili e
causato da slittamenti del materiale su superfici oblique ed e dovuto princi-
palmente alle tensioni tangenziali. Secondo questo criterio lo snervamento in
un componente avviene quando il massimo valore della tensione tangenziale
uguaglia la tensione tangenziale massima della prova di trazione allo snerva-

mento del materiale. Vale a dire  (01- 03)/2 <= 1Tsn = Gsn /2
dal momento che dal relativo circolo di Mohr la tmax nella prova di trazione e
uguale al raggio.

Per questo criterio la curva limite nel piano, vale a dire con o3 = 0, € descritta
da un esagono. Infatti se |o;| € pari allo snervamento, la o, puo variare fra
+0y. Per valori intermedi

Cc1=-0yt O 0 G2 =-Oy T O3



Mel caso di stato di
tensione plano:
O,| P

03 =0

Zone che, secondo la teona di Tresca Guest,
si trovano nella regione di rottura
mentre, in base al cnterno di Rankine,




| punti all'interno dellesagono rappresentano punti sicuri rispetto al
cedimento, quelll all’esterno non verlflcano 1 crlterlo

che gi=t 0,=0 03=-1 epertanto
(o1 - o3) = 27 che in condizioni limite = g, e quindi 1y = 0y/2
[0 - TeaTie delis reime:

Massima tensione tangenziale (Tresca-Guest) [I

Il matenale subisce danno quando la massima
tensione tangenziale raggiunge un valore critico.

T,=%"(0,- 0y
T;=+"%(04- o)

o Tmax=17%(01- 03)

Cerottura se: Tay = T

T ; = Valore critico del materiale

all'interno dell’area il materiale resiste

all'esterno dell’area c'é rottura




1CATIEN = el el RO
Massima tensione tangenziale (Tresca-Guest)

Condizione limite
caso triassiale: T;-=x Va2 {ﬂ'-; - ﬂ';-}

O =0 41" 03
caso monoassiale: T; = £ V2 O g = V2 0.
C'é rottura se O, 2 07 ovverose O, 227
quindi, in base alla teoria di Tresca, |a tensione limite a taglio T =02
& la meta della tensione limite misurata nella prova di trazione op/T; =2

MNel caso di stato di tensione piano la tensione eguivalente vale:

Oe =V(0, - O, + 4T,

Nel caso di semplice torsione o taglio la tensicne equivalente vale:

O, = 2T,

Xy




Massima energia di distorsione (von Mises)

Il mateniale subisce danno quando 'energia di
stato di tensione . .

distorsione accumulata raggiunge un valore critico.
iriassiale
ﬂ} = ﬂ} top”
= + O ”
ﬂ's = ﬂ';r toy "

stato di tensione
sferico (ldrﬂstatlmj stato di tensu}ne deviatorico:
variazione di volume vanazione di forma

Secondo von Mises si ha danno quando lI'energia di distorsione nel com-
ponente e uguale all’energia di distorsione che provoca snervamento in un
provino sollecitato a trazione. Se da uno stato di tensione triassiale 01,0, e
O3 viene detratto uno stato omogeneo, caratterizzato dalla tensione
= (o1 + 02+ 03)/3

che rappresenta la componente idrostatica responsabile della variazione di
volume del componente, allo stato di tensione a cui corrispondono le ten-
sioni principali residue, del tipo (0i-0,) compete la variazione di forma del
componente (tensore deviatorico).



A ciascuno di questi stati di tensione (idrostatico e deviatorico) e associata
una corrispondente forma di energia (di volume W,y e di distorsione Wag).
Secondo von-Mises si ha snervamento in un componente quando I'energia

| distorsione uguaglia quella che provoca lo snervamento in un provino sol-
lecitato a trazione. Di conseguenza se l'energia totale di deformazione per
unita di volume e data da W = W,, +War I'energia di distorsione e data da

1 l 2 2 2

31-2v)(o,+0,+0, 2_1+UG2
2E 3 3E "

Per uno stato di tensione triassiale, von Mises ricavo la tensione ideale, cor-
rispondente all’energia di distorsione

Oy = g\/(al —0'3)2 + (o, —(73)2 + (o, —0'1)2

che nel caso di stato di tensione piano con o0,= 0 diventa

2 2
o =\/61 +0," —030, < Oy
che uguagliata alla tensione limite di snervamento fornisce l'ellisse rappre-
sentativo del criterio di von Mises:



all'interno dell’ellisse i punti del componente sono in sicurezza tensionale, al
di fuori collassano.

Si puonotare come T'ellisse rappresentativo del criterio dell'energia di distor-
sione passa per i vertici dell’esagono confermando che per quei sei punti i
due criteri danno gli stessi risultati. Per ogni ..
altro stato di tensione il criterio della massi-

ma tensione tangenziale e piu conservativo.

Per la torsione in particolare, dal circolo di

Mohr si deduce che o3 = -0; e tali punti rap- AN
presentativi si trovano sulla bisettrice del ter-

Z0 e quarto quadrante. Nelle condizioni limiti

di snervamento le o principali devono es-

sere uguali alla T, che per via sperimentale o
e compresa fra 0,55 e 0,60y,

Si conclude che il criterio dell’energia di distorsione, € piu rappresentativo
del comportamento dei materiali duttili rispetto al criterio di Tresca, dal mo-
mento che 1, = 0,50, secondo il criterio di Tresca, mentre secondo il cri-
terio di von Mises vale

Materiali duttili

+0y
D

B — 0y




_ [ 2, 2 _ [ 2, 2 _ 2
o, —\/Gl +0, — 0,0, —\/ry +7,7 +7, =,/3r,
7, =0, //3=0580,

E’ inoltre piu pratico, in quanto non richiede obbligatoriamente il passaggio alle
tensioni principali esistendo infatti anche una formulazione secondo coordinate
piu comode per I'utilizzo dei metodi di risoluzione delle travi. Per uno stato pia-
no, per esempio

2

2 2
Oy = \/O'X +to, —o,0,+ BTXy <O o

che nel caso di gy = 0 diventa

=.0.°+3r2 <
Gid o Gx Z-xy O-amm



Coefficiente di sicurezza

Il grado di pericolosita € a sua volta misurato attraverso il coefficiente di

sicurezza, che si definisce come
CS =v =carico limite (om) /carico di lavoro amm.(0jg)

dove il carico limite e associato alla resistenza del materiale che viene scel-
to in funzione del comportamento meccanico dello stesso sotto una
determinata tipologia di sforzo: ad esempio

- per lo sforzo statico (o di rottura o di snervamento)
- in caso di fatica (o limite di fatica)
- nel caso dell'instabilita (carico critico)

Il carico di lavoro ammissibile e associato al parametro che caratterizza la
funzione utile del progetto. Nel caso del progetto di strutture o componenti di
macchina, e rappresentato dalla Oig o eq

Nei calcoli di verifica e dimensionamento deve essere >1.



Non esiste tuttavia un criterio per stabilirne I'entita in quanto dipende da vari

fattori, come il

» Grado di incertezza sui carichi (Urti, sovraccarichi, tensioni di montaggio,
alterazioni dovute al tempo)

» Grado di incertezza sulla resistenza dei materiali

 Incertezza nel correlare i carichi applicati con la resistenza dei materiali
(metodi di calcolo, semplificazioni, schematizzazioni)

 Conseguenza del cedimento: sicurezza del personale. Le normative
forniscono indicazioni sui valori del coefficiente di sicurezza in relazione a
specifiche applicazioni.

» Costo per ottenere un elevato coefficiente di sicurezza




Esercizio n. 36

| Verificare Il diametro dell’albero in figura
Fﬁ#— < ]
5.

bl

2 SM = 0
' E’ @Zw Rg-457.2-P;-152.4-P,:(152.4+203.2) = 0
| Pulley 48835 14 N
| JM@’N |
} 0 R | Ry= (1816-152.4+681-355.6)/457.2 =1135 N
| 1 1 |
A R >F=0
tfia, Rq -P,-P,+ Rg+ R,=0
- RA:P1+P2—RB:

1816 + 681 — 1135 =1362 N




Tratto AC M(z)= R,z
per z=152,4
Mc=207569 N-mm

Tratto CD
M(z)= Rpz - P4(z-152,4) :
per z = 152,4 +203,2 = 355,6 mm ey P
Mp=1362-355,6 — 1816 (355,6-152,4) = " T 8
= 115316 N-mm
0= (Mcllz)y |, = d4/64 y =d/2

W, = Iy = (2mrd*)/(64d) = md3/32 = 0,0982d?



Materiale AlSI 1020 con 0y, = 450 MPa

C.=1,5
0,,= 450/1,5 = 300 MPa

0 = M./ 0,0982d3

d = 3v207569/(0,0982-0,,.) = 122,26/ 3V 0,,=18,6 mm

Assumiamo d=20 mm




k Esercizio n. 37

m-1-25,4%

Td?
| = =
64

= 20432mm*

*

J=21 = 40863 mm*

b3
V= 2000 b /
. 2000 b :
M= 4000 in. b
4000 in. Ib
T = 6000 1b in.
Diag.
dei carichi
2000 Ib
Y Diag. del taglio -

2000 b

_\:E:rz_o_oo.b
_q-ooom %

ML J,-oaoocs‘q 254 0.5

R R gt Kan —a—=080 dd—){/ AR

4 .2.043»1 !

&
. 2000 -0.454 * -3-23.4 ! b
- Lwiﬁ.i

245 dd«h_,mmb



Verifica

~ . ‘li 2&00-0.&5&2"[!*:2'3? dw/mé
w2 T J5.4

o Ne sy < faeSsnd < w5 oy 2 o




C (14,3, 0)

Y 4 Ox — Oy\2
X A x R=|( . ) + 12y =143+ (—215)% =
y o

T 25,8 daN/mm?

(0, 21,5)

Omj
tan 20, = B =

A (28,6, -21,5)
=-1,5 arctan 56,4°

—_ — 2 O, — O.
Omax — 14,3 + 25,8 = 49,1 daN/mm tan 26, = — X — Y = 0,665
xy

Omin — 14,3 - 25,8 = -11.5 daN/mm? 205 = 33,6°




Mpc64 64Med _ 32Mg Mir  M.d64  16M,

T Thdt T 2md* T md3 Yy T T T 2 md* T wd?
getto
2 2
32M; 2+3 16M,\* 32 213 \/Mf +0,75M,
Oeq = d3 nd3 )] " mad | f T4t T We

\/(2000 - 0,454 - 2-25,4)? + 0,75(2000 - 0,454 - 3 - 25,4)? _

1 3
37 55 td
30-m-d3
V(410704542587 + 0,75(6 - 10° - 0,454 - 25,47 = —

32-103%- 0,454 - 25,4,/16 + 0,75 - 36

=d® =3,92-103V43
307

d = 103/3.92 - 6,56 = 29,2 mm



Esercizio n. 38

1 Un albero di trasmissione ¢ realizzato con 1’acciaio C40 (modulo elastico E = 206 000 MPa,
carico unitario di rottura R, = 700 MPa, carico unitario di snervamento Rs, = 420 MPa).
L albero & soggetto a flessione e torsione e deve essere garantito, in esercizio, un coefficiente
di sicurezza almeno pari a 1,5. Noti 1 valori del momento flettente e del momento torcente
agenti sull’albero (momento flettente My = 100 Nm, momento torcente M; = 90 Nm),
procedere al dimensionamento a flessione e in seguito verificare I’albero a flesso-torsione
utilizzando il criterio di resistenza di von Mises.

Soluzione: Si procede al dimensionamento a flessione dell’albero utilizzando un coeffi-
ciente di sicurezza maggiore rispetto a quello richiesto in esercizio (si assume, in fase di

dimensionamento, n = 2).
32Mf g Rsn

gd® = m

5 [ n32Ms 3/2-32- (100 - 1000) =
Rt = =1
d> R \/ 07 16,9 mm 7 mm

Si ricavano i valori massimi degli sforzi di flessione e torsione per 1’albero considerando
d =17 mm:

Tmax =

Siricava:

DM 32-100 - 1000
ST T .

16M; 16-90-1000
X e w173
Si procede alla verifica di resistenza secondo il criterio di von Mises (introducendo ora nella

formula di verifica il coefficiente di sicurezza richiesto):

420 _
/2072 +3.932 < = — 262 < 280

b

2 2
Opiax + Iy =

420

E:Lﬁ.

La verifica ha esito positivo con un coefficiente di sicurezza effettivo pari a
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