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INTRODUZIONE AL CORSO

Il Comportamento dei Materiali e I'area delle Costruzioni Indu-
striali che studia principalmente la risposta dei materiali alle
sollecitazioni alle quali sono sottoposti i componenti di cui so-
no composte le macchine, gli impianti, le strutture metalliche,

Le sollecitazioni a cui si fa riferimento rappresentano I'effetto del
sistema di forze che si sviluppa durante il funzionamento di
una macchina o I'applicazione di un carico, il cui calcolo con-
sente di realizzare componenti con determinati materiali, resi-
stenti a quelle sollecitazioni senza cedere, intendendo per ce-
dimento l'innesco di anomalie di funzionamento e/o rotture.



E’ evidente quindi che per garantire il funzionamento di una

strittura 0 di una macchina, e indispensabile conoscere da
un lato le forze che intervengono, dall'altro come si distribui-
scono gli effetti (sforzi) su un componente e quali sono i limiti
di forza a cui puo essere sottoposto il materiale con cui esso
e fabbricato senza che il cedimento si verifichi.

La condizione che deve essere rispettata per risolvere qualun-
gue problema di progettazione e/o verifica in qualunque cam-
po dell'ingegneria strutturale e

Oegmax (N€l punto) < oy, /(coeff. sicurez.)

dove la o.4max € calcolabile teoricamente secondo i metodi della
Meccanica dei Solidi e scegliendo un opportuno criterio di re-
sistenza, mentre la o, € ricavabile sperimentalmente me-
diante la Meccanica Sperimentale.



Pertanto gli obiettivi principali di questo corso sono:

o Descrivere | legami fra sforzi e deformazioni per una grande
varieta di condizioni e materiali.

o Descrivere modelli e metodi per calcolare le dimensioni ade-
guate di un elemento di specificato materiale per sopportare
un dato carico con stabilite specifiche di sforzo e spostamen-
to.

o Riconoscere gli effetti dlle sollecitazioni in modo da scegliere
Il piu adeguato metodo e modello di calcolo.

Questi obiettivi sintetizzano | fondamenti della progettazione e
verifica di Strutture e/o componenti

Macchine e/o componenti
Impianti e/o componenti



Definizioni

Per struttura s’intende l'insieme di elementi che fanno di una
costruzione un complesso idoneo a resistere indefinitamente
alle forze.

Per macchina s’intende un insieme di elementi fra loro collegati
INn modo da permettere la trasmissione del moto o delle forze
da un elemento all’altro.

Si parla di progetto quando si tratta di preparare | piani di esecu-
zione della costruzione

Si parla di verifica quando si tratta di giudicare se una struttura
gia esistente e idonea ad assolvere la funzione a cui e desti-
nata

Si parla di collaudo quando si tratta di controllare la rispondenza
tra previsione di progetto e comportamento reale.



Richiami degli aspetti cinematici e statici dei corpi rigidi

Un oggetto materiale puo essere rappresentato come un punto
materiale o come un corpo rigido, secondo che si astragga
0 meno dalla forma e dall’estensione nello spazio.

Un punto materiale libero nello spazio possiede tre gradi di li-

berta, che possono essere le tre coordinate nei sistemi di
riferimento che si conoscono:

cartesiane, cilindriche o sferiche.



Un punto si dice vincolato quando perde uno o piu gradi di
liberta.

a) b)

Un punto vincolato a muoversi su una linea perde due gradi di
liberta. Ne perde tre se non si pudo muovere.

Un corpo rigido e un oggetto costituito da infiniti punti materiali
che non cambiano le loro posizioni relative.

Biella-manovella

Ruota ferroviaria



Un corpo deformabile al contrario risente dell’'effetto delle forze
cambiando forma e variando la posizione relativa dei punti che
lo compongono.

Tutti 1 corpl sono deformabili dipendendo tale natura dall’entita
delle forze a cui e sottoposto e dalla sua rigidezza. Nell’ipotesi
di piccoli spostamenti e deformazioni si puo fare riferimento al
sistema di riferimento del corpo indeformato.

Per un corpo rigido libero nello spazio, i gradi di liberta indipen-
denti sono sei.

Un corpo rigido non completamente libero di muoversi nello spazio
si dice vincolato.

Nell’esempio accanto, e rappresentata
una trottola vincolata nello spazio.

Se il punto d’appoggio P € fisso, i gra-
di di liberta della trottola sono 3: due
coordinate angolari per individuare la

posizione dellasse e una terza per individuare I'angolo di rota-
zione nello spazio.




Se il punto P puo spostarsi sul piano i GdL diventano 5.

Nel primo caso | Gradi di Vincolo sono 3, nel secondo solo 1,
secondo le relazioni

GdL + GdV =6 nello spazio (6n per n corpi rigidi)

GdL + GdV = 3 nel piano (3n per n corpi rigidi)
L’esempio seguente rappresenta invece un corpo rigi-
do piano per il quale ogni punto e vincolato a muover-
si nel piano, come accade
per molti organi di macchina.
Per esso bastano due coordinate
di un punto qualsiasi per indivi-
duarne la posizione e un ango-

lo per 'orientazione della prua.
Pertanto | GdL di un corpo rigido

SuU un piano sono 3




Vincoli semplici nel piano

AT

Cerniera fissa

Incastro B e

Carrello
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Consente il movimento lungo

una direzione impedendo lo spo-
stamento lungo l'altra direzione
e la rotazione

Gdv =2 GdL=1



Il corpo rigido piano si dice vincolato in modo isostatico se |l
numero di GdV e uguale a quello dei GdL.

Se e minore si dice vincolato in modo ipostatico, se maggiore

Iperstatico

P :

| &

Sistema iperstatico

Sistema isostatico

In questo caso le direzioni dei
carrelli permettono una rotazione
del corpo rigido intorno al punto O.
Lo stato di vincolo e ipostatico



A B

Il sistema rigido sottostante invece & &

e isostatico dal punto di vista cine-
matico in qguanto GdL=GdV, ma
dal punto di vista statico e labile in 5
quanto il carrello e disposto iIn MO-  sictemi isostatici
do da consentire spostamenti nella

direzione normale all'asta senza che siano impediti
da altri vincoli.

Sarebbe opportuno introdurre <. | BT@

dunque il concetto di labilita che g
rappresenta la condizione per

Cul a un sistema isostatico sono
consentiti piccoli spostamenti

d



Analisi cinematica di insiemi di corpi rigidi

Anche per un insieme di corpl rigidi € necessario studiarne le
condizioni di vincolo per poterle ridurre a schemi da utilizzare
per il calcolo della struttura.

Quando il sistema e isostatico o iperstatico si parla di struttura
fissa, quando e ipostatico si parla di meccanismo o mano-
polatore.

Si parla di meccanismo quando il movimento avviene in un
piano (sistema biella-manovella).
Si parla di manopolatore quando il movimento permesso
avviene nello spazio (braccio di un robot).
Lo studio cinematico di un sistema puo avvenire mediante il
conteggio dei GdL e dei GdV.



Per un carrello nel piano sul quale concorrono n

corpi rigidi, consentendo esso uno spostamento
per ogni corpo rigido, i GdL consentiti sono 1+n
con n pari al numero degli angoli di rotazione
che 1 corpi rigidi sono costretti a descrivere per
spostarsi.

| gradi di vincolo sono dunque
Gdv=GdL-n-1=3n-n-1=2n-1
Per una cerniera fissa nel piano sulla quale
concorrono n corpi rigidi, poiché non consente
spostamenti per ogni corpo rigido, ma solo
rotazioni, i GdL consentiti sono n pari al numero
degli angoli di rotazione dei corpi rigidi
GdV=3n-n=2n




o Per una cerniera mobile interna, vale a dire che puo occupare

gualsiasi posizione nel piano, sulla quale concorrono n corpi
rigidi, poiché non consente spostamenti relativi per ogni corpo
rigido, ma solo rotazioni, e comungue puo essa stessa Spo-
starsi secondo le sue due coordinate, i GdL consentiti sono n
pari al numero degli angoli di rotazione dei corpi rigidi + le due
sue coordinate

GdV=3n-n-2=2(n-1)

B




Consideriamo ora la gru a bandiera sottostante e valutiamo |l

grado di vincolo.

| vincoli esterni dovranno consistere in un carrello in alto e una
cerniera in basso per poter reagire al momento del peso pro-
prio agente nel baricentro G e al momento del carico appeso

al gancio.

La cerniera deve anche reagire al peso proprio e al carico.

| nodi di confluenza delle
aste potranno essere as-
similate a cerniere interne
COSi come rappresentato
nello schema successivo.
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Una volta identificato la natura del vincolo e utilizzando le

A D

@( ;

formule derivanti dal ragionamento precedente, risulta:;

Perilcarrello A n=1e quindi GdV =1
Per la cerniera fissaB n=2e GdV =4

Per la cerniera mobile E n=3 e GdV=4
Per la cerniera mobile C n=3 e GdV=4
Per la cerniera mobile D n=2 e GdV=2

T GdV = 15

GdL->GdV=3N-15=0

In definitiva la gru e esternamente
ed internamente isostatica.
GdV=2n -1 carrello

GdV = 2n cerniera est.

GdV=2(n — 1) cerniera int.



Tabella 3.1 Schema di analisi cinematica per sistemi di corpi rigidi.

Schema di svolgimento dell’analisi cinematica

1° passo Valutazione dei gradi di vincolo introdotti da ciascun vincolo della
struttura: GdV;

2° passo Somma dei gradi di vincolo: GdV = ) GdV;

3° passo  Valutazione dei gradi di liberta dei corpi rigidi componenti la strut-
tura, immaginati “liberi”: GdL

4 ° passo  Bilancio tra gradi di vincolo e gradi di liberta: GdL — GdV

biella manovella
= ) /

A C C
Shdatatis 1 Grado di labilita A




GdV=2n -1 carrello

GdV = 2n cerniera est.

GdV=2(n — 1) cerniera int.




CLASSIFICAZIONE DEI CARICHI

I carichi possono essere classificati rispetto al tempo:

Un carico statico ¢ un carico applicato gradualmente per il quale
I’equilibrio € raggiunto in un tempo relativamente breve.

Un carico fisso ¢ un carico costante nel tempo come un carico
gravitazionale o di massa o proprio. Esso ¢ trattato nella stessa maniera
di un carico statico.

Un carico impulsivo (urto) ¢ un carico applicato rapidamente.
Normalmente una vibrazione deriva dall’applicazione di un carico
impulsivo e 1’equilibrio non ¢ ristabilito fino a quando permane la
vibrazione. Essa pud venire eliminata attraverso lo smorzamento
interno dei materiali.



* Un carico ripetuto ¢ invece un carico che viene applicato e rimosso
per un numero molto grande di volte.
Le molle ad elica che sono montate sulle valvole dei motori a
combustione sono soggette a carichi ripetuti.
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Un carico ripetuto € anche un carico dinamico, ma un carico che si
manifesta in condizioni dinamiche modifica I’equilibrio statico delle
forze introducendo le forze d’inerzia che si manifestano in condi-
zioni di accelerazione e decelerazione.



I carichi possono essere classificati con rispetto all’area su cui insistono:
* Un carico concentrato ¢ un carico o una forza applicata in un punto.

Qualunque carico applicato su una relativamente piccola area

confrontata con le dimensioni dell’elemento caricato pud essere

considerato concentrato.

Ad esempio 1l carico prodotto dalla ruota di un camion rispetto alla
lunghezza di un ponte.




Un carico distribuito ¢ un carico distribuito lungo una lunghezza o su
di un’area e la distribuzione puo essere uniforme o meno.

I1 carico dovuto al peso di un solaio di uniforme spessore € un esempio
di carico uniformemente distribuito.

Sono anche carichi distribuiti le forze di superficie, quali la pressione
idrostatica o le forze che si scambiano due corpi a contatto, e le forze
di volume o di massa o d’inerzia che nascono per effetto della gravita
o del moto. Le due piu comuni forze d’inerzia che si incontrano nella
pratica ingegneristica sono le forze centrifughe, dovute all’alta velocita
di rotazione e le forze dovute alle differenze di temperatura.

e o-:i F
Biaxial tension, A Hydrostatic pressure, p=—



P I carichi possono essere classificati anche rispetto alla posizione e al modo
i icazione: P
di applicazione: 1

g L

» Un carico baricentrico ¢ quella forza
risultante che passa per il baricentro
della sezione su cui agisce 1l carico. Se
il risultante passa per il baricentro di
tutte le sezioni, il carico si dice
assiale.

“
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« Un carico di torsione ¢ quello a cui ¢
soggetto un albero o qualunque altro
elemento sottoposto a una coppia di
torsione. Se la coppia giace in un
piano trasverso all’asse dell’albero,
I’elemento € soggetto a torsione pura.



* Un carico di flessione ¢ quello per cui il carico ¢ applicato
trasversalmente all’asse longitudinale dello elemento. Tale tipo di
carico puo includere momenti che giacciono in piani paralleli all’asse
dell’elemento. Un elemento soggetto a carichi di flessione flette e
s’incurva lungo la sua lunghezza.

* Un carico combinato ¢ la combinazione di due o piu dei carichi
appena definiti.



Equilibrio di un sistema isostatico di corpi rigidi

Il terzo principio di Newton stabilisce che ad ogni azione corri-
sponde una reazione uguale e contraria (uguale in modulo e
di verso opposto trattandosi di vettori forza)

In altre parole, questo principio evidenzia che qualungue ogget-
to sottoposto a forze scambia interazioni con oggetti al suo
esterno e inoltre che l'interazione e tale da mantenere in
equilibrio gli oggetti.

L’equilibrio puo essere statico o dinamico secondo che il corpo
e in quiete o in movimento.

Per ricavare 'equilibrio di un corpo all’azione di un sistema di
forze agente su di esso e necessario valutare in qual modo |l
Suo esterno agisce su di esso.




o studio dell’equilibrio di un corpo e quindi del suo comporta-
ento in servizio secondo la Meccanica strutturale puo essere

ttenuto attraverso un modello matematico che risponda alla si-
uazione di servizio reale del corpo oggetto di studio.

Il grado di accuratezza della rispondenza del modello alla realta
costruttiva dipende da molti fattori a cominciare dalle ipotesi che
Il progettista imposta per il calcolo sul modello.

Il modello matematico comporta delle semplificazioni e nella gran
parte dei casi esse riguardano:

- | vincoli ideal

- L’applicazione dei carichi sul modello

- La deformabilita del modello.

| vincoli devono essere imposti in punti opportuni e tali da impedi-
re spostamenti non desiderati che potrebbero compromettere il
funzionamento in termini di deformazioni eccessive o cedimenti.



| vincoli impostati sui modelli matematici sono ideali, vale a dire
sono infinitamente rigidi e pertanto sonao tanta piu lontani dalla re-
alta quanto piu e veritiero il limite degli spostamenti che consen-
tono o0 non consentono. Allo stesso tempo sono necessari per defi-
nire I'equilibrio e quindi I'interazione dell’oggetto in studio (modello)
con l'esterno.

L'esterno agisce sul corpo soggetto ad un sistema di forze (carichi)
con un altro sistema incognito che necessita di essere calcolato. I
sistema incognito agisce in punti opportuni (che sono quelli in cui
sono posti i vincoli) con forze e momenti che prendono il nome di
reazioni vincolari.

Le forze reattive possono sostituire i simboli dei vincoli nello sche-
ma di calcolo dell’equilibrio.

Le equazioni che calcolano I'equilibrio sono le seguenti equazioni
cardinali della statica nella forma vettoriale e nella forma scalare
e riguardano sia le forze che i momenti.




TF=0 SF,=0 YF,=0 YF,=0
>M,=0 yM,=0 M, =0 YM,,=0 nellospazio

>F,=0 >F,=0 >M,=0 nel piano

E’ opportuno evidenziare che il numero delle equazioni neces-
sarie a calcolare I'equilibrio e uguale al numero dei gradi di
liberta da bloccare (3 nel piano, 6 nello spazio).

Poiché un sistema di n equazioni puo risolvere solo n incogni-
te, si deduce che solo una struttura isostaticamente vinco-
lata puo essere risolta all’equilibrio con le equazioni della
statica. In caso la struttura sia iperstatica, le equazioni men-
zionate non sono sufficienti, ma e necessario ricorrere ad ul-
teriori condizioni indipendenti.

Nel caso la struttura sia ipostatica, le equazioni della statica
possono solo servire per individuare la posizione della strut-
tura che ne determina I'equilibrio.




Nel seguente esempio e rappresentato un albero vincolato con
2 cuscinetti che equilibrano la forza F (carico) con le reazioni

vincolarl corrispondenti alle loro tunzioni: quello a sinistra
assolve la funzione di una cerniera fissa mentre quello di de-
stra di un carrello

A b)

h

Poiché una cerniera fissa impedisce spostamenti secondo X e
Y, vuol dire che reagisce con una forza secondo X ed una
secondo Y da considerare insieme a quella del carrello per
assolvere il blocco dell'albero.

Poiche il carrello e disposto in modo da impedire lo spostamen-
to secondo Y, mentre consente lo spostamento secondo X,
esso reagisce alla forza F solo con una reazione secondo Y.



La forza F e detta forza attiva, mentre le forze vincolari sono chia-
mate forze reattive.
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Cosi vincolato l'albero in esame € isostatico in quanto sono impe-
diti attraverso i vincoli i tre GdL che caratterizzano le possibilita
di spostamento di un corpo rigido nel piano.

Essendo il nostro albero isostaticamente vin-
colato, le incognite sono le tre forze vincolari
risultato delle tre equazioni che si possono
scrivere nel piano, mentre il punto O puo es-
sere qualunque nello stesso piano.

Il pattino invece reagisce come Il carrello ma a
differenza di quest’ultimo impedisce la rotazio-
ne con un momento.

Un incastro poiché blocca un modello nel pia-
no reagisce con due forze nella direzione de-
gli assi di riferimento e un momento.



Naturalmente, ai fini dell’equilibrio, e solo ai fini dell’equilibrio,
sSono consentite operazioni come:
- Spostare | punti di applicazione di tutte le forze, (magari per

risolvere I'equilibrio col metodo grafico)

« Sostituire un sistema di forze
attive con un altro piu semplice
ma equivalente.

Per sistema equivalente si intende
un sistema caratterizzato dalla stes-
sarisultante delle forze e dei momen-
ti rispetto a qualsiasi punto dello spa-
zio o del piano
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Sistemi equivalenti

| punto di applicazione e all'infinito

Il modulo del risultante e pari alla som-
ma vettoriale di tutte le forze. Il verso e
guello della somma algebrica dei mo-
duli delle singole forze.

La retta di applicazione del risultante,
parallela a quella del sistema di forze,
si ricava imponendo l'uguaglianza del
suo momento rispetto ad un polo
comungque scelto con la somma dei
momenti delle singole forze (risultante
dei momenti).

Unita di forza [N],[kN]

(P—O)><R:ZN:(F’i -0)xF,

=1

Y F,



Carichi distribuiti

Per un carico uniformemente di-
stribuito, le formule sono quelle
precedenti sostituendo alla som-
matoria delle forze F, , l'integrale
delle forze elementari pdx dove p
e la forza per unita di lunghez-
za [F/L] e dx una lunghezza ele-
mentare.

Unita di misura del carico
[N/m], [N/mm], [KN/m]

e

N

N

N =dlF,
Sttt 0 Ao L e b :

x Idxl

P:jpdx:pl

jxpdx dex |/ /

j pdx jdx




In generale per carichi distribuiti con
legge f(x), il risultante sara dato da

f(X) = PmaxX/l |
- room L
0 0 W l B max
mentre la posizione del risultante, 3l Lo 0
rispetto all'origine della trave sara i
datoda | ! 2
j xf (x)dx o ) 1
0 — o — max — max - I
XP = 7 P jpmax I dX I IXdX /I/ 2' 2 pmaxI
0 0
| f(xdx . | 1
: 0 f xf(x)dx = f xpmaxjdx = pn’;axj x?dx = ﬁpmaxl3
In particolare per 0 0 0
una distribuzione 1 7
IVl 2
p, = 3 _2,

lineare f(X) = PmaxX/l, per ppin = 0 3

L



Per un carico distribuito secondo
una funzione parabolica del tipo

f(X) = Prmax X4/1°

J-Xpmax I2dx 1 pmax|2 3
X —0 — 4 =—|
P | 2 1 4

Per un carico distribuito secon-
do una funzione del tipo

f(X) = Pmax (X/)"

P = prax [/(N+1)
Xp=1(n+1)/(n+2)



Esercizion. 1

E. » ZF=O F3; = —(F1 + F2)
F3
ZFX:O F],\’+F2_r+F3x:O F1x+F2x=_F3x

‘B > F,=0 Hiy iy =10 Fiy = —Fy,

L'esempio mostrato rappresenta I'equilibrio di un punto mate-
riale sottoposto nel piano ad un sistema di due forze equili-
brato da una terza forza F;



Risultante di forze
~In un punto

Componente X

Componente'Y

500 seu 3o ° = 450 B0 o, 30 = 433
4aso sew (S° = Jo¥ Mo <o) k5” =-Yo¥
150 = =450 =z 0
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Reazioni vincolari o
Esercizion. 3

Si tratta di una mensola AB
lunga | = 5 m, incastrata ad
una estremita e caricata sulla
altra con un carico P=50 kN In-
clinato di a =40° sul suo asse.

Mensola isostatica dato che
GdL=3e Gdv =3

I’-'P
Fissato un sistema di riferimento xyz, I'equilibrio orizzontale sara
> F. =0 Hy,—Pcosa =0 H, =50 cos 40° = 38,3 kN
I'equilibrio vert. } F,=0 A-P sena =0 A =50 sen40° = 32,1 kN

Per I'equilibrio alla rotazione scegliamo il punto A come polo,
>M, =0 M,-P6=0 M,=50"-5sen40°= 160,7 kNm



Esercizion. 4

Si tratta di una trave AB lunga I=10m
vincolata con una cerniera esterna
sull’estremo A, un carrello sull’estremo
B e caricata con una forza F = 100kN
inclinata di 40° sull’asse della trave
alla distanza a = 7 m dall’estremo A.

Anche in questo caso la trave e
o Isostatica. Per cui, fissato il si-
stema di riferimento xyz, per lI'e-

g quilibrio orizzontale sara

>F, =0 Hy,— Fcosa =0 H, = 100 cos 40° = 76,6 kN

Per l'altra reazione verticale e conveniente I'equilibrio alla rotazione e
scegliamo il punto A come polo,

SM,=0 Vgl—-F,a=0 Vg=100-7 cos50%10 = 45 kN
V,=F,— Vg = 100 cos 50° - 45 = 19,3 kN



Esercizion. 5

Trave AB di lunghezzal =5 me
caricata con un carico distribuito su
tutta la lunghezza p = 1 kN/m

Trave isostatica con carico simmetri-
camente distribuito per cui le reazio-
Vg ni saranno uguali per ogni vincolo.

A sinistra abbiamo una cerniera fissa, a destra un carrello, ma poi-
ché il carico e solo verticale, sicuramente la cerniera non reagisce
In orizzontale.

Sostituendo dunque il carico complessivo pari a pl = 5 kN applica-
to nel baricentro della trave, vale a dire a I/2, potremo ricorrere al
semplice equilibrio alla rotazione intorno al polo A per ottenere le
reazioni che supponiamo essere intuitivamente dirette verso l'alto,
data la direzione del carico. Pertanto determinati i versi positivi
delle forze e momenti rispetto al sistema di riferimento xyz, po-
tremo scrivere

>M,=0 Vgl—pl?/2=0 dacuiVg=pl/2=5/2=25kN =V,



Esercizion. 6

Si tratta di una trave AB a sbalzo con
|I=7m, b=3m e un carico verticale P = 30kN

all’'estremo dello sbalzo

Trave isostatica. Carico e reazioni sono
b i e e verticali. Per I'equilibrio alla rotazione in-
torno a B, si ha

Pb = Al A =Pb/lI =30-3/7 = 12,86 kN
L’analoga equazione intorno ad A fornisce
B = P(+b)/l = 30(7+3)/7 = 42,86 kN




Esercizion. 7

Si tratta di una trave AB con | = 9m
e un carico distribuito triangolare di

intensita massima p,,, = 20 kN/m

Il carico diffuso equivale nei riguardi
delle reazioni a un carico P = p,, I/2

Applicato nel baricentro del triangolo situato a 2/3 dall’appoggio
di sinistra. Trattandosi di una trave isostatica, le reazioni risultano
dagli equilibri alle rotazioni intorno ai poliAe B

__ pml® _ 209

=30kN
2-31 6



Esercizion. 8

Trattasi di un sistema articolato costituito

da due aste incernierate fra loro e allo
esterno

C’e una terza asta anch’essa incernie-
rata a meta di una delle due principali,
sulla quale agisce direttamente il carico e
che ha per reazione vincolare proprio il
vettore carico.

Lo schema di calcolo e riportato a lato.

Poiché GdL = 6 e GdV = 6 la struttura e
considerata isostatica.

Considerandola nel suo complesso le tre
equazioni della statica non sono sufficien-
ti a calcolare le sei reazioni vincolari.

F,

GdV=2(n — 1) cerniera int.
GdV = 2n cerniera est.




Nel caso il sistema esaminato sia costituito da piu corpi si puo
scindere la struttura in sottostrutture: il principio a cui ci si ispi-
ra e che per l'equilibrio dell'intero sistema, anche ogni parte

deve essere in equilibrio. Pertanto si smembra il sistema nelle
singole parti e si imposta per ciascuno l'equilibrio. Nel caso iIn
esame la figura sottostante mostra la sostituzione dei vincoli
esterni ed interni con le forze relative alla loro funzione, in dire-
zione coerente rispetto al sistema di riferimento globale fissato,
Iascianc;lo al calcolo il verso effettivo oltre che l'intensita.

o RS A,+B,=0 eq.delle forze verticali di AB

7

A,—B, =0 eq. delle forze orizzontali di AB

C,— B,—F = 0 eq. delle forze verticali di CB
C,—B,=0 eq.delle forze orizzontali di CB

B,lsen60° — B,lcos60° =
ed. alla rotazione di A% intorno A

B,hcos45° + B,hsen45° + Fsen45°§ =0

eq. alla rotazione di CB intorno C




Il sistema lineare di sei equazioni nelle sei reazioni vincolari in-
cognite, appena scritto permette di trovare i valori delle reazio-
ni. Per la cerniera interna si impone l'uguaglianza e opposizio-

menti che connette.

In realta se non si ha bisogno delle reazioni
della cerniera interna, come di solito si ha,

il problema si puo risolvere con il metodo
delle equazioni ausiliarie.

Per i sistemi isostatici costituiti da piu corpi,
infatti, le equazioni della statica applicate

- all'intero sistema possono essere integrate
con equazioni di equilibrio indipendenti alla rotazione di uno
solo dei due corpi intorno alla posizione della cerniera interna.
Nel caso dell’esercizio in questione, quindi vanno scritte le
seguenti equazioni.

A,+C,=F eq. di equilibrio verticale del sistema

A,—C, =0 eq. di equilibrio orizzontale del sistema



F—sen45°+ C,(hsen45° + lsen60°) = 0 €d. di equilibrio alla rotazione del
sistema intorno A

ngenq,so — ¢, hcos45°-C hsend5° =0 €Q- ’di equilibrio alla rotazione
dell’asta CB intorno B

Questo sistema e costituito da 4 equazioni per le 4 incognite di
reazione del sistema. Dal suo risultato si puo risalire ugualmente
alle reazioni della cerniera interna mediante delle ulteriori equa-
zioni di equilibrio alla traslazione del tratto AB.

Sconnessioni

Sono sconnessioni semplici per sistemi piani di travi: 3)
a) cerniera — lascia alle due facce della sezione ]
come moto relativo la rotazione I TR

b) due pendoli paralleli all’asse della trave — la- /«——{I%\\\_g
scia libera alle due facce della sezione la traslazione verticale

c) Due pendoli paralleli normali all’asse della trave — lascia libera
alle due facce della sezione la traslazione relativa alla tangente
della trave



Esercizion. 9

Determinare le reazioni vincolari della struttura
riportata accanto

Il sistema e isostatico in quanto GdL = 3x2 =6
GdV =2+2+2 =6

Supponendo il sistema in equilibrio, lo deve essere
e anche ogni suo elemento.
Pertanto suddivisa la struttura in tronchi, si eviden-
e ziano le reazioni incognite con un verso arbitrario.
vt‘."' Assunti come positivi | versi in coerenza con Il siste-
: ma di riferimento, deve risultare
per il tronco AB per il tronco BC

H,+Hz =0 equilibrio alla traslazione orizzontale —Hzp+ H. =0

Vo+ Vg —F =0 equilibrio alla traslazione verticale 1. —Vz =0

—V,l + Fl +H,l =0 rotazione rispetto a B Hel+Vel=0
2

Tali equazioni costituiscono un sistema lineare non omogeneo che puo es-

sere risolto con Kramer



Usando le equazioni ausiliarie, si deve scrivere con riferimento alla
struttura nel suo complesso con cerniera considerata rigida

Vi+V,—F=0 per I'equilibrio secondo y Flo M H 8
H,+ H-=0 perl'equilibrio secondo x h, s
H
< ._M?
21 — ——O per I'equilibrio alla rotazione intorno A~ 1w v, M T

A queste equazioni si deve aggiungere l'equazione relativa alla rotazione
Intorno a B del corpo BC per comodita; vale a dire

Vcl+ H:l=0 Le restanti incognite relative alle reazioni di B

possono essere ricavate con I'equilibrio del tratto BC; vale a dire

Vce—=Vg=0  Hz+H-.=0 Lasoluzione di questa struttura puo essere
ottenuta anche graficamente.

[ o/ e Tenendo conto che il tronco BC € scarico,
| [ = s y/ 4 la reazione R, deve passare per entrambe
| / l \ le cerniere e la sua direzione deve incon-

R

w trare la direzione del carico.

; Anche la reazione per A deve incontrare la
direzione del carico e chiudere il triangolo
che viene riprodotto a parte riportando |
vettori in scala.




Esercizio n. 10

Determinare, del freno differenziale riportato in figura con le relative
caratteristiche geometriche e d’attrito, il momento frenante e la forza

attuatrice (e la condizione di autobloccaggio).
Poiché ) Larghezza del nastro, b = 80 mm

Rotazione
P} = Ppax1.b = 0,5.250.80 = 10000 N

Coefficiente di attrito, f = 0.20

Pressione massima sul rivestimento:
P2 = PI /et =10000 /e (0.2.1,5.m) — 3898 N Prmax= 0.5 MPa

p F
2

Per I’equilibrio alla rotazione del tamburo

EM=M;-P.r+P,r=0 ‘ 9 e f.,.—‘
M;=P,.r- P,.r = (10000- 3898).250 = 1526 . 103 N.m '
Per I’equilibrio della leva intorno al fulcro A
XM,=F.c-Pra+P.s=0
F.c-P,a+P,s=0 F=(P,.a- P .s)lc =(3898.150-10000.35)/700 =
=335 N




Strutture iperstatiche

La figura accanto rappresenta un portale una
volta iperstatico sostenuto da due cerniere alla
base dei ritti. GdL = 3 mentre GdV = 4.
Essendo 4 le reazioni vincolari incognite, le
equazioni della statica non sono sufficienti a ri-
~ solvere il problema. In particolare I'indetermina-
— = zione risiede nelle reazioni orizzontali.
Hy+Hg+P, =0
Vp+Vg—P,=0
VgL + HgL — P;l; — P,l, =0

La figura sottostante mostra ancora un portale
incastrato alla base ma con un carico simmetri-
co. E’ iperstatico 3 volte in quanto GdL = 3 men-
tre GdV =6

In entrambi i casi la soluzione corretta si puo ot-
tenere ricorrendo al modello di corpo deforma-
bile, anche tenendo in conto la simmetria
geometrica e di carico.

F/2
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