GEOMETRIA ED ALGEBRA (Prof.ssa E.
Francot)

Appunti del corso

1 Matrici, determinanti e sistemi lineari.

1.1 Premesse

Consideriamo l'insieme Z dei numeri interi. In questo insieme ¢ definita un’operazione
indicata con il simbolo +, detta somma, che ad ogni coppia (a, b) di numeri interi
associa il numero intero a + b. In simboli

+:ZxX7Z—7Z

(a,b) —a+b
L’operazione di somma definita in Z gode delle seguenti proprieta:
l.a+(b+c)=(a+b)+c Va,b,ce€Z (prop. associativa);
2.30€Z tec. a+0=04+a=a Va€Z (esistenza dell’el. neutro);
3.Vae€Z 3I(—a)€Z tc. at(—a)=(—a)ta=0 (esistenza dell’opposto);
4. a+b=b+a Va,b € Z (prop. commutativa).

Consideriamo ora l'insieme Q* dei numeri razionali non nulli. In questo
insieme, oltre alla somma, & definita un’operazione indicata con il simbolo -,
detta prodotto, che ad ogni coppia (a,b) di numeri razionali non nulli associa il
numero razionale a - b non nullo. In simboli

QX QF - Q*
(a,b) —a-b

L’operazione di prodotto definita in Q* gode delle seguenti proprieta:

l.a-(b-c)=(a-b)-c Ya,b,c € Q* (prop. associativa);

2.31€eQ* te a-l=1l-a=a Va € Q* (esistenza dell’el. neutro);



3.VaeQ* JateQ* tec aal=ala=1 (esistenza dell’inverso);
4. a-b=b-a Ya,b € Q* (prop. commutativa).

Proviamo ora a generalizzare quanto visto negli esempi precedenti.
Indichiamo con G un insieme qualsiasi, ad esempio G puo essere Z, Q, N
oppure R. Indichiamo poi con * un’operazione interna definita in G che ad ogni
coppia (a,b) di elementi di G associa un unico elemento di G indicato con a * b
x:GxGE—G
(a,b) — axb

Ad esempio * puo rappresentare la somma -+ oppure il prodotto - se G & un
insieme numerico.

La coppia (G, %) si dice Struttura Algebrica.

(Z,+) e (Q*, ) sono esempi di strutture algebriche.

Sia (G, *) una struttura algebrica in cui * gode delle seguenti proprieta:

1.ax(bxc)=(axb)xc  Va,b,c€G (prop. associativa);
2. de€G t.c. axe=exa=a Va€G (esistenza dell’el. neutro);

3. VaeG 3Jd€G te axd =d xa=-e (esistenza dell’el. simmet-

ric0);

in questo caso la struttura (G, *) & detta Gruppo.
Se oltre alle proprieta 1, 2 e 3 vale anche la proprieta

4. axb=bxa Ya,b € G (prop. commutativa)

allora (G, %) & detta Gruppo abeliano (o Gruppo commutativo).
Sia (G, *) un gruppo e H C G. Si dice che (H, x) & un sottogruppo di (G, *)
se H & un gruppo rispetto alla stessa operazione definita in G.

Esempi.

i) (Z,+), (Q,+) e (R, +) sono gruppi. Si osservi che (Z,+) ¢ un sottogruppo
di (Q,+) che & a sua volta un sottogruppo di (R, +).

ii) (Z,-) non & un gruppo in quanto in genere un elemento non possiede il
simmetrico (inverso)

iii) (Q,-) non & un gruppo in quanto lo zero non ammette inverso.
iv) (Q*,-) & un gruppo.

Consideriamo ora un insieme in cui sono definite due operazioni, ossia una
struttura algebrica del tipo (G, *,0). Se:

1. (G, x) & un gruppo abeliano;



2. ao(bxc)=(aob)x(acc) e (bxc)oa=(boa)*(coa) Va,b,ceG
(prop. distributiva);

3. ao(boc)=(aob)oc Ya,b,c € G (prop. associativa);

allora la struttura (G, *,0) ¢ detta Anello.
Se inoltre vale:

4. aob=boa Va,b € G (prop. commutativa)

la struttura (G, *,0) & detta Anello commutativo.
Se ancora

5. 3¢’ € G t.c. aoe =€ oa=a Va € G (esistenza dell’el. neutro
Tisp. o)

allora la struttura (G, ,0) & detta Anello commutativo unitario.
Arricchiamo ulteriormente la struttura algebrica (G, *,0) con la seguente
proprieta:

6. G* ¢ un gruppo (commutativo)

allora la struttura (G, *,0) & detta Campo.

(R,+,-), (Q,+,-) e (C,+,-) sono esempi di campo. Nel seguito indicheremo
con la lettera K un generico campo e chiameremo scalari i suoi elementi.

1.2 Matrici.

Sia K un campo. Se m ed n sono numeri naturali, si chiama matrice ad m righe
ed n colonne, o matrice di tipo m X n ad elementi in K, un insieme di mn scalari
a;; €K, (1=1,...,m; j =1,...,n), rappresentato da una tabella del tipo:

ai1 ai2 . . . A1n,
a21 a2 . . . agn
A =
Am1 Am2 - - - Qmn
Lo scalare a;; ¢ I’elemento di A che si trova nella ¢°"™? riga e 75™2 colonna.
J

Con questa notazione possiamo rappresentare in modo compatto la matrice A
con A=(a;;)conl<i<mel<j<n

- Se m # n la matrice A ¢ detta rettangolare;
- se m = n la matrice A & detta quadrata di ordine n;

- se m = 1 la matrice A = (a11,a12,...,a1,) & detta anche matrice riga (o
vettore riga);



- se n = 1 la matrice A = . ¢ detta anche matrice colonna (o vettore
am1
colonna).

Indichiamo con K™" l’insieme delle matrici ad m righe ed n colonne ad
elementi in K.

Definizione 1 Siano A,B € K™" con A = (a;;) e B = (b;;) allora
A:B<:>aij:bij (Z:l,,m,jzl,,n)

Definizione 2 Si definisce matrice trasposta di A, A € K"™" la matrice indi-
cata con At, A' € K™ ottenuta da A scambiando ordinatamente le righe con
le colonne, ossia la matrice il cui elemento di posto ij ¢ lelemento aj; .

Si noti che (A?)t = A.

Sia A € K™", definiamo ora alcune matrici particolari:
- se a;; = 0 Vi, 7 allora A = O si dice matrice nulla;
- la matrice —A := (—a;;) € K™" si dice matrice opposta di A;

Sia A € K™", vediamo alcuni casi particolari di matrici quadrate:
- A si dice simmetrica se A = A", ossia se a;; = aj; Vi, j;

t

- A sidice antisimmetrica se A = —A°", ossia se a;; = —aj; V1, J;

- A si dice triangolare superiore se a;; = 0 Vi > j;
- A si dice triangolare inferiore se a;; = 0 Vi < j;

- A si dice diagonale se a;; = 0 Vi # j, cio¢ quando ¢ contemporaneamente
triangolare superiore ed inferiore.

In generale gli elementi aq1, asa, ..., @y, di una matrice quadrata di ordine n
costituiscono la diagonale principale di A, pit semplicemente detta diagonale di
A.

Tra tutte le matrici diagonali di ordine n, vi & la matrice

1 0 . .0
0 1 0
I, = .
.. 0
0 0 1
in forma compatta I,, = (eij) con e;j = { 0 zi z ;j . La matrice I,, &

detta matrice unita di ordine n.



1.2.1 Somma tra matrici.
4 Km,n % Km,n N Km,n

Siano A,B € K™" con A = (a;5) e B = (b;;), si definisce matrice somma di
A e B la matrice S = A+ B con S = (s;;) € K™" tale che

sij = aij +bij Vi, j
E’ immediato verificare le seguenti proprieta:
1. A+ B=B+A VA BecK™";
2. A+ (B+C)=(A+B)+C VA B,CeK™"
3. 0 e K™ te. A4+0=0+A=A VAecK™™
4. VAeKm™n 3F(—A)eKmnte. A+ (-A)=0=(-A)+A

da cui segue che (K™™, +) ¢ un gruppo abeliano.

1.2.2 Prodotto per uno scalare.

.. K X K’HL,TL N Km,n

MA)— XA

(nel seguito indicheremo A - A semplicemente con AA).
Se A = (a;j), la matrice ottenuta dalla moltiplicazione di A con lo scalare A
¢ definita da

A = (Aagj)
E’ immediato verificare le seguenti proprieta:
5. M(A+B)=X+ B VA,BecK™"eVXeK;
6. A+ p) A= A+pA VAcK™me VA uekK;
7. (M)A =ApAl) VAecK™"e VA uek;
8. 1A=AVAecK™.

Sull’insieme K" ™ abbiamo cosi definito le operazioni di somma e di prodotto
per uno scalare. Le proprietd dalla 1. alla 8., ci dicono che la struttura
(K™™ +.) & uno Spazio vettoriale su K.

Osserviamo che dalla proprieta 6 discende che la matrice (—A)A & 'opposto
della matrice A, ossia

(—A\)A = —)\A.



Basta osservare che

M4 (=)A= A+(-N)A=0A=0

Altre proprieta delle matrici:
- VA, BeK™" (A+B)l=A"+B' e (M) =)\A
-VAeK™ XMA=0 & \=0oppure A= 0. Infatti:

Sia A € K™" con A = (a;5) e A € K. Per la definizione di prodotto di una
matrice per uno scalare, si ha AA = (Aa;;), da cui

/\A:O«b/\a”:() V’L,]

Se a;; = 0 Vi, j allora A = O e la tesi ¢ provata.

Supponiamo quindi che esista almeno un elemento a@;; # 0 e Aa;; = 0. Se
A # 0 allora K* non ¢ chiuso rispetto al prodotto poiche esistono due elementi A,
a;; entrambi non nulli il cui prodotto & zero contro I'ipotesi che K* & un campo.

- VA e K" A+ A! & simmetrica. Infatti:

(A+AY = A"+ (A) =A' + A=A+ A"

- VA e K®»" A — A! ¢ antisimmetrica. Infatti:

(A—AhE = Al — (A = A' — A= —(A— A"

- Ogni matrice quadrata A si puo scrivere come somma di una matrice simmet-

. . . . . . t p— t
rica A e di una matrice antisimmetrica A, con A; = % e A, =4 2A .

1.2.3 Prodotto tra matrici.

Date due matrici A e B, si definisce il prodotto (righe per colonne) A - B solo
quando il numero delle colonne di A coincide con il numero delle righe di B
ossia quando A ¢ di tipom x r e B ¢ di tipo r X n.

Se A e K™"con A = (a;;) e B € K" con B = (b;;), il prodotto A- B & la
matrice C' € K™" con C = (c¢;5) dove

,
Cij = ai1b1j + azba; + ... + agrbry = E ki
k=1

¢;j ¢ dunque la somma degli r prodotti degli elementi della i-esima riga di
A con gli elementi corrispondenti della j-esima colonna di B. Come gia detto
questo prodotto é detto prodotto righe per colonne.



Nel seguito indicheremo A - B semplicemente con AB.
E’ evidente che il prodotto BA ¢ definito solo se m = n. Se A e B sono
matrici quadrate dello stesso ordine in generale si puo avere AB # BA.

Esempio:

. 1 2 2 2
SlanoA—<1 O>eB—<1 0)

e (A% )
mae () (L 2)=(5 L)

Se AB = BA allora diremo che le matrici A e B sono permutabili.
In K™™ la matrice I,, permuta con ogni altra matrice, ossia:

mentre

VAe K" I[,A=AIl, =A.
E’ immediato verificare le seguenti proprieta:
1. A(BC)=(AB)C VA,B,C eK"";
2. ABB+C)=AB+ AC VA,B,C € K»";
3. (B+C)A=BA+CA VA B,CeK"™;
da cui segue che (K™™, +,) & un anello.
Altre proprieta del prodotto tra matrici:
- A(AB) = A(AB) = (\A)B
- AO=0

Si osservi che si puo avere AB = O senza che A o B siano matrici nulle. In
tal caso A e B si dicono divisori dello zero.
Esempio.

. 1 0 0 0
SlanoA—(_5 O>eB—<_2 3)
1 0 0 0 0 0
as=( L 0% 5)-(0 )
- (AB)! = B*A'. Infatti:

Siano A € K™" e B € K" allora A € K"™ e B* € K™ per cui & possibile
calcolare sia AB che BYA".

Poniamo A = (ay;), B = (bij), C = AB = (cij) e A* = (af;), B* = (b};) e
Ct = (ij) Sia D = BtAt = (d”)

Vogliamo provare che C* = D, ossia che ¢}; = d;; Vi,



. . .

t_H_E : ._E:tt_ tot g

Cij = Cji = ajkbri = akjbik = E bikakj = d;;
k=1 k=1 k=1

- Se A € K™ allora A" = A1 A, Infatti: A% = AA, A3 = A?A..
- Se AB = BA allora (AB)" = A" B". Proviamolo per induzione su h.

Per h =2 si ha (AB)? = ABAB = AABB = A%B?
Supponiamo sia (AB)"~! = A"~1B"~! ¢ consideriamo (AB)" = (AB)""1AB.
Per l'ipotesi induttiva

(AB)"'AB = A"1B"'AB
ma da AB = BA segue

Ah—lBh—lAB — (Ah_lA)(Bh_lB) — AhBh

Consideriamo 'insieme K™™, abbiamo visto che esiste I’elemento neutro, la
matrice I, rispetto all’operazione di prodotto tra matrici e che tale operazione &
associativa ma non commutativa. Vogliamo ora dare una risposta alla seguente
domanda:

Data una matrice quadrata A, esiste una matrice A’ che funga da inverso
rispetto al prodotto? Cioe tale che AA' = A’/A =17

Definizione 3 Una matrice quadrata A si dice invertibile se esiste una matrice
dello stesso ordine, che indichiamo con A™1, tale che

AAT P =A"TA=T

A~! se esiste, & univocamente determinata dalle precedenti relazioni. In-
fatti: supponiamo per assurdo che esista una matrice B tale che AB = BA = 1.

AB=1=A"'AB)=A"' 1= (A'AB=A"'=IB=B=A"
Valgono le seguenti proprieta:
- (AB)"'=BtA-L
Infatti si ha:
(BT'A™Y)Y(AB)=B Y (A'A)B=B'IB=B'B=1
e analogamente
(AB)Y(B™'A ™) = A(BB YA ' = ATA ' = AA™ =1

da cui segue che B~1A~! & l'inversa di AB.



S (ATH = A

Banalmente da AA=* = A=Y A = I segue che A & 'inversa di A~! e quindi
(A~H=t = A

- Se A ¢ invertibile allora

AB=0=B=0 e AB=AC=B=C

Per stabilire quando una matrice & invertibile e per calcolare poi la sua
inversa useremo uno strumento particolarmente utile: il determinante.

1.3 Determinante.

Definizione 4 Sia S un insieme, si chiama permutazione di S ogni corrispon-
denza biunivoca di S in sé.

c: 85— S

Se la cardinalita di S ¢ uguale ad n, in simboli card(S) = n, possiamo pensare
di "numerare" gli elementi di S da 1 ad n e considerare o come permutazione
dell’insieme numerico {1,2,...,n}.

Ad esempio se S = {1,2,3} e o & tale che

oc(1)=3 o(2)=2 o(3)=1

R . . 1 2
allora indichiamo la permutazione ¢ con la seguente notazione o = ( 3 9 i) ) ,

o piu semplicemente con (3,2,1), essendo la prima riga costituita sempre da
(1,2,3).

Le possibili permutazioni su n oggetti sono n(n — 1)(n — 2)...1 = n! La
permutazione identica (1,2, ...,n) & detta fondamentale. Ogni permutazione si
puo ottenere dalla fondamentale tramite scambi, ovvero permutazioni di due
soli elementi.

Se consideriamo o = (3,2,1), per ottenere la permutazione fondamentale
possiamo seguire due percorsi diversi

(3,2,1) = (3,1,2) — (1,3,2) — (1,2,3)
(3,2,1) — (1,2,3)

osserviamo che, in entrambi i casi, il numero di scambi effettuato & diverso
ma sempre dispari. Questo vale in generale, ossia il numero di scambi puo essere
diverso ma sempre un numero con la stessa parita.

Una permutazione o ¢ detta di classe pari (dispari) se occorrono un numero
pari (dispari) di scambi per ottenere la permutazione fondamentale. Fissata una
permutazione o, col simbolo €(o) si indica il numero 1, oppure —1, a seconda
che o risulti di classe pari o dispari.



Definizione 5 Sia A € K™" con A = (ai;), chiamiamo determinante di A il
numero

det A = Z €(0)016(1)020(2)--Ano(n)
o
dove la sommatoria é estesa a tutte le n! permutazioni dell’insieme {1,2,...,n}.
- se n =1 allora det A = a3
- se n = 2 le permutazioni possibili su 2 oggetti sono (1,2) e (2,1) da cui

detA = a11Q22 — A120921

- se n = 3 le permutazioni possibili su 3 oggetti sono
(17 27 3)’ (1’ 37 2)’ (37 1’ 2)7 (3’ 2? 1)7 (27 3’ ]')’ (27 17 3)
da cui

det A = 11022033 —011023032+013021032 013022031 +012023031 —012021033

All’aumentare dell’ordine n della matrice A, il calcolo del determinante di
A diventa sempre pit complicato. Viene in aiuto una regola di calcolo dovuta
a Laplace che andiamo ad introdurre.

Fissato un elemento a;; di A, si chiama minore complementare di a;; la
sottomatrice di A di ordine n — 1, ottenuta cancellando la i-esima riga e la
j-esima colonna.

Si chiama complemento algebrico di a;; o cofattore di a;;

A;j = (=1)"* det(minore complementare di a;;)

Teorema 6 (I Teorema di Laplace) Sia A una matrice quadrata di ordine n.
Allora
det A=a,1A4,1+ ...+ arnArm

dove r € una fissata riga (scelta arbitrariamente), oppure
det A = a1.A1c+ ... + ancAne
dove ¢ ¢ una fissata colonna (scelta arbitrariamente).
Con questo teorema si puo dare una definizione ricorsiva di determinante:

a;; sen=1

|A‘ =detA= { Zz a,;inj = Z]’ az-inj sen>1

Quindi
det : K" — K.

Sia A € K™". Una prima conseguenza del teorema di Laplace é:

10



1. det A = det A%;

2. se gli elementi di una riga (o colonna) di A vengono moltiplicati per uno
stesso numero reale k, allora il determinante della matrice cosi ottenuta &

dato da kdet A;

3. il determinante di una matrice triangolare ¢ uguale al prodotto degli ele-
menti della diagonale principale. In particolare det I,, = 1

Nel calcolo pratico dei determinanti solitamente si utilizzano delle particolari
proprieta che consentono di giungere al risultato senza ricorrere alla definizione
generale di determinante.

Procedendo per induzione, dopo averlo verificato direttamente per n = 2, si
hanno le seguenti proprieta per il calcolo dei determinanti:

1. se due matrici A e B differiscono soltanto per uno scambio di righe (o
colonne), allora det B = —det A;

ne segue che:

2. se A ha due righe (o colonne) uguali, allora det A = 0;

3. se A ha due righe (o colonne) proporzionali, allora det A = 0.
Inoltre

4. se B si ottiene da A aggiungendo ad una certa riga (o colonna) di A
un’altra riga (o colonna) di A moltiplicata per un fattore di proporzional-
ita, allora det A = det B.

Proposizione 7 (II Teorema di Laplace) La somma dei prodotti degli elementi
di una riga (o colonna) di una matrice quadrata per i complementi algebrici dei
corrispondenti elementi di un’altra riga (o colonna) é zero. Cioé

ailAjl + aiQAjg + ...+ amAjn =0 Vi #]
arAin + aop Ao + oo+ Gk Ann 0 Vh # k

Teorema 8 ( Regola di Binet) Se A, B € K™" si ha
det(AB) = (det A)(det B)
Quindi in generale AB # BA ma det(AB) = det(BA).

Proposizione 9 Sia A una matrice quadrata. La matrice A ¢ invertibile se e

solo se det A # 0. Se A ¢ invertibile allora det(A™") = .

Dim. Sia A invertibile, allora AA™! = I = det(AA™!) = detI. Per la
Regola di Binet si ha det(A) det(A™1) = 1 da cui segue det A # 0 e det(A™!) =
1

det A

11



La dimostrazione del viceversa ¢ omessa. |

Una matrice quadrata A per cui det A # 0 ¢ detta non singolare. Se A ¢
una matrice non singolare allora & invertibile e si prova che

L1

= Joia %4

dove Ad;(A), detta aggiunta classica di A, é la matrice che ha al posto (¢, j) il
cofattore Aj; di aj;.

1.3.1 1l Gruppo Lineare GL(n,K) ed il gruppo Ortogonale O(n, R).

Siano A e B due matrici non singolari. Da det A # 0 e det B # 0 segue
det(AB) = det Adet B # 0 e quindi anche la matrice AB risulta essere non
singolare. Inoltre esiste A~ e det A= = detA # 0, ossia l'inversa di una
matrice non singolare ¢ ancora non singolare.

Ovviamente la matrice identica I € non singolare in quanto det I = 1.

Indichiamo con GL(n,K) 'insieme di tutte le matrici quadrate di ordine n,
ad elementi in K, non singolari

GL(n,K)={AeK""|det A#0}
Valgono le seguenti proprieta:

1. A,B € GL(n,K) = AB € GL(n,K) (ossia GL(n,K) & chiuso rispetto al
prodotto tra matrici);

2. (AB)C = A(BC) VA,B,C € GL(n,K) (proprieta associativa del
prodotto tra matrici);

3. AT e GL(n,K)t.c. AI=TA=A VA€ GL(n,K) (esistenza dell’elemento
neutro);

4. VA € GL(n,K) 347! € GL(n,K) t.c. AA™! = A71A = I (esistenza
dell’inverso).

Possiamo quindi dire che (GL(n,K),-) & un gruppo detto Gruppo Lineare
(delle matrici invertibili).
Definiamo ora un particolare sottoinsieme di GL(n,R)

Definizione 10 Sia A € R™", A si dice ortogonale se AA' = A'A = 1,,.
Osserviamo che se A é ortogonale allora det A = +1. Infatti:

A ortogonale = A'A =1,

12



da cui
det(A'A) = det I,

e per la regola di Binet
det(A'A) = det Adet A =1
e quindi
det A" = det A = (det A)*> =1

e quindi det A = +£1.
Naturalmente non vale il viceversa.

Se ad esempio consideriamo la matrice A = < (1) 1 ) si ha che det A =1

(1) ()1 1) e

Siano A, B due matrici ortogonali, allora A® = A~! e B* = B~!. Consideri-
amo

ma

(AB)! = B'A' =B 'A™!' = (AB)™!

da cui segue che AB & ortogonale.
Inoltre
(Afl)tAfl _ (At)tAfl _ AA71 =7

analogamente
AT A Y =A N AY = AT A =T

da cui segue che (A71)! & I'inversa di A=, ossia A~1 & ortogonale.
Ovviamente la matrice identica I & ortogonale in quanto It = I—! = I.
Indichiamo con O(n,R) linsieme di tutte le matrici ortogonali di ordine n.
Ovviamente O(n,R) C GL(n,R).
Valgono le seguenti proprieta:

1. A,B € O(n,R) = AB € O(n,R) (ossia O(n,R) & chiuso rispetto al
prodotto tra matrici).

2. (AB)C = A(BC) VA, B,C € O(n,R) (proprieta associativa del prodotto
tra matrici).

3. A€ O(n,R) tc. AI=1A=A VA€ O(n,R) (esistenza dell’elemento
neutro).

4. VA € O(n,R) 3JA7! € O(n,R) t.c. AA™! = A71A = I (esistenza
dell’inverso).

Possiamo quindi dire che (O(n,R),-) & un gruppo detto Gruppo Ortogonale
ed ¢ un sottogruppo di GL(n,R).

13



1.3.2 Rango di una matrice.

Sia A € K™™. Da A possiamo estrarre sottomatrici quadrate di ordine r, con
1 < r < min{n,m}. Di queste sottomatrici quadrate, dette minori, si puo
calcolare il determinante e verificare se ¢ o meno nullo.

Definizione 11 Il rango di una matrice A € K™™, indicato con rg(A), é dato
dal massimo ordine dei suoi minori con determinante non nullo.

Se ad esempio il rg(A) = p allora
1. esiste almeno un minore B di A che ha ordine p e tale che det B # 0
2. tutti gli eventuali minori di ordine maggiore di p hanno determinante nullo.
Osserviamo che
- rg(A) = 0 = A = O matrice nulla;
- Ae K™ erg(A) =n < det A # 0 < A invertibile;

- B sottomatrice di A = rg(B) < rg(4).

1.4 Combinazione lineare di colonne (o righe).

Sia
api;  arz2 . . . Qin
azi a2 . . . Q2pn
A =

Am1 Am2 - - .« Qmn

alj
Se indichiamo con ¢; = ' € K™! la j-esima colonna di A, possiamo

Amj

rappresentare la matrice A in modo pitt compatto come

A= C1 Co Cp,
. |
| |
by T
Siano poi b = ' ceKm™le X = ’ € Kl
bm Tn

14



Definizione 12 La matrice colonna b si dice combinazione lineare delle colonne
di A con coefficenti x1,x2, ..., T, S€

b =x1¢c1 + 293¢y + ... + T,,Cp,

bl ail a2 Q1n
quindi b = ’ =2 ’ + 9 ’ + ..tz =
bm Am1 Am2 Amn
T1011 T2012 Tnlin T1a11 + 2012 + ... + TnAin
= + +ot =
T1Gm1 T2Gm2 TnAmn T1Am1 + T20m2 + ... + Tnlmn
Z1
ossia b= A ' =AX.
Tn

Analogamente, se indichiamo con r; = ( a;1,...,a;,) € K" la i-esima riga
di A, possiamo rappresentare la matrice A per righe

— — r — —
— — ro — —

T'my

Siano poi b= (,517 ;l;n) ek eY = (y1,...,ym) € KL™

Definizione 13 La matrice riga b si dice combinazione lineare delle righe di
A con coefficenti y1,Ya, ..., Ym S€

b =yir; + yora + ... + YmIm

In questo caso sard b = Y A.
Osserviamo che data una matrice A € K™" puo accadere che una colonna
(o riga) sia combinazione lineare delle rimanenti colonne (o righe).

1.5 Sistemi Lineari.

Un sistema lineare di m equazioni in n incognite x1, xa, ..., T, € un sistema del
tipo

a11x1 + a1ax2 + ... + a1z, = b1

2121 + 22T + ... + Ao Xy, = ba

(%)

Am1T1 + Gm2Z2 + ... + ATy = bm

15



o in forma compatta
n
E Q35T 5 :bl 1= 1,2,...,m
j=1

dove a;; sono detti coefficenti e b; € K termini noti. Se b; = 0 V¢ il sistema si
dice omogeneo.
In forma matriciale il sistema (*) si rappresenta con

AX =B
Z1
)
dove A = (a;5) € K™" ¢ la matrice dei coefficenti, X = . ¢ la colonna
T
by
by
delle incognite e B = . quella dei termini noti.
brn.

Dire che X & soluzione del sistema (x) vuol dire che la n-pla (Z1,Za, ..., n)
soddisfa simultaneamente tutte le equazioni di (x). Equivalentemente possiamo
dire che X ¢ soluzione del sistema (x) se la colonna B ¢ combinazione lineare
delle colonne di A con coefficenti z1, Zo, ..., Tp,.

Un sistema si dice compatibile se ammette almeno una soluzione.

I problemi che ci porremmo nel seguito sono i seguenti:

"Dato un sistema AX = B, stabilire se ¢ compatibile. In caso affermativo
determinare il numero delle soluzioni e calcolarle esplicitamente".

I primi due problemi sono risolti completamente dal teorema di Rouche-
Capelli, che afferma:

il sistema (x)é compatibile < rg(A) =rg(A|B)

dove A|B ¢ la matrice completa del sistema ottenuta aggiungendo ad A la
colonna B dei termini noti. In generale ¢ rg(A) < rg(A|B). Inoltre

p=n una sola soluzione

se rg(A) = rg(A|B) = p si hanno i seguenti casi: { p<n 50" soluzioni

dove con "oo™ P soluzioni" si intende infinite soluzioni dipendenti da n — p
parametri indipendenti.

Osservazione 14 La risoluzione di un sistema compatibile di rango p si ricon-
duce sempre a quella di un sistema di p equazioni in p incognite (con matrice dei
coefficienti non singolare). Basta considerare come parametri le n— p incognite,
i cui coefficienti non concorrono a formare il minore A’ di rango uguale a p.
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Si trattera allora di risolvere un sistema di p equazioni in p incognite con
det A’ #£ 0.
AX=B &X=A"'P

I’espressione esplicita delle soluzioni & fornita dal seguente teorema

Teorema 15 (di Cramer) Sia AX = B un sistema di p equazioni in p incognite
e sia det A # 0. Allora il sistema ammette un’unica soluzione (1,2, ...,xp) le

cui componenti sono date da
4%
Ty = —t
Al
dove A®) ¢ la matrice ottenuta da A sostituendo alla k-esima colonna di A la
colonna dei termini noti.

Osservazione 16 [ sistemi omogenei, ossia del tipo AX = O ammetteno sem-
pre almeno la soluzione nulla X = O (che é unica se det A # 0). Se invece
rg(A) = p < n allora il sistema omogeno ammette oo™ P soluzioni dette au-
tosoluzioni.

1.5.1 Matrici a scala e sistemi lineari a scala.

Definizione 17 Una matrice si dice a scala se soddisfa entrambe le sequenti
proprieta:
1) Se una riga é nulla, allora tutte le righe ad essa sottostanti sono nulle.
2) Sotto il primo elemento non nullo di ciascuna riga, e sotto tutti gli zeri
che lo precedono, ci sono elementi nulli.

Esempi.
Le seguenti matrici sono a scala:

2 -6 2 8 0 1 -3 4 0 1 -2 3
A= 0 0 0 5 8 B=|0 3 -1 -3 cC=|10 5 7
0 0 0 0 0 0O 0 6 5 0o 0 3
mentre
2 =2 6 0
D=1 0 0 3 4
0O 0 -4 8

non ¢ a scala, per esserlo, sotto ’elemento as3 = 3, ci dovra essere uno zero.
Osserviamo che la matrice C, essendo una matrice quadrata a scala priva di
righe nulle, ¢ in particolare una matrice triangolare superiore.

Definizione 18 II primo elemento non nullo di ciascuna riga di una matrice
a scala ¢ detto pivot.

Definizione 19 Un sistema lineare si dice a scala se la sua matrice completa
é una matrice a scala.

17



Il teorea di Rouche-Capelli riletto per i sistemi a scala diventa:

Se SX = B & un sistema lineare a scala di m equazioni in n incognite,
con matrice completa S|B allora il sistema ¢ compatibile se e solo se I'ultimo
pivot di S|B non appartiene alla colonna dei termini noti, inoltre se il sistema
& compatibile e se p & il numero dei pivot si hanno i seguenti casi:

p=n una sola soluzione
p<n oo™ P soluzioni

I sistemi a scala sono facilmente risolubili in quanto si pud procedere par-
tendo dall’ultima equazione sostituendo, ordinatamente, il valore trovato nelle
equazioni che lo precedono.

Osservazione. Se il sistema a scala dato ¢ compatibile, allora il numero dei
pivot della sua matrice completa coincide con il numero di righe non nulle, cioé
con il numero delle equazioni significative del sistema.

L’algoritmo di Gauss che andiamo a descrivere nel seguito & un procedimento
che, applicato ad un dato sistema AX = B, permette di costruire un sistema a
scala SX = B’ avente lo stesso insieme delle soluzioni del sistema di partenza.
Risolvendo il sistema a scala abbiamo cosi risolto anche il sistema di partenza.

Definizione 20 Due sistemi lineari si dicono equivalenti se hanno lo stesso
insteme di soluzions.

Consideriamo ora le seguenti operazioni su un sistema lineare, dette oper-
azioni elementari:

1. Scambiare due equazioni del sistema.
2. Moltiplicare un’equazione per uno scalare non nullo.

3. Sommare a una data equazione un multiplo di un’altra equazione del sis-
tema.

E facile vedere che, se applichiamo una qualunque di tali operazioni ad un
sistema, otteniamo un sistema avente le stesse soluzioni di quello di partenza:
cioé, le operazioni elementari non alterano 'insieme delle soluzioni, e producono
via via sistemi equivalenti al sistema di partenza.

Sappiamo che un sistema lineare ¢ univocamente determinato dalla sua ma-
trice completa. Le equazioni corrispondono alle righe, dunque le operazioni
elementari sui sistemi corrispondono alle seguenti operazioni, dette operazioni
elementari sulle righe:

1. Scambiare due righe della matrice.

2. Moltiplicare una riga per un numero non nullo.

3. Sommare a una data riga un multiplo di un’altra riga della matrice.

La notazione simbolica che useremo per le operazioni elementari & la seguente.

Indichiamo con 7y, ..., 7, le righe della matrice. Allora:
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1. r; <> r; scambia la i-esima riga con la j-esima riga.
2. r; — kr; moltiplica la i-esima riga per k.

3. r; — 1 + kr; sostituisce la i-esima riga con la somma della i-esima riga e
la j-esima riga moltiplicata per k.

Definizione 21 La matrice A’ si dice equivalente per righe alla matrice A se
A’ si ottiene da A mediante una successione di operazioni elementari sulle righe.
In particolare, matrici equivalenti per righe rappresentano sistemi lineari equiv-
alenti.

L’algoritmo di Gauss si pud usare per dimostrare la seguente proposizione.

Proposizione 22 Con un opportuno uso delle operazioni elementari sulle righe,
¢ sempre possibile ridurre una qualunque matrice A a una matrice a scala A’ ad
essa equivalente per righe. In particolare, ogni matrice é equivalente per righe a
una matrice a scala.

Corollario 23 Ogni sistema lineare ¢ equivalente a un sistema lineare a scala.

Algoritmo di Gauss.

L’algoritmo prevede in ingresso una data matrice A, m X n, ed in uscita una
matrice S a scala per righe, equivalente per righe ad A.

Passo 1.

1.1 Se la matrice & formata da una sola riga, 'algoritmo termina; altrimenti:

1.2 individuare la colonna non nulla con indice pitt basso, ed il suo pivot,
cioé la sua prima componente non nulla; se non esistono colonne non nulle, la
matrice & nulla, quindi & gia a scala e in questo caso ’algoritmo termina qui.

1.3 Se il pivot & nella riga di posto ¢, scambiare la prima riga con quella di
posto .

1.4 Rendere nulle tutte le altre componenti della colonna che contiene il pivot
della prima riga, sommando alle varie righe opportuni multipli della prima.

Passo 2.

Ripetere il passo 1 sulla matrice ottenuta dal passo precedente, scherman-
done pero la prima riga.

Passo 3.

Ripetere il passo 2 sulla matrice schermata, fino ad esaurimento delle righe.

Osservazione. Considerata una matrice quadrata A invertibile, con ’algoritmo
di Gauss ¢ possibile ottenere una matrice A’ triangolare superiore equivalente
per righe ad A.
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2 1 vettori geometrici.

Sia S3 l'insieme dei punti dello spazio geometrico ordinario (spazio euclideo).
Siano A, B € S3, indichiamo con AB il segmento orientato di primo estremo A
e di secondo estremo B (o come spesso diremo di origine A ed estremo B).

Nell’insieme dei segmenti orientati di S5 definiamo la seguente relazione detta
relazione di equipollenza:

il segmento orientato AB ¢ equipollente al segmento C'D, in simboli
AB ~ CD, se i punti medi di AD e BC coincidono.

Si verifica che questa relazione é riflessiva, simmetrica e transitiva, quindi &
una relazione di equivalenza. Si noti che due segmenti AD e BC' equipollenti
giacciono su rette parallele, hanno la stessa lunghezza ed hanno "orientamento
concorde".

Le classi di equivalenza rispetto a questa relazione si dicono wettori liberi
dello spazio Ss.

Indicheremo i vettori liberi con @, ¥, W, ... e I'insieme di questi vettori con
V3. Per indicare che il segmento orientato AB & un rappresentante del vettore
libero % useremo la notazione

—

u = AB

Si osservi che fissato un vettore libero % ed un punto A esiste uno ed un
solo rappresentante del vettore @ con primo estremo A.
La classe di equipollenza costituita da tutti i segmenti orientati in cui I'origine

. . . . . . . é
coincide con I’estremo si dice vettore nullo e si indica con 0.
—_— —_— N — . .
Se AB # 0, cioé A # B, al vettore AB si associano:

1. un numero strettamente positivo uguale alla lunghezza del segmento AB,
rispetto ad una fissata unita di misura, che si chiama norma o modulo del

)

. g
vettore e si denota con HAB

2. una direzione: quella della retta passante per A e B;

3. un verso: quello che da A porta a B.

Il vettore nullo ha norma nulla, direzione e verso indeterminati.
2.1 Somma in V;
Se O ¢& un punto fisso di S3 'applicazione

S3—>V3
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—
P— OP
& biiettiva.
Siano u, v vettori di V3. Scelti come rappresentanti di @ e ¥ i segmenti
orientati AB e BC rispettivamente, chiameremo somma di 7 e 7 il vettore

libero @ + ¥ rappresentato dal segmento orientato AC.
Si verificano facilmente le seguenti proprieta:

L. W+7=7"+7u VYu,v € Vs
2. (W4 +wW=u+(vV+W) VU, V,w € Vs;

— —_— —
infatti siano v = AB , v

— _— —
(AB+BC)+CD = AC +CD=AD
—_— = — —_— s = —
AB+(BC +CD) = AB +BD = AD

3.30 eVate. T+ 0=04+0 =71 Vu €Vs;

. . — 3 N . =~
infatti se w = AB bastera considerare come rappresentante di 0 il segmento
orientato AA oppure BB

+0 AB+BB=AB="
4% = AA+AB=AB="

-
u
Y
0
4.¥% eVs I-TW)eVste T+ (-W)=(—0)+T = 0;

se W = AD allora (-W) = BA. Infatti

(-W) = AB+BA=A4A=7
—_— = = =

= BA+AB=BB=0

Segue allora che (V3,+) ¢ un Gruppo abeliano.

— —_— o7 . . . . .
Se u e v sono due vettori liberi di cui vogliamo calcolare la somma, possi-
amo procedere anche nel seguente modo:

— —

poniamo @ = OA e ¥ = OB, in questo modo w + ¥ sara uguale al vettore
—
OC dove C ¢ il quarto vertice del parallelogramma costruito sui lati OA e OB.
La regola appena illustrata & detta regola del parallelogramma.

Definizione 24 Si definisce angolo di due vettori non nulli w e ¥ l’angolo
~ —_— —
convesso AOB di due loro rappresentanti OA e OB.

—

La misura u v di tale angolo & pertanto soggetta alle limitazioni

—

0<uv <
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2.2 Prodotto di un vettore per uno scalare.

Sia A un numero reale, il prodotto di un vettore @ di V3 per A & I'applicazione:
R x V3 — V3
(A7) = AT

definita nel seguente modo:

a) se)\zooppureﬁzﬁ>

AT =0
b) se)\#OeW;«é?:
- la direzione di A¥" coincide con quella di 7';

- il modulo di A% & il prodotto del valore assoluto di A per il modulo di 7

IV =[]

- il verso di A@" & concorde con quello di ¥ se A > 0, discorde se A < 0.
L’operazione cosi definita gode delle le seguenti proprieta:

5. MU +70)=A0 +Au Vu,v €VzeVAER,

=)

AT =AY +uW VU €Vze VA ueER;
7. (AW)T = AMpv) VU € VeV peER;
.1

=l

8 = VU € V3

che si possono verificare utilizzando la definizione e nozioni di geometria
elementare.

Dalle proprieta 1,2,...,8 segue che (V3, +, ) & uno Spazio vettoriale su R.

Dalla proprieta 6 segue che il vettore (—\)u & l'opposto del vettore A,
ossia

— —
(=M)u = -\
— . . . N . . . —
Un vettore v si dice versore se il suo modulo & unitario, ossia ||v'|| = 1. Se
v # 0, il vettore v si dice versore associato a v e si indica con versv'.

—
v
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2.3 Lineare dipendenza e lineare indipendenza.

o . . . . . — —
Definizione 25 Siano A1, Ao, ..., A\, n numeri reali e siano Vi, Vo,..., Uy N
vettori di Vg; il vettore

— — —
MU+ Vot ..+ N0,
si dice combinazione lineare dei vettori v'1, Vo, ..., U, con coefficienti A1, Ao, ..., Ay

Definizione 26 I vettori U1, Vs, ..., Uy si dicono linearmente dipendenti se e
solo se esiste una n-pla (A1, Az, ..., A\n) # (0,0,...,0) tale che

MT14+ATad o+ A Ty =0

Si noti che se (A1, Ag,..., A\n) # (0,0,...,0) allora esiste almeno un indice ¢
tale che \; # 0. Possiamo quindi porre

!
>
|
&
1
>

n —
Vy=—F—V1——Vgyg—...— —Up

ossia almeno uno tra gli n vettori linearmente dipendenti & esprimibile come
combinazione lineare dei rimanenti.

. e . —> — — . . . . . .
Definizione 27 [ vettori v'1, v'a,..., ¥, Si dicono linearmente indipendenti se
e solo se non sono linearmente dipendenti, ossia

)\1?1 + )\272 + ...+ )\n?)n = 6} = \N=0Vi=1,...n
Proposizione 28 Siano v, ?2, e Uy n vettori di Vs.

1. se linsieme {V'1, Vg, ..., Un} contiene k vettori linearmente dipendenti
con k <n, allora v'1, V'a,..., Uy sono linearmente dipendenti;

— — — — — = = — .
2. se UV =M U1+ X 0s+...+ 0y allora V', V1, Va,..., U, sono linear-
mente dipendenti.

Dim. 1. Se £ = n si ha banalmente la tesi. Supponiamo allora &k < n
e riordiniamo linsieme {1, s, ..., ¥, } in modo che i primi k vettori siano
linearmente dipendenti. Esiste allora una k-pla (A1, Aa, ..., \x) # (0,0, ...,0) tale
che
/\171 + )\272 + ...+ )\kﬁk = 6)

Se consideriamo la n-pla (A1, ..., A, 0, ...,0) questa risulta essere diversa dalla
n-pla nulla ed ¢ tale che

MT1+ X To+ et M TE+0Thg1 + o + 0T = 0

ossia v'1, VU2, ..., U, sono linearmente dipendenti.
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2.Se U = A\ V14X Va+...4\, U, allora esiste la n+1-pla (A, A2y e Ap, —1) #
(0,0,...,0) tale che
N
)\1?1 + )\272 + ...+ )\,L?n -7 =0
ossia U, V1, Usa,..., Un sono linearmente dipendenti. m
. ey — — — — — — .
Osserviamo che se 0 € {v'1, V'3, ..., U} allora 'y, Vg, ..., U, sono linear-
mente dipendenti.
Diremo che un vettore ¥ & parallelo ad un piano a se ¥ ha un rappresentante
che giace nel piano «.

Definizione 29 Due o pit vettori non nulli si dicono paralleli se hanno la
stessa direzione.

Definizione 30 Tre o pin vettori si dicono complanari se hanno direzioni par-
allele ad uno stesso piano.

Il vettore nullo 6), per cui non & definita la direzione, si assume parallelo ad
ogni vettore di V3; pertanto esso risulta anche complanare con ogni coppia di
vettori.

Consideriamo i vettori @'y, U2, '3, poniamo

71=ﬁ)1,72:O.P>26?3:O.]53.

Allora

U1, U paralleli < O, Py, P, sono allineati

— = — . .
v'1, Ug, U3 complanari < O, Py, Py, P3 sono complanari

Vediamo ora di tradurre geometricamente il concetto di lineare dipendenza,
e quindi di lineare indipendenza, di n vettori al variare di n.
Osservazione.

N
7 linearmente dipendente < o = 0

. . L — — . . .
Proposizione 31 Due vettori v 1, v'o sono linearmente dipendenti se e solo
bl
se sono parallels.

Dim. Se ¥'; o 7'y @ il vettore nullo allora la tesi segue banalmente. Sup-
poniamo quindi che 7’1 e ¥’y siano entrambi non nulli e linearmente dipendenti,
allora

(A1, X2) # (0,0) taleche MT1+ATa= 0.

. . . - M . — —
Supponiamo sia Ao # 0, si ha v’y = S wib| da cui segue v’y || V2 per la

definizione di prodotto di un numero reale per un vettore.
Viceversa se v'1 || ¥'9 allora si vede facilmente che

I\ € R tale che Ty = A\ 704
cioét Vg — AT = 0 con (1,—X) # (0,0). Abbiamo cosi provato che vy, v’y

sono linearmente dipendenti. m
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o . rd —_— — . . .
Proposizione 32 Tre vettori v'1, v, U3 sono linearmente dipendenti se e
) b
solo se sono complanari.

Dim. Se ogni coppia (v';, ¥'j) con 4,7 € {1,2,3} ¢ costituita da vettori

linearmente dipendenti allora ©'1, U2, U3 sono banalmente complanari. Sup-
poniamo quindi che vy, v’y siano linearmente indipendenti e v'y, v'9, v'3 lin-
earmente dipendenti. Allora esiste una terna (A1, A2, Az) # (0,0,0) tale che

MT1+ATr+ATs=0
Se fosse A3 = 0 avremmo
MT1+AT2= 0 con (A, A2) # (0,0)

. . . e . . . — —_— . . .
contro l'ipotesi di lineare indipendenza di vy, v'3. Possiamo quindi affermare

che A3 # 0 da cui segue
ﬁ—> A2 —

3=——7U1— U2
A3 A3

—
v 3 si pud quindi rappresentare con un segmento orientato O P3 del piano indi-
viduato da v’y = OP1 e v = OP>, cio¢ v'1, ¥'9, ¥'3 sono complanari.
Viceversa, siano v’ 1, v’ 9, v 3 complanari.
Se v’y || Wo allora ¥'1, v'2 sono linearmente dipendenti e quindi anche

v'1, ¥, U3 saranno linearmente dipendenti.
Supponiamo quindi che v'; e '3 non siano paralleli. Poniamo

?1:O_>P1,72:O—]526?3:a$3.

con O, Py, Py, P; complanari. Poich¢ @1 e¢ 72 non sono paralleli, i punti
O, P, P, non sono allineati. Siano Q1 e Q2 le intersezioni delle rette per P3
parallele alle rette OP; e OP; rispettivamente. Allora applicando la regola del
parallelogramma, si ha

— — —
OP3 =0Q1 + 0Q2
— — — — .
dove OQ1 = A\{OP1 e OQ2 = \a0OP5 con Ay, Ay € R. Da cio segue
Vy=MU1+ A2
ed i vettori U1, U2, U3 risultano linearmente dipendenti. m

Proposizione 33 Quattro o piu vettori di V3 sono sempre linearmente dipen-
denti.

Dim. FE’ sufficiente provare che 4 vettori di V3 sono sempre linearmente
dipendenti poiché ogni insieme di k£ vettori con k > 4 conterra 4 vettori linear-
mente dipendenti e quindi per quanto visto prima i k£ vettori saranno linearmente
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. . . — — — — . . — — — .
dipendenti. Siano v'1, v'9, v'3, v'4 vettori di V3. Se W'y, v'2, ¥'3 sono linear-
mente dipendenti allora anche vy, v'9, v'3, v'4 sono linearmente dipendenti e
la tesi ¢ provata.

Supponiamo allora che vy, v'9, v'3 siano linearmente indipendenti, cioé non
complanari. Poniamo

?1:ﬁ1,72=O_P>2, 732(7336?4:ﬁ

Sia P’ l'intersezione della retta per P parallela alla retta OP3 con il piano
individuato da O, P; e P5. Allora

_ _— —

vy =0P +P'P

— —_— —
dove OP' = \{ U1 + X2 U2, essendo OP’ complanare con 01 e vs, € P'P =
—
A3 V'3 essendo P'P parallelo a 7'3. Pertanto
cioe esiste una quartupla (A1, A\a, A3, —1) #£ (0,0,0,0) tale che
—

MU+ X Vas+A3Vs—Vys=0

. N — = = — . . .
Abbiamo cosi provato che v'1, v'2, v'3, v'4 sono linearmente dipendenti. m
2.3.1 Basi e componenti.

Definizione 34 Si dice base di Vs ogni terna di vettori linearmente indipen-
denti.

Indichiamo con R3 Iinsieme delle terne ordinate di numeri reali
R3 = {(151,31‘2,3?3) |37z S R}

Proposizione 35 Sia B= {€1, €2, €3} una base di V3. Allora per ogni v €
V3 esiste un unica terna (w1, 2, 23) di R® tale che

— — — —
UV =x1€1+2T2€9+ T3 €3.

Dim. Per provare esistenza della terna (z1, 22, 23) si procede come nella
proposizione precedente. Per provare I'unicita della terna (x1,xs,x3) procedi-
amo per assurdo. Supponiamo allora che

— — — —
UV =x1€1+2x2€2+2x3€3

e contemporaneamente
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Allora, sottraendo membro a membro, si ha:

N
I\— I'\N— I\—=
0 =(z1—2)) €1+ (v2—x5) €2+ (x3 —25)€ 3.
Essendo B = {€1, €2, €3} una base di V3, i vettori €1, €2, €3 sono linear-
mente indipendenti e quindi i coefficienti di una loro combinazione lineare nulla
devono essere necessariamente tutti nulli, cioé

vi—2,=0 Vi=1,2,3

da cui la 'asserto. m

Gli scalari 1, z2, 3 si dicono componenti del vettore ¥ rispetto alla base
B = {1, T T},

Osservazione. Occorre sempre precisare la base rispetto alla quale si consid-
erano le componenti di un vettore; infatti se si cambia base, cambiano anche le
componenti di un fissato vettore. Soltanto il vettore nullo ha le stesse compo-
nenti, tutte nulle, rispetto ad una base qualsiasi.

Fissata una base B = {€1, €2, €3} di V3, la corrispondenza

V3—>R3

v (5517%2,963)

dove (x1,z2,73) sono le componenti di o rispetto alla base B, permette di
identificare V5 con R3. Cio si esprime scrivendo

7 = (.%‘1,.’1)2,:133)

Si faccia attenzione al fatto che fissando un’altra base B’ in V3, cambia la
corrispondenza su introdotta.
In questo modo abbiamo la possibilita di tradurre le operazioni di tipo grafico
sui vettori in operazioni di tipo numerico sulle loro componenti.
Considerati i vettori ¥ = (x1,22,73) € u = (y1,¥2,y3) si ha che il vettore
somma di 7 ed W & dato da
Kl

U o= (€ trre€atas€s)+(mer+tyeatyses) =

T1I €1ty €1+ Taeatypeatasestyses =
= (a1 + y1)?1 + (z2 + yz)?z + (w3 + y3)?3

+

cioé ¥+ ha come componenti, rispetto alla base B, la somma delle componenti
omonime di v, w.
Analogamente il prodotto di un numero reale A per il vettore ¥ & il vettore

)\7 = ()\.’L‘l, )\.%'2, )\1'3)

con componenti i prodotti di A per le componenti di @'.
Anche la lineare indipendenza o dipendenza dei vettori si puo tradurre in
condizioni sulle componenti dei vettori stessi:
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Sia B ={€1, €2, €3} una fissata base di V3 e siano u, v', W tre vettori di
V3 con
—)_ —)_ —)_
u = (ug,us,us), v = (v1,v2,v3) € W = (wy,ws, ws)

Valgono le seguenti condizioni:

Uy v W
a) U, v, w linearmente indipendenti < | ua vy wo | #0
uz V3 W3

Dire che ', v, W sono linearmente indipendenti equivale a dire che
—
u

A1 +)\27+)\3E}:6>:>>\1:)\2:)\3:0

ossia
AU + Agvg + Aswy =0
(1) AU + Agvg + Azwe =0 = ()\1, Ao, /\3) = (0, 0,0)
A1uz + Agv3 + Agwsz = 0

cioe il sistema lineare omogeneo di 3 equazioni nelle 3 incognite A1, Az, A3 am-
mette solo la soluzione banale (0,0,0). Cio equivale a dire, per il teorema di
Rouche Capelli, che rg(A) = 3 ossia det A # 0 con

Uy vV W
A= Uy Vg W2
uz vz ws

Uy v wq
b) W, v, w linearmente dipendenti < | us v w2 | =0
us Vs W3

Uy U1
c) u, v linearmente indipendenti < rg | us vy | =2
us U3

Procedendo come nel caso a) si giunge ad un sistema di 3 equazioni in 2
incognite
Aur + v =0
(2) AU + Aavg =0
/\1 us + /\21}3 =0

Perche tale sistema lineare omogeneo ammetta solo la soluzione banale (0,0)
deve essere rg(A) = 2 con

uy U1
A= Ug Vo
usz U3
ur n
— = . . . . .
d) W, v non entrambi nulli sono linearmente dipendenti < rg [ wua  vo =
uz U3

1
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2.4 Orientazione di retta, piano e spazio.

Indichiamo con V; l'insieme di tutti i vettori liberi paralleli ad un fissato piano.
Spesso, per comodita, lo riguarderemo come 'insieme dei rappresentanti di tali
vettori con il primo estremo un punto del piano. Il massimo numero di vettori
linearmente indipendenti di V5 & 2.

Si dice base una coppia di vettori di V5 linearmente indipendenti.
Se B={¢1, €2} ¢ una base di Vy, allora

V? € Vs 3!(’01,1}2) € Rz tale che ¥ = ’01?1 + 1)2?2

la corrispondenza
Vy — R?
TV (v, v9)
dove (v1,v2) sono le componenti di o rispetto alla base B, permette di identi-
ficare Vs con R2.
Indichiamo con V; l'insieme dei vettori di Vg paralleli ad una fissata retta.
Il massimo numero di vettori linearmente indipendenti di V; & 1.

Si dice base di V; I'insieme costituito da un vettore non nullo di Vj.
Se B={¢} ¢ una base di Vy, allora

VYo €Vy; 3 €R tale che ¥ = v, €y
la corrispondenza
Vl — R
N
U vy

dove v; ¢ la componente di ¥ rispetto alla base B, permette di identificare V;
con R.

Vogliamo ora introdurre una orientazione su una retta, in un piano e nello
spazio.

N

- Una retta r si dice orientata quando ¢ assegnato un vettore v # 0 parallelo
ad r, ossia una base per i vettori paralleli ad r. Il vettore v determina
un verso di percorrenza sulla retta.

. . . . N . . —_ e

- Un piano « si dice orientato quando ¢ assegnata una coppia ordinata (€1, €'2)
di vettori non paralleli del piano. Si noti una base ordinata (e’1, €2) de-
termina un verso di rotazione nel piano nel seguente modo: se poniamo

?1:O—A>P1€?2:O_]52

il verso di rotazione ¢ quello che permette di sovrapporre OP; ad OP;
descrivendo un angolo convesso.

— — . . iy . . . .
("€’1, €2) si dice positiva se determina una rotazione antioraria.

29



- Lo spazio si dice orientato quando & assegnata una terna ordinata (€1, €2, € 3)
di vettori linearmente indipendenti. Poniamo

?120—]31, ?220_1)326?320733

La base ordinata (€1, €2, €3) si dice positiva se un osservatore posto
— —
nel semispazio determinato da OP3 vede ruotare O P; per sovrapporsi ad
—_—

=5 . , = = . . .
OP5, (descrivendo I’angolo convesso (€1, €5)) in senso antiorario.

Se (€1, €2, €3) & positiva, la base ordinata (?0(1),?0(2),?0(3)) risulta
essere positiva (o negativa) se o ¢ una permutazione pari (o dispari) di {1, 2, 3}.

. - . (= . . . -

Siano B = {€;} ¢ B’ = { e} ¢ due basi ordinate di V3. Ogni vettore ¢} di
B, in quanto vettore di V3, si potra scrivere in modo unico come combinazione
lineare dei vettori della base B = {€’;} ossia

—

lii: —

6J— Qi €4
)

La matrice A = (a;;) ¢ tale che det A 7é 0 in quanto le sue colonne sono costituite

—
dalle componenti dei vettori €}, 62, e3 che sono linearmente indipendenti.

Indichiamo con B l'insieme di tutte le basi ordinate di V3 e definiamo su
tale insieme la seguente relazione binaria:

-
{?,;}N{e;} — detA>0 (%)
— —
{ei} ~ {e;} si legge {€;} ¢ equiversa ad {e; } La relazione ~ conserva la
positivita della base.

Teorema 36 La relazione binaria ~ definita in B é una relazione di equiv-
alenza.

La relazione di equivalenza definita da (x) ha solo due classi di equivalenza
dette orientazioni.

2.5 Prodotto scalare.

11 prodotto scalare & I’applicazione:
: Vg X Vg — R
(W, V) —u- -0
che ad ogni coppia di vettori @, v di V3 associa un numero reale, che si

T — — . — — R .
indica con w - v (e silegge u scalare v ) cosi definito:
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a) se W =007 =0 siponeallora @7 =0
b — Y = T — = == ==
)se w# 0 ew#0 sipone w- v =|u||v]cos(w?)

Come conseguenze immediate della definizione di prodotto scalare si ha:

- ortogonalita di due vettori & espressa dall’annullarsi del loro prodotto scalare,
ossia
ULV = u-v=0.
Infatti il prodotto scalare di due vettori & zero se W v = 5 oppure se
uno almeno dei vettori & nullo. Poiché il vettore nullo, avendo direzione
indeterminata, si puo considerare ortogonale ad un qualsiasi altro vettore,
si ha I’asserto.

- | T =V7W - . Infattise @ =V siha W - w = | 7|
N T
- cos(U ) = [=ZET

Il prodotto scalare gode delle seguenti proprieta:

) w-v=7-u VU, € Vs (prop. commutativa);
infatti
— = == S5y =~ 5=y > —
u -V = WV cos(uw V) = [V [ W] cos(vw) =" u

i) \Z)-T=XN7 -T)=0"-(\T) V@, TeVseVAeR
omogeneita).

(prop. di
Infatti: se A = 0 I'asserto ¢ verificato banalmente. Supponiamo allora A # 0.
AT) - T = AT [T cos A v) = A ||| | 7]| cos( AT D)
Se A > 0 allora
AT)T = AT T ] cosAwT) = AT | T cosAuw T) = AT | 7| cos(T D) = A(W- )

se A < 0 allora

(W) = [N |V ]| cos(Aw V) = AL W] [ V]| cos(m—uv") = — A [} | 7| cos(uw ) = A )
i) v - (V4+w)="w-0v+W-w YV, v, w € Vs (prop. distributiva);

la dimostrazione di questa proprieta la vedremo nel seguito.

V) WU >0ew-u=0&7u=0

infatti: @ - = | W) > 0ed e
- = — -
u-u =0 ||u||=0<=u=0.
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2.5.1 Proiezione ortogonale di un vettore.

Sia r una retta e siano O ed U due punti fissati su r, il vettore OU fissa dunque
un’orientazione sulla retta r. Siano A e B due punti della retta r.

Con AB indichiamo la misura assoluta del segmento AB rispetto al segmento
OU, che definisce un’unita di misura su 7.

Si definisce misura algebrica del segmento orientato AB il numero reale che
indicheremo con AB dato da:

AB — +AB se A precede B
~ | -4B se B precede A

. e .
Sia u un vettore non nullo ed r una retta orientata parallela e concorde
—

rispetto ad w. Sia ¥ un generico vettore di V3. Poniamo v = AB e siano
A’, B’ le proiezioni ortogonali di A, B su r, cio¢ le intersezioni di r con i piani
ad essa perpendicolari e passanti per A e B.

— IEaYRERT .. . — —

v, = A'B’ si dice vettore proiezione ortogonale di v" su .

—
. . . . . o= .
La misura algebrica di A’B’ si dice componente ortogonale di v rispetto ad
u e si indica con v,. Possiamo quindi porre

— —
Vy = VyVers u

—_—
Poiché v,, = || 7’| cos( '), dalla definizione di prodotto scalare
—_—
- — — = ==
w v = [[u v eos(uw )
segue
— = —
w-v AN -
Uy = ——=m— = 7= - U =Versu - v
(8 |
da cui

Osserviamo che:

— —
-v,=0se uw L vy

|

- v, >0se (W,7) <

)

NI

|

- v, <0se (W,7)>

)

vol3

— — —
- 2=V 4 W = 2y = Uy Wy
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Possiamo ora provare la proprieta iii) del prodotto scalare che afferma:
T (T+W) =T -T+T-T VT, T,T € Vs

Supponiamo innanzitutto w # 6: altrimenti I’asserto seguirebbe banalmente.
Sia Z =7 +w

w7z
T (TH+W) = T-T=|7 <W> R 20 = IR (v w0) =

— — — —
w-v 4w w.

= @] vu+ 7] wa =
Consideriamo ora un piano a ed un generico vettore v di V3 rappresentato da
AB. Siano A” , B le proiezioni ortogonali di A, B su «, cio¢ le intersezioni di «
con le rette passanti per A e B perpendicolari ad a. Il vettore v, rappresentato
dal segmento orientato W si dice vettore proiezione ortogonale di U su a.
Tra i rappresentanti di @ consideriamo il segmento orientato O’f; con O € a.
Sia n una retta orientata perpendicolare ad o. Se 7 & un vettore parallelo alla
retta n, allora la relazione

— — =
UV = VUp + Vo
. o e s
fornisce una decomposizione di v secondo un vettore parallelo ed uno perpen-
dicolare ad «.

Definizione 37 Una base di V3 si dice ortonormale se € costituita da versori
a due a due ortogonali.

—_ = —
Nel seguito con { i,7,k } denoteremo sempre una base ortonormale pos-
itiva.
Siano v e u due vettori di V3 le cui componenti rispetto la base ortonormale

- = — —
{ i,7, k} sono v = (v1,v9,v3) € W = (u1,us,us). allora

— — — — — —
7'7=(U1Z’ +v9 j +v3k)-(u1i +ug j +’LL3]€)

Applicando le proprieta ii) e iii) del prodotto scalare e considerando che

- - A M
{i,j, k:} base ortonormale < i i) i) L=5 —
i -73=47-k=k- -1=0

si ha:

— — — — — —
?'ﬂ):(’l}li +U2j +U3]€)'(U17: +’U,2_] +U3k):1)1U1+U2U2+’03’LL3

quindi

v-u = Vi Uj
%
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]| = y/ud + u3 + o

- V1U1 + VouUg + V3usg

cos(W V) = 2,21 2 /o2 .2 2
Vui +us +udy/of + o3+ 03
N
Se ¥ # 0 siha
—_— —_— —_—
COS(T?) S cos(??) = 2 4 cos(??) =
= 7= = 7= = 1=
(el IVl 17|

. . . . . . . —_— . .
tali numeri si dicono coseni direttori del vettore v e sono le componenti rispetto

alla base { T,7, k;} del versore di v'.

2.6 Prodotto vettoriale.

II prodotto vettoriale & I'applicazione:

. . . . — — . . o . .
che ad ogni coppia di vettori w, v di V3 associa un vettore, che si indica
— — . — . —_— N .
con w AU (esilegge u vettoriale v ) cosi definito:

a) se u e v sono paralleli (e quindi in particolare se uno dei due & nullo):

u ANV =0

b) se % e ¥ non sono paralleli, w A v ¢ il vettore che ha:
. . . — —
- direzione ortogonale sia ad u che a v;

- verso tale che la terna (u, v, W A v) sia positiva;
— . — — = = =
- modulo dato da ||[u A V|| = ||| || V|| sen(w, V).

Come conseguenza immediata della definizione di prodotto vettoriale si ha
che il modulo di % A ¥ rappresenta l’area del parallelogramma che ha come
lati consecutivi i rappresentanti di % e ¥ aventi la stessa origine.

Il prodotto vettoriale gode delle seguenti proprieta:

) WAV =T AW VU, v € Vs (prop. anticommutativa);

i) NU)AT = MU AD)=u AA\D) VU, v € VzeVA€R (prop.
di omogeneita);

infatti: se A = 0 ’asserto ¢ verificato banalmente. Supponiamo allora A # 0.
I vettori (A%) AW e A(w A @) hanno:
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- la stessa direzione,

- stesso modulo, infatti

IAT) AT = TP sen(3w ) = AT 7] sen(ha 0)

ora se A > 0 si ha sen(A\U )

—_—

pe—
= sen(u v

—_— —_—

L —

)ese A < 0sihasen(\u7v)

= sen(w ), quindi

da cui segue

A AT = N TP sen(@ ) = N ITE AT = M@ AT

- stesso verso.

Se A > 0 & ovvio. Se A < 0 basta verificare che le terne (u
(7, W, \(W A T)) sono entrambe positive.

i) UA(V+W)=UAV+FUAW VU, v, w € Vs (prop. distributiva).
- . - —
Fissiamo in V3 la base ortonormale

N
i,75,k } e consideriamo i possibili
prodotti vettoriali tra i vettori di tale base, si ha:

- - — — —
AVANE JANGF=kENE=20
i ANj =k iNk=14% kEANi=]
- = - o = - - = —
jNT =—k kA j T i Nk =—7

Si osservi che il prodotto vettoriale non & associativo, infatti:

e e I N
(i ANi)ANj =0 mentre i A(i ANj)=19 ANk =

—
—J
Siano v e w due vettori di V3 le cui componenti rispetto ad una fissata base
ortonormale { 1,7, k} siano v = (v1,v2,v3) e W = (u1, us, ug). allora
—
U

—

— —
AT =(ur1d +uzj +usk)A(

—

- -
V11 + U2 ) +U3k)

Applicando le proprieta ii) e iii) del prodotto vettoriale si ha:

AN, U1V k —u1vs j —uov1 kK + uovs i +usvi J — usva i =
U U3 | — Uy U3 | —=> Uy U |77
- J + k
V2 V3 U1 V3 V1 Vo
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Quindi il prodotto vettoriale di % per @ si puod rappresentare, rispetto le com-
ponenti dei vettori, mediante il simbolo di determinante:

- = =

i 7 k

R
ANV =1 u uz us
U1 V2 U3

— — —
anche se non pud essere considerato come determinante in quanto ¢, j e k
non sono elementi del campo

2.7 Prodotto misto.

I prodotto misto della terna ordinata di vettori w, v', w @ il numero reale
— = =
uNvV W

Dalla definizione & evidente ’ordine con cui vanno eseguite le operazioni, non
3 P : — - —
avrebbe alcun senso, infatti, 'operazione w A (v - w )

Se W = (u1,ug,u3), v = (vi,v9,v3) € W = (wy,ws,ws3) rispetto ad una

fissata base ortonormale positiva { i,7,k } allora

— = — U U3 | — Uy usz | —> Uy U | 7 —- - -
UANT W = Jj+ E)-(wi+wej +wsk)=

V2 U3 U1 U3 U1 U2

U2 U3 U us Up U2

= w1 — W2 —|—w3

V2 U3 U1 U3 K )

da cui
U U2 U3
— = —
UANV-W=| vy v U3 (%)

wp Wy w3
Il prodotto misto gode delle seguenti proprieta:
) TAT - T=T - TAT VT, T, Vs
tale proprieta segue dalla proprieta commutativa del prodotto scalare.
i) UAD - W=u-vAW Yu,v,uw € Vs
infatti

v1 V2 U3
= w1 W2 W3 (**)
Uy U2 U3

— = = — = —>
u - v AN W vUANW U

osserviamo che la matrice (xx) si ottiene da () dopo aver effettuato 2 scambi
sulle righe. Per le proprieta del determinante si ha quindi

U1 U2 U3 Uy U2 U3
w1, W2 Ws = V1 V2 U3
Uy U2 U3 wp w2 w3
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C = = = - =, —
dacui v Av - -w=1u-vAuw.
Come conseguenza della definizione stessa di prodotto misto si ha:

— = — - = = .
a) WAV - W =0<= ", v e W sono complanari;

infatti

Uy U2 U3

— . — = =

,w complanari< | v1 vy vy |=0 U AV -w =0
wp w2 w3

— —
U, v

b) WAV W >0<= {u,v,w} & una base positiva;

infatti
U U2 U3
— = —
UNV-W>0<| v17 wvo w3 |>0
w; w2 w3

. = = = . - = = R .
quindi {%, v, W} & una base equiversa alla base { i, j, k ¢ che & positiva.

¢) Se W, v, w sono linearmente indipendenti allora |w A v - W] & il vol-
ume del parallelepipedo costruito sui rappresentanti dei tre vettori aventi
Porigine in comune.

Infatti:

dove

, N 0 se {4, ,w}é una base positiva
Pangolo (w A v, W) = T

in ogni caso |cos(W A U, W)| = cosf e quindi

TAT D] =T AT T cosd

dove || W A || rappresenta I’area di base del parallelepipedo e || || cos 6 la sua
altezza.

Geometria analitica dello spazio.

In questo capitolo intendiamo affrontare il problema della rappresentazione
analitica di curve e superfici nello spazio, iniziando dagli esempi piu semplici
quali le rette ed i piani, per poi estendere i metodi di studio ad altri tipi di
curve e superfici.

Fissiamo un punto O, che chiameremo origine del sistema di riferimento, ed
— = —
una base ortonormale B = { i,7,k } di V3, in questo modo avremo fissato

un Sistema di riferimento Ortonormale.
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. . - = ) . . . .
Si noti che la base B = { i,75,k } di fatto stabilisce una orientazione dello

spazio che sara positiva (o negativa) a seconda che la base B sia positiva (o
negativa).
e

Le rette per O individuate da 7, j e k, si dicono rispettivamente asse
delle ascisse o asse x, asse delle ordinate o asse y e asse delle quote o asse z.
I piani individuati da due assi si dicono piani coordinati e si indicano con [zy],
[22] e [y2]. B

Il riferimento cosi definito si indica con R(O, i, j, k) oppure con R(O, z,y, z).

Sia Py un punto dello spazio, il vettore O—P(; si scrive in modo unico come
combinazione lineare dei vettori della base B = {7, 7, ?}, cioé

3\(z0, yo, 20) € R tale che OPy = xo? + yo7> + zo?

(20, Yo, 20) sono dette coordinate cartesiane ortogonali del punto Fy.
—_—
Sia W = PP, con Py(x1,y1,21) € Po(22,y2,22), allora

—_— — — —
7:P1P2:($2—$1)i +y2—v)j +(2—21)k

2.8 Punto medio di un segmento. Distanza di due punti.

Siano Py (z1,y1,21) e Pa(x2,ya, 22) due punti distinti del piano e sia M il punto
medio di Py Py con M (zar, yar, 2ar)-
— —
Allora M é l'unico punto del piano tale che Py M = M P ossia

(zar—21) 7 +ni—11) § +(zn—21)k = (wa—200) 7 +2—yar) G +(22—201) F

T —T1 =22 — T
N M 1 2 M

—
Poiche { 1 ,7, k } ¢ una base di Vg3 si ha YMm — Y1 = Y2 —ynm da cui segue
ZM —R1 = k2 — ZM

Ty = 12::2_%1

— Y2Ty1
Ym = 2
z z

2p = 22 1

Se vogliamo calcolare la distanza dei punti Pi(x1,y1,21) e Po(x2,y2, 22), basta
osservare che tale distanza ¢ il modulo del vettore P; P, ossia

. —_—
PPy = HP1P2H = V(22— 21)2 + (Y2 — y1)% + (22 — 21)?
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2.9 Area di un triangolo.

Considerati tre punti Py (21,41, 21), Pa(22,y2, 22) € P3(x3,ys, 23), si ha che 'area
— —

del triangolo da essi individuato ¢ la meta del modulo di P, P2 A Py P3. Infatti:

sia T' il triangolo di vertici P;, P> e P5 e sia h 'altezza relativa al lato Py Ps

P — — — —_— = e
‘P1P2AP1P3H = HP1P2H HPngHsen(Png,Png) = lengh: 2AT

allora
— — —
1)|— — 1 ¢ J k
AT:§HP1P2/\P1P3H:§ To—T1 Yo — Y1 22— 21
I3 —T1 Y3 — Y1 23— 21
Osservazione.

Un riferimento affine R(O, e, e, e3) & costituito da un’origine O e da una
qualsiasi terna di vettori linearmente indipendenti. Le coordinate affini (z, vy, z)
di un punto P rispetto ad R sono definite nello stesso modo delle coordinate
cartesiane ortogonali, cio¢ si ha

OP = ¢} + y&3 + 2e3

Alcune formule, come quelle per le coordinate del punto medio, valgono anche
in coordinate affini, mentre quelle in cui interviene il prodotto scalare, come
quelle riguardanti distanze ed angoli, sono ben diverse se la base {7, ez, 3}
non & ortonormale.

Nel seguito considereremo sempre fissato un sistema di riferimento cartesiano

- = —
ortogonale R(O, i, j, k).

2.10 Rappresentazione del piano.

Un piano 7 puo essere individuato geometricamente in diversi modi:
Piano 7 per un punto P, e perpendicolare ad un vettore 7 non
nullo. .
Sia Py il punto di coordinate (z¢,o, z0) ed 7 il vettore dato da W =a i +
— —
bj +ck con (a,b,c) #(0,0,0).
Un generico punto P(z,y, z) dello spazio, appartiene al piano 7 se e solo se
P—— N P— - — —
PP L con ByP = (z—z0)i +(y—v0)J +(2—20)k

55 = 55 —
PPl nwe PP -w=0&alx—x9)+bly—1yo)+c(z—2)=0
da cui si ricava ’equazione cartesiana del piano

Trax+by+cz+d=0 (1)
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con d = —axg — byo — c2p-
Osserviamo che, se moltiplichiamo la (1) per un fattore di proporzionalita p
non nullo arbitrario, otteniamo una nuova equazione

m: pax + pby + pcz + pd =0

che rappresenta lo stesso piano 7. In altre parole la stringa definita dai coef-
ficienti e dall termine noto dell’equazione di un piano é definita a meno di un
fattore di proporzionalita non nullo.

Osserviamo, inoltre, che al variare di a, b, ¢ ’equazione

F(Po) = a(x — o) +b(y — yo) + (2 — 20) =0 (2)

rappresenta la totalita dei piani passanti per Py, detta anche stella di piani di
centro Py.

Se nell’equazione (1) uno o piu coefficienti sono nulli, allora il piano in ques-
tione ¢ in una posizione particolare rispetto al sistema di riferimento.

Ad esempio:

- d = 0 = 7 passa per lorigine O;

-c=0= 7m:azx+by+d=0. In questo caso 7 & un piano perpendicolare al
— —
vettore W = ai +bj e quindi parallelo all’asse z. Se inoltre anche d &
nullo allora 7 passa per 'asse z;

- analogamente le equazioni by + cz +d = 0 e az + cz + d = 0 rappresentano
piani rispettivamente paralleli all’asse = ed all’asse y;

se sono nulli due dei coefficienti dell’equazione (1), essa si puo scrivere in una
delle forme:

-a=b=0= m:z ==k In questo caso m & un piano parallelo al piano
coordinato [zy] di equazione z = 0;

-b=c=0= 7m:2 = k. In questo caso 7 & un piano parallelo al piano
coordinato [yz] di equazione x = 0;

-a=c=0= 7m:y =k In questo caso m & un piano parallelo al piano
coordinato [zz] di equazione y = 0.

Piano 7 per un punto P, parallelo a due vettori indipendenti.

Sia Py il punto di coordinate (zg,yo,20) e siano w (I,m,n) e v (I';m’, n’)
due vettori linearmente indipendenti.

Un generico punto P(z,y, z) dello spazio appartiene al piano 7 passante per
Py e parallelo a @ e ¥ se e solo se PyP, W, v sono complanari, ossia

PyP, W, v complanari < PyP 1L (W A V)& PP-(WAV)=0
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. >3 - - - .
da cui, essendo PoP = (z —x0) %@ + (y —yo0) j + (2 — z0) k, si ricava

T—%o Y—Y =<— %20
T l m n =0

4 m’ n'

che & un’equazione della forma (2).
N . D5 = — N
La complanarita dei vettori Py P, u, v puo essere espressa anche nel seguente

modo:
PyP, W, complanari < 3t,t' € Rt.c. BpbP=tu +t' 7

da cui, passando alle componenti, si ottengono le equazioni parametriche del
piano:

T =x0+ Ut -+t

y=yo+mt+m't (3)

z=2z9+nt+n't

che forniscono le coordinate di tutti i punti del piano al variare dei due parametri
tt.

Piano 7 per tre punti non allineati .
Siano Py(zo, Yo, 20), P1(x1,y1,21) € Pa(xa,ya, 22) tre punti non allineati. In
. . . — 53 — =575 ..
questo caso si puod considerare v = PyP; e v = PyPs e quindi

T—Zo Y—Y 2Z2—Z0
Tl T1—To Y1—Y 21—2 |=0
T2 —Zo Y2 —Yo 22— %20

Osserviamo che si pud passare da una rappresentazione del piano 7 ad
un’altra. Ad esempio si puo passare dalle (3) alla (1) ricavando t,t' attra-
verso due delle (3) e sostituendo nella terza delle (3), procedendo cioé¢ con
Veliminazione dei parametri. Viceversa si pud passare dalla (1) alle (3) as-
sumendo come parametri due delle incognite e calcolando la terza mediante la

(1)

2.10.1 Parallelismo e ortogonalita tra piani.

Dati i piani a : ax +by +cz+d =0e a : dxz+by+cz+d = 0, siano
—

7 (a,b,c) ed n/(a’,b,c) i vettori perpendicolari ad o e o rispettivamente, con
(a,b,c) #(0,0,0) e (a/,¥', ") # (0,0,0). Allora

N TR a b ¢
allden|n Co=y=g

Ne segue che ’equazione

ar+by+cz+k=0
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rappresenta, al variare di k£ in R, un fascio di piani paralleli ad a.
Se poi

allora i due piani a e o’ coincidono.

—
. . . . . . . — .
I piani a e o/ si dicono ortogonali se i vettori 7 e n’ sono tra loro ortogonali,
da cui ’ N / / /
aldenln sad +bb +cc =0

2.10.2 Retta intersezione di due piani.

b

Y Cc/ ) = 2 ed il sistema

Siano a ed o due piani non paralleli, allora rg ( s,
axr+by+cz+d=0
dr+by+dz+d =0

ammette ool soluzioni, ossia &« N o’ = r. Le coordinate dei punti di r sono le
soluzioni del sistema.
Una retta nello spazio pud quindi essere rappresentata dal sistema

. ar+by+cz+d=0 con r a b c 9
| de+Vy+dz+d =0 INa v ¢ )7

Tali equazioni si dicono equazioni cartesiane della retta 7.

2.10.3 Fasci di piani.

Definizione 38 La totalita dei piani paralleli ad uno stesso piano si dice fascio
improprio di piani. La totalita dei piani passanti per una retta r si dice fascio
proprio di asse r.

Sia a: ax + by + cz+d =0 con (a,b,c) # (0,0,0).
Abbiamo gia visto che con I'equazione

Fla):ax+by+cz+ k=0 (k € R)

si rappresenta il fascio improprio di piani paralleli ad a.

Sia

. axr +by+cz+d=0 con r a b c _9
| dex+Vy+cdz+d =0 INa v ¢ )7

una retta, la totalitd dei piani passanti per r ¢ rappresentata dall’equazione

F(r): Maz +by+cz+k)+puldz+by+cz+d)=0 (%)

42



con A\, u € Re (A p) #(0,0). Infatti ogni punto di r ha coordinate che soddis-
fano la () e per ogni punto dello spazio, che non appartenga ad r, passa uno
ed un solo piano di equazione (x).

Al variare di A e p si ottengono tutti i piani per r. In particolare per

(A, 1) = (1,0) si ottiene il piano o mentre per (A, u) = (0,1) si ottiene il piano
/
o

Diremo che la (x) rappresenta il fascio proprio di asse r.

2.11 Rappresentazione della retta.

Una retta 7 puo essere individuata geometricamente in diversi modi:

Retta come intersezione di piani.

Abbiamo gia visto che una retta r puo essere individuata come intersezione
di due piani o ed o’ non paralleli ed & quindi rappresentabile mediante il sistema
formato dalle loro equazioni:

) ar+by+cz+d=0 a b c _9
" dr+by+dz+d =0 CORTI\ o v ¢ )™

Poiche per r passano tutti i piani del fascio di asse r, possiamo allora scegliere
due qualsiasi piani del fascio per rappresentare r.

La totalita delle rette parallele ad r, detta stella impropria di rette di di-
rezione individuata da r, si puo rappresentare con il sistema

ax+by+cz+h=0
dr+by+cdz+k=0

al variare di h, k in R.

Equazioni parametriche di una retta.

Sia r una retta passante per il punto Py(zo, %o, 20) € parallela al vettore non
nullo ¥ (I, m,n). Un generico punto P(z,y, 2) dello spazio appartiene alla retta

r se e solo se PyP e sono paralleli, ossia
— —
PP ||V & 3teRtc PhP=tv

da cui, passando alle componenti, si ottengono le equazioni parametriche della
retta:

r=x9+ It
T Yy =1yo +mt
z=2zy+nt

oppure
— Tr—T — zZ—Z
P0P||?<:> ():y y(): 0

l m n

da cui si ottengono le equazioni della retta sotto forma di rapporti uguali

S X—=To  Y—Yo 22— 20

l m n
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con la convenzione che se uno dei denominatori ¢ nullo allora deve essere posto
uguale a zero il numeratore corrispondente.

I numeri (I,m,n) si dicono parametri direttori della retta e sono definiti
a meno di un fattore di proporzionalita. Il vettore v (I,m,n) ¢ detto vettore
direttore della retta r.

Se r ¢ la retta per due punti distinti Py(xo,yo,20) € Pi(x1,y1,21), allora si
puo considerare v° = PyP1 e quindi

T — Zo Y—Y% Z =20

T = =
1 — o Y1 — Yo 21 — 20

N .

Osserviamo che ¢ possibile ottenere le equazioni cartesiane di una retta r
a partire da quelle parametriche semplicemente eliminando il parametro ¢ da
quest’ultime.

Se invece si hanno le equazioni di r sotto forma di rapporti uguali allora si
ottengono le equazioni cartesiane ponendo:

T—To _ Y=Yo
P l m
. Y=Y _ z—Z20

m n

Supponiamo infine di avere le equazioni cartesiane di r e di voler ricavare quelle
parametriche. Sia
) ax +by +cz+d=0
dr+by+dz+d =0

N
e siano 7 (a,b,c) ed n’(a’,b',c’) i vettori perpendicolari ad a e o' rispettiva-
mente. Se indichiamo con @' (I,m,n) il vettore direttore di 7, allora si ha

— — = =
vIinevLn

ossia -
oW oA
dove
— Lo b ¢ |— a c |— a b |-
w AR = a b c 'b/ ;v — ’ p g+ "y k
J Y a ¢ a
quindi
- b ¢ a c a b
7|W/\n/(:>(l,m,n)~(‘ ool T o el Y >

Noto il vettore ©'(I,m,n) & possibile scrivere le equazioni parametriche della
retta r scegliendo un punto (zo, yo, 20) su ..
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2.11.1 Posizioni di due rette.

Due rette distinte r ed s possono essere sghembe, cioé non contenute in uno
stesso piano, oppure complanari.

Due rette distinte che siano complanari possono essere parallele oppure in-
cidenti, cioé con un punto in comune.

Siano r ed s due rette distinte i cui vettori direttori siano, rispettivamente,
7 (I,m,n) ed 5 (I',m/,n'). Siano inoltre R(zq,vo,20) e S(x1,y1,21) due punti
scelti arbitrariamente su r ed s rispettivamente. Allora

s s
r,s sono complanari < 7,75, RS sono complanari < RS- (7 A5) =0

da cui

1 —%o Y1 — Y 21— R0

r,s sono complanari < l m n =0

U m’ n'

naturalmente se il determinante ¢ non nullo allora r ed s sono sghembe.
Se r ed s sono due rette complanari allora esse sono:

1. parallele se li, =2 =251

m’ n’?

2. incidenti altrimenti.

2.11.2 Posizioni retta-piano.

Una retta r si puo trovare, rispetto ad un piano «, in una delle seguenti posizioni:
- r ¢ incidente « in un punto P, ossia r Na = {P};
- r & parallela ad «, ossia r Na = r oppure rNa = .

Supponiamo sia
. ar+by+cz+d=0 con r a b c _9
| de+Vy+dz+d =0 INa v ¢ )7
esiaa:d’z+b'y+c’z+d" =0 con (a0, #(0,0,0).
Per studiare la posizione di r rispetto al piano « consideriamo il sistema
ar+by+cz+d=0

dx+by+dz+d =0
a//x+b//y+cllz+d// — 0

che in forma compatta diventa AX = D con

a b ¢ x —d
A=| d vV (¢ X=1|y e D=\ —-d
a// b// C// z _d//

Applicando il Teorema di Rouche-Capelli a tale sistema possiamo dire che:
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<« serg(A) = 3 allora il sistema ammette un’unica soluzione, ossia rNa = {P};

< se rg(A) = 2 = rg(A | D) allora il sistema ammette co' soluzioni, ossia
ra=r;

<« se rg(A) = 2 mentre rg(A | D) = 3 allora il sistema & incompatibile e quindi
rNa=4d.

Possiamo allora concludere che

a b c
!/ b/ / _
rllasrg| a c =2
a// b// C//

Se invece la retta r ¢ espressa con le equazioni parametriche

x=ux9+ It
T Yy =1yg +mt
z=2zy+nt

allora i possibili punti in comune tra « : ax + by + cz + d = 0 ed r si ottengono
imponendo:
a(xo + 1t) + blyo + mt) + c(z0 +nt) +d =0

che ¢& equivalente a
(al + bm + cen)t + axg +byo+czo +d =0 (xx)
Si possono presentare i seguenti casi:

<« al +bm + ¢en # 0 e quindi si ottiene una sola intersezione di r con «;

< al+bm+cen=0eaxg+byo+ czo+d#0, la (xx) ¢ incompatibile e quindi
ra=4ua;

< al+bm+cen=0eaxy+byy+czo+d=0,la () ¢ una identitd e quindi
ogni punto di r appartiene ad .

La condizione di parallelismo retta-piano pud quindi essere espressa anche
nel seguente modo:
rlasa+bn+cen=0

che esprime anche l'ortogonalita tra un vettore parallelo ad r ed un vettore
ortogonale ad «.
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2.11.3 Angoli di due rette.

Siano r ed s due rette qualsiasi, eventualmente sghembe, siano 7 (I,m,n) ed
= (]! ! : : :
s (I',m',n") due vettori non nulli paralleli ad esse.

Si definiscono angoli di r ed s e si indicano con 75 gli angoli tra 7 ed 5,
ossia

—
r—

~ TS
rs = —
e —

m™T— T S

da cui

—_—
~ ——
cosrs ==+cos r’ s

e quindi

" W +mm' +nn'
\/12 Fm2+ TLQ\/Z’Q Fm'2 +n2 ’

COSTS =

in particolare
rlsell'+mm +nn' =0

Supponiamo che la retta r sia orientata come il vettore 7 (I,m,n). I suoi
coseni direttori sono i coseni degli angoli che r forma con gli assi coordinati e si
ha:

ey l . ~
COSTT = ————— COSYT = S Ly S
1/124,,”7124,”2 1/12#>rn,1/2+nQ ‘/l2+m2+n2
con
cos? TF + cos® yr + cos® Zr = 1.
Si noti infatti che da
— l . ~
COSTT = ~———, COSYT = ﬁ e coszi = 1
17 17 17
segue
_
T o= li+mj +nk =|7|coszi i + |7 lcosyFj + |7 | cos 5k =
—
= || 7| (cosT i + cosyrj +cos sk )
e quindi
_
T — = ~
—— = COSZT i + cosyr j + cosZr
d Foosyrd weosark
T
ossia
-
R P 2~ 25
5| = =
H” HH cos” xr + cos“yr + cos” zr =1
=
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2.12 Angoli di due piani.

Gli angoli di due piani « e 3 sono gli angoli delle rette r, s intersezione di a e 3
con un piano 7 perpendicolare alla retta t = a N G.

Siano a:ax+by+cz+d=0ef:dz+by+z+d =0 e siano ng, ng
due rette perpendicolari rispettivamente ad « e 3 di vettori direttori 7 o(a, b, ¢)

- AN

e mg(a,b,c).

Gli angoli di r ed s, e quindi gli angoli di « e 3, coincidono con gli angoli
tra le rette ny, ng. Si ha quindi

—

~ = —
TS=M,ng

da cui segue

aa’ 4+ bb' + cc
\/a2 2+ 62\/a’2 2t o2’

da cui, in particolare, la condizione di ortogonalita tra piani ¢ data da

COS&B: +

alBsad +bb +cd =0

2.13 Angolo tra una retta ed un piano.

Sia 7 una retta di vettore direttore 7 (I,m,n) e sia a un piano di equazione
cartesiana ax + by + cz +d = 0.

La retta r & perpendicolare al piano « se e solo se r & parallela al vettore
T o(a,b,c), ossia

rJ_oz<:>7)Hﬁa<:>£:T L
a b c
Supponiamo ora r non perpendicolare ad « e sia ' il piano per r perpendicolare
ad «. Sia inoltre 7’ = aNa’, 7’ si dice proiezione ortogonale di r su a.
Si definisce come angolo tra r ed «, ra, il pitt piccolo degli angoli tra r ed 7.
Quindi 7 ¢ il complementare dell’angolo acuto ¢ formato da 7 ed n,. Tenuto
conto che n, ha parametri direttori (a, b, ¢) e che cosp > 0 si ha:

|al + bm + en|
Va2 + b2 + V12 + m? 4+ n?

sinfTa = cosp =

2.14 Distanza di un punto da un piano.

Come nel caso del piano, si definisce distanza di due insieme di punti F; ed F»
dello spazio il numero che si indica con d(Fy, F2) dato da:

d(]:l,fg) = inf {P1P2 |P1 S .7:1 e P2 S fg}
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Vedremo ora alcuni procedimenti che permettono di risolvere il problema delle
distanze nei casi pitt semplici.

Consideriamo un piano 7 di equazione ax + by + cz + d = 0 ed un punto
Po(z0,y0, 20)-

Sia H il punto di intersezione di 7 con la retta n per Py perpendicolare ad
m, allora

d(Po, 77) = POH

La retta n ha equazioni parametriche date da

T =at + xg
y = bt 4+ yo
z=ct+ z

Sia H=mNn:

a(at+xzo) +b (bt +yo) +clct+20) +d = 0= (a2—|—b2—|—c2)t+ax0+by()+cz()+d:0

_aa:0+by0+czo +d

= tH= a? + b2 + 2

da cui segue H( aty + o, bty + yo, cty + 20) € quindi

d(Po,m) = RoH =\/(zg —20)* + (yr —y0)* + (21 — 20)* =
\/aZt?H + 023, + 23 = |ty Va? + b + 2

in definitiva
_laxo 4 byo + czo + d|

d(Py, ) =
(Po, ) /a2 + b2 £ 2
Osserviamo che la precedente formula é utilizzata anche per determinare la

distanza da 7 di un piano « o di una retta r paralleli a 7: basta assumere Py
appartenente rispettivamente ad o o ad r.

2.15 Distanza di un punto da una retta.

Sia r una retta di parametri direttori (I, m,n) e Py(xo, Yo, 20) un punto dello
spazio. Sia « il piano per Py perpendicolare ad r di equazione

a:l(z—xz9)+m(y —yo) +n(z—20) =0

Sia H = r N «, allora

d(P(hT) = P()H
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2.16 Distanza tra due rette.

Siano 7,5 due rette distinte di vettori direttori 7 (I,m,n) ed 5 (I',m/,n’), si
possono presentare i seguenti casi:

1. r ed s sono incidenti, da cui segue d(r, s) = 0;

2. 7 ed s sono parallele. In questo caso fissiamo un punto R su r e quindi
d(r,s) = d(R, s), oppure fissiamo un punto S su s e quindi d(r, s) = d(S,r);

3. 7 ed s sono sghembe. In questo caso i vettori 7 ed s non sono paralleli

ossia
I m n
rg U m n =2.

Sia ¥’ (a, B,7) un generico vettore dello spazio ortogonale contemporanea-
— — . — = — —
mente ad 7" e ad s, ossia tale che v - 77 =0e v - s =0.

Osserviamo che un siffatto vettore esiste sempre in quanto il sistema omo-
geneo
la+mpB+ny=0
la+m/'B+n'y=0 "
avendo la matrice dei coefficenti di rango 2, ammette co! soluzioni proporzionali
che corrispondono alla direzione individuata dal vettore ¥ (a, 3, 7).
In particolare se consideriamo un generico punto R su r ed un generico punto

—
S su s, possiamo determinare i punti R ed S in modo tale che il vettore RS sia
ortogonale ad 7 e ad 5. Allora

d(r,s) = RS

¢ detta minima distanza tra r ed s e la retta per i punti R ed S ¢ detta retta di
minima distanza.

Osservazione. Se ci interessa solo la distanza tra r ed s e non la retta di min-
ima distanza, allora possiamo procedere anche nel seguente modo: consideriamo
un piano « per s parallelo ad r e fissiamo un punto Ry su r. Allora

d(r,s) = d(Rp, )
2.17 Equazione della sfera.

La sfera X di centro C e raggio R ¢ la totalita dei punti P dello spazio che hanno
distanza costante R, detta raggio, dal punto C, detto centro della sfera, ossia

CP=Ro auncheﬁ2 =R?
Se C(a, 8,7) e P(x,y, z) & un generico punto dello spazio, allora

PeXe (z—a)+(y—p)+(2—9)° =R
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da cui si ottiene

Yol 4yt 422 — 200 - 28y —292+6=0

con § = a? + B2 + 92 — R?, ossia R = Va? + % + 42 — 4.
In generale quindi un’equazione del tipo

Yol P+ 22 tar+by+cz+d=0

rappresenta l'equazione di una sfera di centro C(—4, —g, —%) purché a? + b +
2
c® —4d > 0.

2.17.1 Piano tangente ad una sfera.

Sia 7 un piano di equazione ax + by + cz +d = 0 e sia ¥ una sfera di equazione
Yoyt 422 — 200 - 28y —292+6=0

Sia C'(a, 8,7) il centro di ¥ ed R il suo raggio. Per valutare la posizione del
piano 7 rispetto a X, bisogna considerare la distanza di C' da w. Si hanno i
seguenti casi:

1. d(C,7) > R: il piano & esterno a X;

2. d(C,7) = R: il piano ha in comune con X un sol punto e si dice tangente
aX;

3. d(C,m) < R: il piano interseca ¥ secondo una circonferenza C. Il centro
C’ di C & l'intersezione di 7 con la retta ad esso perpendicolare passante
per C; il raggio r di C & dato da

r= \/R27W2

per il teorema di Pitagora.

Nello spazio, quindi, una circonferenza si puod rappresentare con un sistema
del tipo
22+ + 22— 202 - 2By —2y2+ 6 =0
{ axr+by+cz+d=0

ossia come intersezione di una sfera con un piano.
Si tenga presente che C pud anche essere rappresentata come intersezione di
due sfere ¥ e ¥; di centri C, C; e raggi R, Ry tali che

|R—R1| <@1 <R+ Ry
Sia ora Py(xo, Yo, z0) un punto della sfera ¥ di equazione

Yia? 4yt + 22— 200 — 2By — 292+ 6 = 0.
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Supponiamo di voler determinare I’equazione di un piano 7 tangente ¥ nel punto
—

P,. Tale piano ¢ il piano passante per Py e perpendicolare al vettore C Py con
C centro della sfera X. Allora si ha

—
CPO: (330—0172/0—57730—’7)
da cui

7 (w0 — a)(z —x0) + (Yo — B) (Y — yo) + (20 = 7)(2 — 20) =0

2.18 Coordinate cilindriche e coordinate polari.

Per rappresentare i punti dello spazio mediante terne ordinate di numeri reali
si possono utilizzare, oltre alle coordinate cartesiane, altri tipi di coordinate che
potrebbero adattarsi meglio al problema di volta in volta considerato:

2.18.1 Coordinate cilindriche.

Un sistema di coordinate cilindriche & definito quando si fissa:

- una retta orientata detta asse delle quote o asse z;

- su un piano « perpendicolare all’asse un sistema di riferimento polare, ossia:
un punto O detto polo (O = aNasse), una semiretta p di « uscente da O
ed un verso di rotazione su « che risulti antiorario rispetto al semispazio
individuato dal verso positivo dell’asse z;

- un’unita di misura per i segmenti;

Sia P un punto dello spazio. Indichiamo con P’ la proiezione ortogonale di P
su a. A P sono associati univocamente i numeri reali (p, ¢, z), detti coordinate
cilindriche di P, dove (p, ) sono le coordinate polari di P’ (sul piano «) e z &
la misura algebrica del segmento orientato P’P.

Ogni punto dello spazio ha coordinate cilindriche (p, ¢, z) che soddisfano le
seguenti condizioni:

p>0 e 0<p<2rezeR

La corrispondenza
P~ (p,0,2)

& biunivoca ad eccezione dei punti dell’asse z per i quali ¢ ¢ indeterminato.
L’equazione p = p, > 0 rappresenta un cilindro rotondo.
)}
L’equazione ¢ = rappresenta un semipiano.
0
L’equazione z = zy rappresenta un piano.
Talvolta si associa ad un riferimento cilindrico un riferimento cartesiano
R(O,z,vy, z) in modo che gli assi z coincidano ed il semiasse positivo delle z
b) b b
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coincida con I’asse polare del piano . Tra i due tipi di coordinate sussistono le
seguenti relazioni:

T = pcosy
y = psing
z =2z

Se poniamo p = r costante otteniamo le equazioni cartesiane parametriche del
cilindro rotondo

T =1TCcosp
y=rsing
z=2z

Eliminando i parametri ¢ e z

2 2 a2
T° =1r°cos

2 2~2<P =2y’ =1
y“ =rsin” ¢

si ottiene I'’equazione cartesiana del cilindro rotondo di raggio r ed asse z:
22 442 = 2.

2.18.2 Coordinate polari.

Un sistema di riferimento polare dello spazio ¢ definito quando si fissa:
- un punto O detto polo;

- una retta r orientata per O detta asse polare;

- un semipiano « di origine r detto semipiano polare;

- un’unitd di misura per i segmenti;

- un verso positivo di Totazione intorno all’asse polare.

Ad ogni punto P dello spazio che non appartenga all’asse polare sono asso-
ciati univocamente i numeri reali (p, 6, ¢) dove:

<« p = OP si dice raggio vettore;

<« 0 ¢& la misura dell’angolo convesso tra la semiretta OP ed il semiasse polare
positivo. # si dice colatitudine;

<« ¢ & la misura della minima rotazione positiva che sovrappone il semipiano
polare al semipiano di origine r contenente P. ¢ si dice anomalia o longi-
tudine.

Ogni punto dello spazio ha coordinate polari (p, 0, @) che soddisfano le seguenti
condizioni:
p>0 0<O0<7m e 0<¢p<2r

L’equazione p = p, rappresenta una sfera di centro O e raggio p,.
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L’equazione 6 = 0, rappresenta un semicono, in quanto costituito da semi-
rette.

L’equazione ¢ = ¢, rappresenta un semipiano.

Al riferimento polare dello spazio R(O’, p, 0, ¢) possiamo associare un rifer-
imento cartesiano R(O, x,y, z) nel seguente modo:

L’origine O che coincide con il polo;

I’asse z coincide con 'asse polare;

il semiasse positivo delle x appartiene al semipiano polare;

- coincidono le unita di misura dei segmenti.

Tra i due tipi di coordinate sussistono le seguenti relazioni:

T = psinfcosp
y = psinfsing
z = pcosf

in quanto, se P’ & la proiezione ortogonale di P sul piano [xy], risulta oP =
psin.

Se poniamo p = R costante si hanno le equazioni parametriche della sfera di
centro O e raggio R :

x = Rsinfcosy
y = Rsinfsing 0,0 €R
z = Rcosd

2.19 Cambiamenti di riferimento.

Analogamente a quanto avviene nel piano, una opportuna scelta del sistema
di riferimento permette di semplificare la rappresentazione di curve e superfici
nello spazio.

— = — — = —

Siano R(O, i, j, k) e R'(O', ¢, 5, k') due riferimenti ortonormali dello
spazio e supponiamo che R sia positivo.

Sia P un punto dello spazio avente coordinate (z,y, z) in R(O, _i), 7, ?) e
(z',y,2") in R'(O, 7, 7, ﬁ) Nota la posizione di R’ rispetto ad R vogliamo
determinare la relazione esistente tra le coordinate (z,y, 2) e (2',9',2'). La po-
sizione di R’ rispetto ad R ¢ data dalle coordinate di O’ in R e dalle componenti

— = —
di 7, 3", k' rispetto alla base { 1,5,k
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Supponiamo sia O'(zg, yo,20) in R e

— — —
a1t +anj +as k

— = —
a2t +axj +azxk (*)
a

— = —
131 +a23j +assk

RN
I

—
Consideriamo il vettore O’ P ed esprimiamolo rispetto le due basi:

— — — —

OP = 2 +4 7 +2F in R/
-7 - — - :
OP = (z—x0)i +(y—yo)j +(z—20)k in R

utilizzando le relazioni (x) si ha

— — — —
o'p i +y'i +ZE =

, — — — ., = — — ., = — —
x (anZ + a1 j +a31k)+y(a122 +axj +apk)+z2(azi +asj +agsk)=

— — —
= (anﬂi/ + a2y’ + a132/) v+ (a21$l + azny’ + a232/) J + (03137/ + asey’ + a33z’) k

poiché un vettore si scrive in modo unico come combinazione lineare dei vettori
di una base, da

Py —- — -
OP = (z—z0)i +W—yo)j +(z—20)k =
— — —
= (anz’' + a2y’ + a132") i + (a212’ + a2y’ + a2sz’) § + (as12’ + aszey’ + azzz’) k
segue

T = a1 + ay + a3z’ + 19
/ / !

Y = a212" + a2y + a23z’ + Yo

z = anx’ + azy’ +aszZ + 2o

Se indichiamo con A la matrice ortogonale del cambiamento di base da
- = - = =7 3 )
{z,j,k }a{z’,j’,k’ },c10é

ailp a2 ais
A= a21 Qg2 423
a3l asz2 ass

x x xo
e poniamo X = y |, X' = y |, Xo = Y0 allora le relazioni
z 2 20

esistenti tra le coordinate (x,y,z) e (a',y’,2") si possono rappresentare nella
forma matriciale
X =AX"+ Xo (1)

Poiche le colonne di A sono le componenti dei vettori di una base ortonormale,
si ha AA" = I ossia A* = A™!, cioé A & una matrice ortogonale del terzo ordine.
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Inoltre -

— —
detA=4i ANj - K =41

a seconda che { 7,5k } sia positiva o negativa.

0
Consideriamo la relazione (i) per X = Xo = 0 |, ossia
0

Xo = AX, + Xor
da cui, moltiplicando a sinistra per la trasposta di A si ha
AtXO = AtAX/O + AtXO/ =0 = XIO + AtXO/

0
essendo A*Xp = At 0 | =0 e A*A = I. da cui segue
0

X, = —A'Xo.

In generale da
X =AX' + Xor

segue
ALX = APAX' + AP X o
Ed essendo AA' =1 e X[, = —A'Xo si ha
X' = A'X + X}, (i)

dove le (i7) sono le formule inverse di ().

Osserviamo che se consideriamo un cambiamento da un sistema di riferi-
mento affine ad un altro, le equazioni che lo esprimono sono sempre della forma

X = AX' + X0

solo che in questo caso la matrice A non & ortogonale ma & semplicemente
una matrice invertibile in quanto rappresenta il passaggio da una generica base

— — —
— = = .
{e71, e3,e3 } ad un’altra {e’l,e’z, el } In questo caso le formule inverse sono

espresse da
X'=AT'X + X

2.20 Superfici e curve.

2.20.1 Rappresentazione di una superficie.

Abbiamo visto con alcuni esempi (piano e sfera), che in un sistema di coordinate
cartesiane, una superficie puo essere rappresentata in uno dei seguenti modi:
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a) mediante un’equazione nelle incognite (x,y, 2)
flz,y,2)=0 (1)
che si dice equazione cartesiana della superficie;
b) mediante equazioni parametriche del tipo:
r=x(tt) y=yltt) z2==z(@1) (2)

che esprimono le coordinate cartesiane del punto di una superficie in fun-
zione di due parametri (¢,#') variabili in una certa regione di R?.

Il passaggio tra le rappresentazioni (1) e (2) & in generale piuttosto delicato,
ma, almeno su porzioni ristrette di una superficie, sotto opportune ipotesi si
puod dimostrare ’equivalenza tra le due rappresentazioni. Se si trattano come
parametri due delle variabili della (1) e si risolve ’equazione rispetto alla terza
variabile si ottengono equazioni parametriche del tipo (2). Viceversa, se dalle
(2) si eliminano i parametri ¢,¢, cioé si ricavano ad esempio ¢, in funzione di
x,y e si sostituisce nella terza, si giunge ad un’equazione del tipo (1).

Supponiamo che la superficie ¥ sia rappresentata nella forma f(z,y,z) = 0.
Se f & un polinomio di grado n nelle variabili z,y, z, la superficie si dice una
superficie algebrica di ordine n, altrimenti si dice una superficie trascendente.

Ad esempio il piano e la sfera sono superfici algebriche rispettivamente del
1° e del 2° ordine.

2.20.2 Rappresentazione di una curva.

Fissato un sistema di coordinate, una curva C dello spazio si pud rappresentare
nelle seguenti forme:

a) come intersezione di due superfici, ossia mediante un sistema del tipo

filz,y,2) =0 .
{ f2($7yaz) =0 (/L)

b) come luogo descritto da un punto P = P(t) le cui coordinate cartesiane
dipendono da un parametro t, cioé mediante equazioni parametriche del
tipo:

e=a(t) y=yt) z==20) ().
Si pud dimostrare che in generale, almeno su piccoli tratti, le rappresen-
tazioni (i) e (44) sono equivalenti.

Si osservi che, date due superfici ¥y : fi(z,y,2) =0 e X : fo(z,y,2) =0,
allora

21 QEQ : { ;;Ei:z:z; 28 E1 UE2 : fl(xayaz)f2<x7y7z) =0
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Evidentemente, 31MNXs & una curva, mentre X1 U5 & una superficie. L’intersezione
di una curva C e di una superficie X &, generalmente, un insieme finito di
punti, eventualmente vuoto. Naturalmente, in casi particolari, puo succedere
che C C X.

Definizione 39 Una curva C dello spazio si dice piana se esiste un piano che
la contiene.

Naturalmente l'intersezione di una superficie con un piano da una curva

piana. Se una curva non € piana, allora si dice sghemba.
r=1*-1
Esempio. Datala curva C:{ y =12 +1 , verificare che & piana.
z =2t

Si tratta di verificare se esiste un piano « : ax + by + cz +d = 0 con

(a,b,c) # (0,0,0) tale che C C «, ossia tale che
az(t) + by(t) + cz(t) + d = 0 per ogni ¢

nel nostro caso:
a(t? = 1)+ b2 +1) +c2t)+d=0 Vte (a+b)t>+2ct —a+b+d=0 Vt

per il principio di identita dei polinomi

a+b=0 a=-b
(a+b)t*+2ct —a+b+d=0 Yt 2c=0 — c=0
—a+b+d=0 d=—2b

Abbiamo cosi verificato che esiste il piano « : x —y + 2 = 0 che contiene la
curva C.

2.20.3 Retta tangente ad una curva.

Uno degli elementi pitt importanti nello studio delle curve ¢ il concetto di retta
tangente in un punto.

Definizione 40 Sia C una curva dello spazio e Py un fissato punto di C. Si
chiama retta tangente in Py a C la retta r, se esiste, posizione limite della
secante congiungente i punti Py e P di C, al tendere di P a Py.

x = x(t)
SiaC: ¢ y=y(t) unacurvae Py(z(to),y(to),x(tp)) un punto fissato di C.
z = 2(t)
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La secante congiungente un generico punto P di C con Py ha equazione

r—a(to))  y—ylt)  z—=z()

z(t) —x(to)  y(t) —ylto)  2(t) — (ko)

ed il suo vettore direttore

(@(t) — 2(t0), y(t) — y(to), 2(t) — 2(t0))

& parallelo al vettore

(w(t) —xz(to) y(t) —ylto) 2(t) - Z(to)> .

t—ty ' t—ty ' t—to

Far tendere il punto P al punto Py, equivale a far tendere t a ty. Se le funzioni
x(t),y(t) e z(t) sono derivabili allora

x — x(to)

M 20— olto) — o) Ji

= 2/(ty), lim t—to m

= 2'(to)

Se (2'(t0), y' (to), 2’ (to)) # (0,0,0) la tangente in Py a C & dunque data dall’equazione

z—x(t)) _y—ylto)  z—2z(t)
' (to) Yy (to) 2 (to)

tangente indeterminata se (z'(to), vy (t0), 2'(t0)) = (0,0,0)

2.21 Esempi di superfici rigate: coni e cilindri.

Per superficie rigata si intende una superficie costituita da un’infinita di rette.
In generale una superficie rigata 3 si individua mediante una curva C che le
appartenga (curva direttrice) ed associando, mediante un’opportuna legge, ad
ogni punto P di C una retta di ¥ passante per P.

I coni ed i cilindri sono esempi particolari di superfici rigate.

2.21.1 Coni.
x = z(t)

SiaC:< y=uy(t) una curvae V(xzg,yo,20) un punto fissato dello spazio.
z=z(t)

Definizione 41 La superficie luogo delle rette passanti per V ed incidenti C si
dice cono di vertice V e direttrice C. Le rette che costituiscono il cono si dicono
generatrici.
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Se indichiamo con P(t) il generico punto di C, una generatrice g(¢) ¢ la retta
per V e P(t) di equazioni parametriche

x =x0+ (x(t) — zo)t’
9(t) ¢ y=yo+ (y(t) — yo)t (%)
z=2z0+ (2(t) — 20)t
al variare di ¢ si ottengono le infinite rette che costituiscono il cono.
Se t =t costante allora le (x) descrivono una retta generatrice;

se t' = t, costante allora le (x) descrivono una curva direttrice ad eccezione
di ¢ = 0 per cui si ottengono le coordinate del vertice V.

Proposizione 42 Sia ¥ una superficie dello spazio. Se X é rappresentata da
un’equazione cartesiana del tipo f(x,y,z) =0, con f funzione omogenea, allora
> e un cono di vertice V = 0.

Dim. Ricordiamo che:
f:R*=SR

si dice omogenea di grado k se
FOx, Ay, Az) = A f(2,y, 2) YA eReV(z,y,2) € R®
Supponiamo allora che la superficie 3 abbia equazione cartesiana

f(T/,y,Z) =0

con f funzione omogenea di grado k.

Da £(0,0,0) = f(A0,A0,X0) = A*£(0,0,0) segue che f(0,0,0) = 0 cioe
0Oex.

Sia C una curva di % ottenuta come intersezione di ¥ con il piano « di
equazione z = zy con zg # 0, da cui O ¢ .

Proviamo che per ogni P;(z1,¥y1,21) € C la retta OP; C X:

sia P(x,y,z) € OPy, allora

r=try y=ty1 z=1tx

da cui
f(ma Y, Z) = f(tmlatyla t'zl) = tkf(xlayla Zl)

Poiche P, € C e C C X si ha che P; € ¥ e dunque f(z1,y1,21) = 0.

Abbiamo cosi provato che per ogni P(z,y,z) € OP; si ha f(z,y,z) =0, cioé
Peck.

Facendo variare P; lungo la curva C si ha che la superficie X & costituita
dalle infinite rette OP; e quindi X & un cono di vertice O e direttrice C. m

Osserviamo che se f & una funzione omogenea nelle variabili

(x—.’lfo, Y — Yo, Z_ZO)

allora la superficie ¥ : f(x — 20,y — 90,2 — 20) = 0 & un cono di vertice
V(:C07y0320)'
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2.21.2 Cilindri.

x = z(t)
SiaC:{ y=y(t) unacurvae v (l,m,n) un vettore fissato.
z = z(t)

Definizione 43 La superficie luogo delle rette incidenti C e parallele al vettore
v si dice cilindro di direttrice C e generatrici parallele a v .

Se indichiamo con P(t) il generico punto di C, una generatrice g(¢) ¢ la retta
per P(t) parallela al vettore ¥ di equazioni parametriche

) +mt’ (%)

al variare di ¢ si ottengono le infinite rette che descrivono il cilindro.
Se t = t( costante allora le (xx) descrivono una retta genetrice;
se t' = ¢, costante allora le (x*) descrivono una curva direttrice.

Osservazione. Supponiamo che lequazione f(z,y) = 0 rappresenti nel
piano [zy] un curva C; la stessa equazione nello spazio rappresenta un cilindro
avente C come direttrice e generatrici parallele all’asse z. Infatti:

se Py(x0,Yo,0) & un punto di C allora

f(wo,90) =0

da cui segue che ogni punto P(z, 3o, ), qualunque sia z, soddisfa ’equazione
f(z,y) = 0 che rappresenta partanto un cilindro avente C come direttrice e
generatrici parallele all’asse z. Discorso analogo si puo fare se nell’equazione
f(z,y,2) = 0 non compare la variabile = oppure y.

2.21.3 Curva proiezione.

. . N
Siano C una curva, 7 un piano, V' un punto e v’ un vettore.

Definizione 44 Si dice curva proiezione di C dal punto V sul piano w, la curva
C'=Y' N, dove X ¢ il cono di vertice V e direttrice C.

Definizione 45 Si dice curva proiezione di C sul piano 7 secondo la direzione

. NS o
del vettore @', la curva C" = ¥ N w, dove ¥ ¢ il cilindro con generatrici
parallele al vettore v e direttrice C. Se v L w, C"” si dice curva proiezione
ortogonale di C su 7.
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2.22 Superfici di rotazione.

(t)

x
y(t) una curva e a una retta.
z

(t)

Definizione 46 La superficie 3 descritta dalla curva C che ruoti intorno alla
retta a si dice superficie di rotazione di asse a generata da C. C si dice curva
generatrice di X.

x
SiaC:¢ vy
z

Ogni punto di C descrive una circonferenza, detta parallelo, di ¥ apparte-
nente ad un piano perpendicolare all’asse e con centro sull’asse stesso; I'intersezione
di X con un piano perpendicolare all’asse, se non & vuota, & costituita da una o
piu circonferenze.

I semipiani passanti per l'asse intersecano X secondo curve, tutte fra loro
uguali, dette meridiani; meridiani che si trovino su semipiani opposti si dicono
meridiano ed antimeridiano e costituiscono un meridiano completo.

Rappresentazione di una superficie di rotazione.

Sia @ una retta per il punto A(zo,yo,20) e parallela al vettore v (I,m,n) e

x = xz(t)
siaC: < y=y(t) una generica curva.
z = 2(t)

Vogliamo determinare ’equazione cartesiana della superficie ¥ ottenuta ruotando
C intorno all’asse a.

Sia P un generico punto di C di coordinate (z(t),y(t), 2(t)) e sia Cp il par-
allelo di ¥ passante per P.

Indichiamo con 7p il piano per P perpendicolare ad a, si ha

mp:l(z—x@)+m(ly—y@) +n(z—2(t) =0 (2)

e con Sp la sfera di centro A e raggio AP di equazione
Sp i (x=20)*+(y—y0)*+(2—20)" = ((t)—20)*+(y(t)—y0)*+(2(t)—20)" (47)

allora
Cp=7mpnN~Sp

Dal sistema

{ Wz —z(t) + m(y —y(t)) + n(z — 2(t)) =0 (1)
(. —20)” + (Y —90)* + (2 — 20)* = (2(t) — x0)* + (y(t) — y0)* + (2(t) — 20)°

si ricava dunque 'equazione cartesiana di X.

Il problema della rappresentazione analitica di una superficie di rotazione &
notevolmente semplificato se si conosce una sua curva generatrice C contenuta
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in un piano [ passante per l'asse di rotazione. Supponiamo di aver scelto il
sistema di riferimento in modo tale che 1’asse z coincida con a ed il piano [zz]
coincida con il piano . In questo caso

c;{ fe5) =0

per cui un generico punto di C ha coordinate P(c,0,7) con f(a,v) = 0 ed il
vettore direttore dell’asse a ¢ v'(0,0,1). Se consideriamo come punto A fissato
sull’asse Porigine del sistema di riferimento, le (1) diventano

z—v=0
22 42 4+ 22 = a? 4 2

=%
22 + 42 = o2

da cui

ossia

v=2z2
a = t+/22 + 92

che sostituite in f(a,~) = 0 danno
Y f(EvVat4+y%,2) =0

Quindi 'equazione di ¥ si ottiene dall’equazione f(z, z) = 0, che rappresenta
C sul piano [zz], tenendo fissa la variabile z e sostituendo la x con +/22 + y2.

Risultato analogo si ottiene per una qualunque superficie ottenuta per ro-
tazione intorno ad un asse coordinato qualsiasi di una curva appartenente ad
un piano coordinato contenente tale asse.

Vogliamo ora determinare le equazioni parametriche di una superficie ¥ ot-

z = z(t)
tenuta facendo ruotare una curva C : ¢y =y(t) attorno all’asse z.
z=2z(t)

Sia Cp il generico parallelo di X e sia @ un punto di Cp. Se )’ & la proiezione
ortogonale di @ sul piano [zy] allora le coordinate di @ sono date da

z = 0Q cosf
y = 0Q’ sinf
z = 2(t)

Indichiamo con A il centro del parallelo Cp e con P'(z(t), y(t), 0) la proiezione
ortogonale di P sul piano [zy].

Durante la rotazione di C attorno all’asse z, il raggio AP = AQ di Cp resta
costante ed & uguale al segmento OP’, da cui OQ’' = OP' = /22(t) + y2(¢) e le
equazioni parametriche della superficie X sono date da

x = /x?(t) + y3(t) cos b
X9 y=+/7%(t) + y2(t)sinb (2)
z = z(t)
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con t, 0 parametri.

x = x(t)
In particolare se C C [zz], ossia C : y=0 le (2) diventano
z = z(t)
x = z(t) cos b
Y:¢ y=uz(t)sind teled€l0,2n]

z = z(t)

Supponiamo ora di far ruotare una conica non degenere C intorno ad un suo
asse di simmetria. Le superfici cosi ottenute si chiamano quadriche di rotazione
di cui C costituisce un loro meridiano completo. Supponiamo inoltre che ’asse
di rotazione coincida con un asse coordinato ed il piano di C con un piano
coordinato in modo da poter utilizzare I’equazione

Yo f(EVa24+9y2%,2) =0
ed analoghe.

1. Sia C Dellisse di equazione

z? 22

2

T -1, y=0.
a? ¢ y

Per rotazione intorno all’asse z si ottiene la superficie n.1 (all. A) detta
ellissoide di rotazione di equazione

.’E2 + y2 22

PR
2. Sia C l'iperbole di equazione
2 2
T z

Per rotazione intorno all’asse z si ottiene la superficie n.2 (all. A) detta
iperboloide di rotazione ad una falda di equazione
2y 2 X
a? c? ’
Mentre per rotazione intorno all’asse x si ottiene la superficie n.3 (all. A)
detta iperboloide di rotazione a due falde di equazione

I2 y2 + 22

@2 & !
3. Sia, infine, C la parabola di equazione
2
x
— =2z, =0
a? Y

Per rotazione intorno al suo asse (asse z) si ottiene la superficie n.4 (all.
A) detta paraboloide di rotazione di equazione
2y

5 2z.

a
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3 Algebra lineare.

In questo capitolo intendiamo introdurre la nozione astratta di Spazio Vetto-
riale di cui abbiamo gia visto un esempio nel primo capitolo quando abbiamo
introdotto l'insieme delle matrici e le operazioni di somma tra matrici e di
prodotto di una matrice per uno scalare.

Sviluppare una teoria astratta degli spazi vettoriali ci consente di ottenere
risultati che siano validi indipendentemente dal particolare contesto in cui sono
stati inizialmente scoperti e che quindi siano applicabili, piil in generale, ad ogni
altra situazione in cui le operazioni rilevanti sono la somma ed il prodotto per
uno scalare.

Definizione 47 Siano V' un insieme non wvuoto e K un campo. La terna
(V,+,-) si definisce spazio vettoriale su K se le applicazioni

+:VxV =V S KxV -V

soddisfano le sequenti proprieta:

L. W+7="v+7u Yu,v eV (prop. commutativa);
2. U A (V+W)=(wW+0)+W VYu,v,w €V (prop. associativa);
3.30 eVitc. W+0=0+T =0 VYWEV (esistenza dell’elemento

4.YVu eV 3I(-")eVte UWH(-U)=
dell’opposto)

= (=) + U (esistenza

5 MW+ 7)) =20 + A0 VU,V €V eV €K (prop. distributiva del
prodotto rispetto la somma di vettori);

6. A+ p)u = AU +pu Yu €V eVi\pu € K (prop. distributiva del
prodotto rispetto la somma di scalari);

7. AW = MpW) Yu €V eVAu €K (prop. associativa del prodotto
per uno scalare);

8. 1u=u Vud eV.

Osserviamo che dalle proprieta 1...4 segue che (V,+) ¢ un gruppo abeliano.

Gli elementi di V sono detti vettori e quelli di K scalari. 11 vettore 0 @ detto
vettore nullo.

Si noti che
_

/\726)@/\:001313111"67: 0

Infatti si ha

0+40=0=(04+0)7 =00 =00 +00 =00 =00 =0

65



04+ 0=0=M0+0)=A0=A0+A0=A0=A0=0
Viceversa sia AT = 0 e supponiamo A # 0. Si ha
T=17=A"NT=A'0T)=A"10=10

Si noti inoltre che
Infatti

e quindi

Si ha anche

e quindi

Esempi di Spazi Vettoriali.

i) L’insieme K" = {(z1, 22, ...,zn) | x; €K, i =1,...,n} & uno spazio vetto-
riale su K rispetto le operazioni di somma e di prodotto per uno scalare
cosi definite:

(xla"'amn)—i_(yla"wyn) L= (-'L']_ +y17axn+yn)
A (X1, xn) 0 = (AZ1, 0 ATy)
ii) Come casi particolari dell’esempio precedente si ha che C",R"™ e, in par-
ticolare R, R2, R® sono spazi vettoriali.
iii) L’insieme K™" delle matrici di tipo m,n a coefficienti in K & uno spazio
vettoriale rispetto le operazioni di somma tra matrici e di prodotto di una
matrice per uno scalare.

iv) L’insieme K [t] = {p(t) = ao + a1t + ast?® + ... + ant" + ... | a; € K} dei poli-
nomi a coefficienti in K & uno spazio vettoriale rispetto le operazioni di
somma tra polinomi e di prodotto di un polinomio per uno scalare.

v) Sia X un insieme non vuoto e V uno spazio vettoriale su K. Consideriamo
I'insieme
MX, V) ={f: X >V}
su cui siano definite le seguenti operazioni

Vf,g € M(X,V) (f+9)(z):=f(z)+g(x) VreX
VfeM(X,V)eVAeK Af)(2) == Af(x) Vo e X

Si verifica facilmente che (M(X, V), +,-) & uno Spazio vettoriale su K.
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vi) Un esempio notevole di spazio vettoriale ¢ dato infine dall’insieme dei
vettori geometrici V3 cosi definito:

Sia S5 l'insieme dei punti dello spazio geometrico ordinario (spazio euclideo).
Siano A, B € S3, indichiamo con AB il segmento orientato di primo estremo A
e di secondo estremo B (o come spesso diremo di origine A ed estremo B).

Nell’insieme dei segmenti orientati di S5 definiamo la seguente relazione detta
relazione di equipollenza:

il segmento orientato AB ¢ equipollente al segmento C'D, in simboli
AB ~ CD, se i punti medi di AD e BC coincidono.

Si verifica che questa relazione ¢ riflessiva, simmetrica e transitiva, quindi ¢
una relazione di equivalenza. Si noti che due segmenti AD e BC' equipollenti
giacciono su rette parallele, hanno la stessa lunghezza ed hanno "orientamento
concorde".

Le classi di equivalenza rispetto a questa relazione si dicono wettori liberi
dello spazio S3.

Indicheremo i vettori liberi con @, ¥, W, ... e 'insieme di questi vettori con
V3. Per indicare che il segmento orientato AB & un rappresentante del vettore
libero % useremo la notazione

—

u = AB

Si osservi che fissato un vettore libero % ed un punto A esiste uno ed un
solo rappresentante del vettore % con primo estremo A.
La classe di equipollenza costituita da tutti i segmenti orientati in cui l'origine
—
coincide con ’estremo si dice vettore nullo e si indica con 0.
—_— — . —_— .
Se AB # 0, cioé A # B, al vettore AB si associano:

a) un numero strettamente positivo uguale alla lunghezza del segmento AB,
rispetto ad una fissata unita di misura, che si chiama norma o modulo del

. g
vettore e si denota con HAB

b) una direzione: quella della retta passante per A e B;
¢) un verso: quello che da A porta a B.

Il vettore nullo ha norma nulla, direzione e verso indeterminati.

Siano W, v vettori di Vs. Scelti come rappresentanti di @ e v i seg-
menti orientati AB e BC rispettivamente, chiameremo somma di 7 e 7 il
vettore libero W + ¥ rappresentato dal segmento orientato AC. Una semplice
dimostrazione di geometria elementare mostra che se si scelgono altri due rap-
presentanti A’B’ e B'C’ rispettivamente di @ e ¥ allora il segmento orientato
A’C" appartiene alla stessa classe di equipollenza di AC' e quindi la definizione
di somma ¢ indipendente dalla scelta dei rappresentanti.

Si verificano facilmente le seguenti proprieta:
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infattisianoﬂ):.B>,7:B.> eﬁ):@
— — — — — —
(AB+BC)+CD = AC +CD=AD
— —_— —_— —_— —_— —_—
B+ (BC +CD) = AB +BD=AD
3.30 eVate. U+ 0=04+uw =0 VYT €Vs;

. . — 3 N . L.
infatti se w = AB bastera considerare come rappresentante di 0 il segmento
orientato AA oppure BB

T+ 0 AB+BB=AB="71
0+7 = AA+AB=AB="7u
4.Yu €Vzy 3I(-7) €V;3tc u—l—(—u):(—ﬂ’)-&-ﬂ’:ﬁ);

se W = AB allora (—) = BA. Infatti

U+ (-W) = AB+BA=4A4A=70
(-W)+ W = BA+AB=BB=10

Segue allora che (V3,+) & un Gruppo abeliano.
Si osservi che se O & un punto fisso di S3 I’applicazione

S3 — Vg
—
P+— OP
¢ biiettiva.

Se W e v sono due vettori liberi di cui vogliamo calcolare la somma, pos-
siamo procedere anche nel seguente modo:

poniamo u = OAev =0B , in questo modo W + v sara uguale al vettore
O—C)’ dove C' ¢ il quarto vertice del parallelogramma costruito sui lati OA e OB.
La regola appena illustrata & detta regola del parallelogramma.

Sia A un numero reale, il prodotto di un vettore ¥ di V3 per A & 'applicazione:

R x Vg — V3
A\, 70) = AT
definita nel seguente modo:

a) seAzOoppure?zﬁ)

ol
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b) se)\;é()e?;éﬁ:
- la direzione di A7 coincide con quella di 7';

- il modulo di A% ¢ il prodotto del valore assoluto di A per il modulo di ¥

AT = AL

- il verso di A% & concorde con quello di @ se A > 0, discorde se A < 0.
L’operazione cosi definita gode delle le seguenti proprieta:
5 MU +V)=A0 +AUu VU,V €VzeVAeER,;
6. A +pu)V =A0 +pv VU €VzeV\ucER,;
7. M)V = AMpv) VU €Vze VA ueR;
8. 10 =7 VU €V;

che si possono verificare utilizzando nozioni di geometria elementare.

Dalle proprieta 1,2,...,8 segue che (V3,+,-) ¢ uno Spazio Vettoriale su R.

In modo analogo si pud definire lo Spazio Vettoriale Vo dei vettori liberi a
partire dal piano euclideo Ss.

Gli esempi di spazi vettoriali appena descritti ne generano molti altri con
un semplice procedimento: dato uno spazio vettoriale V', si cercano quei sot-
toinsiemi W di V' che, rispetto alle operazioni di somma e di prodotto per
uno scalare definite in V', sono essi stessi degli spazi vettoriali. Vale infatti la
seguente definizione

Definizione 48 Sia (V,+,) uno spazio vettoriale. Un sottoinsieme W C 'V si
dice sottospazio vettoriale di V se (W,+,-) é uno spazio vettoriale rispetto
alle operazioni di V' ristrette a W.

Si prova che
Proposizione 49 Sia (V,+,) uno spazio vettoriale e W C V.
W & un sottospazio vettoriale di V<& W # @ eVu, v € W eVAE€K UW+v

Osserviamo che se W & un sottospazio vettoriale di V allora da v € W
segue che — v € W e di conseguenza v + (—0') = 0ew.

Dato un qualunque spazio vettoriale V, il sottoinsieme {6)} di V costituito
dal solo vettore nullo & un sottospazio, detto sottospazio nullo. L’intero spazio
V' ¢ anch’esso un sottospazio. Questi due sottospazi sono detti sottospazi banali
di V. GIli altri sottospazi, se esistono, sono detti sottospazi propri e sono quelli
pit interessanti.
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Esempi di Sottospazi Vettoriali.

i) Consideriamo nello spazio vettoriale K™™ delle matrici quadrate di ordine n
il sottoinsieme delle matrici simmetriche S.

Siano A = (aij), B = (blj) due matrici di K™" tali che Qi = Qj; € bl] = bji
esia A € K. Si ha

A+ B = (aij + b”) con a;; + bij =aj; + bji dacuiA+BelS
AA = (Aaij) con Aa;j = Aaj; dacuidA e S

Abbiamo cosi verificato che la somma di due matrici simmetriche & ancora
una matrice simmetrica e che il prodotto per uno scalare di una matrice sim-
metrica da come risultato ancora una matrice simmetrica. Possiamo allora
concludere che 'insieme delle matrici simmetriche d’ordine n ¢ un sottospazio
vettoriale proprio di K™™.

.o . . . . . . . . . . — — —
ii) Consideriamo nello spazio V3 il sottoinsieme dei vettori liberi «, v, w...

aventi un rappresentante giacente su un fissato piano di S3. Tale sottoin-
sieme ¢ un sottospazio vettoriale di Vj.

iii) Consideriamo un sistema AX = B dove A = (a;;) € K™" ¢ la matrice
dei coeflicenti, X € K" ¢ la colonna delle incognite e B € K™ quella
dei termini noti. Indichiamo con A l'insieme delle soluzioni del sistema
omogeneo AX = O associato al sistema dato. Se consideriamo A € K e
X0, X0 € Asiha AXg=0 e AXy = O da cui segue

A(Xo+ Xo) = AXg+AXg =0+ 0 =0 ossia Xo+ Xy € A
analogamente
A(MXp) = AM(AXp) = A0 = O ossia A Xy € A
Possiamo allora concludere che A & un esempio di sottospazio vettoriale

proprio di K".

3.1 Intersezione e somma di sottospazi. Somma diretta.

In questo paragrafo denotiamo con H e K due sottospazi di uno spazio vetto-
riale V' sul campo K. Possiamo considerare 'intersezione e 'unione di H e K.
L’intersezione H N K consiste di quei vettori di V' che appartengono sia ad H
sia a K, mentre 'unione H U K consiste di quei vettori di V' che appartengono
ad almeno uno dei due sottospazi.

Vale

H, K sottospazi vettoriali = H N K sottospazio vettoriale

infatti:
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siano uw, v € HNK e sia A € K. Poich¢ H e K sono sottospazi vettoriali
si ha

U,V € HeleK=>uU+v eEHe\u €H
U,V € KeleK=>U+v eKeduw € K
da cui
— — —
U+ veEHelN €H N -
7+7€K6A7€K :>U+’U€HQK€)\UEHHK
Esempio

Consideriamo nello spazio vettoriale K™™ delle matrici quadrate di ordine n il
sottospazio delle matrici simmetriche S ed il sottospazio delle matrici triangolari
superiori T' (verificare per esercizio che T' ¢ un sottospazio vettoriale di K™™).
L’insieme delle matrici diagonali D = S NT & dunque un ulteriore esempio di
sottospazio vettoriale di K™".

Osserviamo che, in generale, I'unione di due sottospazi vettoriali, invece, non
& un sottospazio vettoriale, infatti:

Se consideriamo in V = R? i due sottospazi vettoriali H e K cosi definiti

H:{(m,y)ERZ\xzo} K:{(x,y)€R2|y:0}

e consideriamo i vettori v’ (0, —3) € H e w(5,0) € K, questi appartengono ad
HUK e v+ u = (5,—3) da cui

T+U¢He v+ U gK =T +uU¢HUK
Introduciamo a questo punto il concetto di sottospazio somma

Definizione 50 Sia (V,+,-) uno spazio vettoriale e siano H e K due suoi
sottospazi. Si definisce sottospazio somma H + K l’insieme costituito dai
vettori di V' che si possono scrivere come somma di un vettore di H e di un
vettore di K.

= — — . - —
H+K=4v e€V|dh €¢ H, 3k € K taliche v = h + k

H + K ¢ un sottospazio vettoriale di V' infatti:
siano w, v € H 4+ K e sia A € K. Per definizione si ha

— — . N — =
dh € H,3k €e Ktaliche W = h + k
— — o = =
3n € H,3k € Ktaliche v =h' + K

quldi_) - = - = - = - = - =
u—i—v:(h+k)+(h’+k’):(h+h’)+(k —i—k’) con h+h e H
e?—&—ﬁe[(
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AW:A(7+?):(A7)+(AE’) con A\l € He Ak € K.
Pertanto
U+TEH+Ke\Nu e H+ K

Posto S = H+ K, se in S la decomposizione di ogni vettore come somma di
un vettore di H e di un vettore di K & univocamente determinata, allora S si
dice somma diretta di H e K e siscrive S = H @& K.

Nel caso in cui H & K =V allora i due sottospazi H e K si dicono supple-
mentari.

Ad esempio se consideriamo V = R? H = assex e K = assey si ha

R? = assex & assey

Proposizione 51 Sia (V,+,-) uno spazio vettoriale e siano H e K due suoi
sottospazi. Posto S = H + K si ha:

S:H@K@S:H+KeHmK:{6’}

Dim. Sia S = H ¢ K, da cio segue banalmente S = H + K. Ci resta da
provare che HN K = {6)} Consideriamo allora un vettore @ € HN K. Si ha
T eHeT e K dacui

T =0g+7=17+0x

Poiché la somma tra H e K ¢ diretta, la decomposizione del vettore Z come
—
somma, di un vettore di H e di un vettore K deve essere unica e quindi 2 = 0.
—
Viceversa supponiamo che S=H+ Ke HNK = { 0 } e che si abbia

— — — — —
T=h+k=h4+Kkcon h,h e€He k, k¥ ¢ K
ora e S - = = =
h+k=h0W+K=>h-h"N=F-kcHNK
. - -7 - < . - - - g . ..
dacui h—h =k'—k = 0 equindi h = k' e ¥ = k, ossia la decomposizione

¢ unica. m
Il concetto di somma e di somma diretta si estende al caso di piu sottospazi
nel seguente modo:

Hy+..+H, - :{?ev‘aﬁﬁemtaleche?:fT{Jr...JrZ}
N — -, = —
Hoe. . oH : :{xGV‘EI!hieHitalechez:h1+...+h7.}

Osserviamo che da S = H1 @ ... ® H, segue H; N H; = {6)} per ogni i # j ma

non vale il viceversa. (vedremo in seguito un controesempio)
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3.2 Lineare dipendenza e indipendenza di vettori.

Sia V' uno spazio vettoriale su K.
Definizione 52 Si dice che un vettore v € V ¢ combinazione lineare dei
vettori v 1, ..., U, € V se esistono \y,...,\ € K tali che

— — —
UV =ANVU1+ ..+ AV,
Gli scalari Ay, ..., A\ si dicono coefficienti della combinazione lineare.

Si osservi che la combinazione lineare si ottiene combinando le due operazioni
fondamentali dello spazio vettoriale: la somma e il prodotto per uno scalare.
Esempi.

i) In R? il vettore v'(—5,2,3) & combinazione lineare dei vettori v1(—1,1,0) e
— . .
v3(—1,0,1), infatti:

-5 -1 -1
2 =2 1 +3 0
3 0 1

ii) In K, [t], spazio vettoriale dei polinomi di grado 2 a coefficienti in K, il
polinomio (—1+2z)? & combinazione lineare dei polinomi 1,z e 2. Infatti:

(=14 2x)%* =1 — 4x + 42?

iii) Una matrice simmetrica di ordine 2 ha la forma

(5 )= (8 D)= (5 3)+(b 1)

Quindi ogni matrice simmetrica di ordine 2 ¢ combinazione lineare delle 3
matrici simmetriche

(00) (Vo) (1)

Proposizione 53 La totalita delle combinazioni lineari degli r vettori v 1, ..., U,

di V' é un sottospazio vettoriale di V che si dice sottospazio generato da
Uy ey Up € 8iindica con L(V'1,..., V).

Dim. Siano @, v € L(7'1,..., v,) e sia a € K. Per definizione di sot-
tospazio generato si ha

MU+ + 0T,
/1’171 + ...+ :ur7'r

ST
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da cui

U+T = MU+ AN+ U1+ F 0, 0,) =
= M+p) Ui+t N+ p) V€LV, V)
ot = aMV1+ . ANV =a MU+ oV, € L(V 1,y V)
]

o . . —_ — . .
Definizione 54 Si dice che v'y,..., V', generano H, o che sono un insieme
. . . N . . — —
di generatori di H, se H ¢ il sottospazio di V generato da vy, ..., V.

H=L(V1,..,7,)

— — .
In altre parole, v'q, ..., v, generano H se appartengono ad H ed ogni vettore
. N . . . . —> —
di H é combinazione lineare di v'y, ..., v'.
Esempio.
Le 3 matrici simmetriche

10 0 1 0 0
0 0 )’ 10 ) 0 1
generano il sottospazio delle matrici simmetriche di ordine 2.

Corollario 55 Un vettore u é combinazione lineare di v'1,..., V', se e solo se
E — — _ E — — —>
(V1 ) = L(V 1,00y U, W)

Dim. Sia u combinazione lineare di v'y, ..., v, ossia
— — —
U =MV1+..+N\V,
. — — — — =
vogliamo provare che L(0'1,..., V) = L(V 1, .0, Uy, W).

T € LV, V)= T = U1+t V= U1+ e+ 1, 0 00 =

= Te€ L(?l, ...,7T, 7)

viceversa
— — — = — — — —
¥ € LW,y Uy W)=> T = 014 .+, 0p+pu =

( DF MU+ AT, =
= (U140 + (VAT =
(g + A1) V1 + oo+ (e + pA) Vo € L(T 1,00, Ur)

. — — — — = . A
Sia ora L(V'1,..., V) = L(V1, ..., Uy, W), vogliamo provare che w & com-
binazione lineare di v'y,..., v,.. Sia w € L(V1,.., V., w) e quindi v €
L(V1,..., V). Dalla definizione di £L(0'y,..., ¥',) segue che W = A\ v’ + ... +
— .
Ar V', per opportuni Ay, ..., A\, € K. =
Supponiamo di conoscere un insieme di generatori v'q,..., v, di un sot-
tospazio H di V. Possiamo allora esprimere ogni vettore di H come combi-
. . . . — — N N
nazione lineare dei vettori vy, ..., v',.. Pud accadere pero che uno stesso vettore
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T si esprima come combinazione lineare dei vettori ¥y, ..., v, in due modi
distinti.

Ad esempio sia V = R? e sia H = L(V'1, V3) con v = (=1,3) e Uy =
(3,-9). Se ¥ = (—5,15) allora

T )() ()

. . — — . . P
Questo problema si pone perché v = —30'1, ossia tra i due vettori intercorre
la relazione lineare _
— —
Vo + 3v 1 = 0

Poniamo allora la seguente definizione:

Definizione 56 I vettori v1,..., v, si dicono linearmente dipendenti se
esistono A1, ..., A\r € K non tutti nulli tali che MUL+ o+ M0, = 6) I vet-
tori V1, ..., U, si dicono linearmente indipendenti se non sono linearmente
dipendenti.

. . —_— —_ . . . .
Si osservi che @1, ..., ¥, sono linearmente indipendenti se e solo se
— — -
MU+ 4+ N0, =0=X\=...=)=0

Questo significa che tra i vettori ¥'y,..., v, non ¢’¢ alcuna relazione lineare,
tranne quella banale con A\; = ... = A\, = 0.

I vettori v’ = (—1,3), ¥y = (3,—9) dell’esempio precedente, ad esem-
pio, sono linearmente dipendenti perche tra i due vettori intercorre la relazione
lineare non banale

Ty +3T1=0

I concetti introdotti in questo paragrafo possono essere generalizzati ad un
insieme infinito di vettori nel seguente modo:

Sia I un insieme non vuoto, anche infinito, e {¥;};c; un sottoinsieme di
vettori di V.

Si dice che ¥ € V & combinazione lineare di {';} se esiste un sottoinsieme
finito J C I ed un insieme {\;}, ; di scalari di K tali che

— —
v = E )\j Uy
jeJ

o . . . . . . —
Definizione 57 Sia I un insieme non wvuoto, anche infinito, e {v';i};c; un
sottoinsieme di vettori di V. L’insieme {v';},.; si dice indipendente se per
ogni sottoinsieme finito J di I vale

S AT =0=0=0 Vied
jEJ

(6]



3.3 Basi e dimensione.

In questo paragrafo introduciamo il concetto fondamentale di base di uno spazio
vettoriale: una base di uno spazio vettoriale svolge il ruolo del sistema di riferi-
mento visto, ad esempio, nel piano euclideo. Fissata una base, infatti, & possibile
identificare gli elementi di uno spazio vettoriale astratto mediante delle coordi-
nate.

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K.

Definizione 58 V si dice finitamente generato se esiste un numero finito
r di vettori U1, ..., v, tali che V.= L(TV1,..., V).

. . o ) . L — — _
Definizione 59 Si dice che una n-pla ordinata di vettori {v'y,..., v} di V
costituisce una base di V se i vettori v'1,..., UV, verificano le sequenti con-
dizioni:
. — —
1. generano V, ossia V.= L(V 1, ..., Up)
2. sono linearmente indipendenti.

Si ha quindi che, per stabilire se un insieme di n vettori costituisce una base
di V, occorre verificare che siano soddisfatte la 1. e la 2.

Proposizione 60 B = {v'1,..., v} ¢ una base di V se e solo se ogni vettore
T di'V si scrive in modo unico come combinazione lineare dei vettori v'; di B.

Dim. Sia B = {%',..., v} una base di V e 7 un generico vettore di V.
Supponiamo per assurdo che sia

— — —
r = T1V1+...+x,0V,
_
T

! — ! —
= T3 V1+..+T,V,

per sottrazione si ottiene

N
I = Iy =
0=(@1—2)Vi+..+(zn—2,) VU
I vettori v'q,..., ¥, costituiscono una base di V e quindi sono linearmente
b ) )
indipendenti. Da cio segue che

0=(21-2) V14t (@m—2)Tn=a1—2,=.. =3, — 2, =0

e quindi 1 = 2}, ..., z, = .

. . . — . . . .
Viceversa supponiamo che ogni vettore @ € V si scriva in modo unico come

combinazione lineare dei vettori ©; € B. Allora chiaramente si ha E(?l, s ?n)
—
V inoltre A V1 + ... + A\, U = 0 implica Ay = ... = A, = 0 perché altrimenti

il vettore nullo sarebbe scritto in due modi diversi come combinazione lineare
. . —
dei vettori v'; € B. m

. . . . . — . .
Gli scalari x1, ..., x, che esprimono il generico vettore @ di V come combi-

. . . . . . . P d .
nazione lineare dei vettori della base B, si dicono le componenti di & rispetto
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la base B. Pertanto, fissata una base B di V, ad ogni elemento = di V resta
associata una, ed una sola, n-pla ordinata di elementi appartenenti a K, cioé
un elemento (x1,...,x,) € K" e viceversa ad ogni n-pla (A1,..., A,,) € K" resta
associato uno, ed un solo, vettore v di V dato da ¥ =\ 01 + ... + A\ V.
Inoltre, siano ?, ? eEVeon@ =21 V1+...42Tn Une 7 = y1?1+...+yn?n
se consideriamo il vettore somma 7 + ¥ ad esso resta associata in K™ I'n-pla
(1 + Y1, e, Tn, + yp) infatti:

THY = (@1 014 o 2, 0 ) V1 4 o+ Yn U n) = (@1491) V14 (T +Yn) Un

In modo analogo al vettore AT resta associata 'n-pla (Azy, ..., Ax,,) di K.
Fissata quindi una base B = {71, ..., v, } di V si puo "identificare" V con
K™,

Vv —- K®
? — (1‘1, ceey .Tn)
con T = x1?1 + ...+ mnﬁn.

Nel caso di uno spazio vettoriale che non sia finitamente generato la definizione
di base si generalizza nel seguente modo:

Un sottoinsieme B ={¥';},.; di V, che sia infinito, si dice base di V se & un
insieme di generatori indipendente.

Se B = {?i}iel & base di V ed 7 & un generico vettore di V, allora esiste
un sottoinsieme finito J C I ed un insieme {\;} di scalari di K tali che

— —
.T—E )\J"Uj

jeJ

jeJ
in modo unico.
Esempi.
i) In K™ i vettori
1 0 0
0 1 0
€= €y = €, =
1= ) 2 = ) n — 0
0 0 1

formano una base di K" detta base canonica. Il vettore €; ha tutte le
componenti nulle tranne la i-sima che ¢ 1.

ii) Analogamente al caso di K™, anche lo spazio delle matrici K™ ha una base
canonica, rispetto la quale le componenti di una matrice A = (a;;) sono
gli scalari a;;. La base canonica di K™™ & costituita dalle matrici E;;
che hanno I’elemento di posto (i, j) uguale ad uno e tutti gli altri elementi
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uguali a zero; in questo caso B = {Eij}lgz‘gm & composta da m X n matrici.
1<5<n
Per esempio, la base canonica di K??2 consiste delle 4 matrici

1 0 0 1 0 0 0 0
E11—(0 0>E12—<0 0>E21—(1 0>E22—<0 1)

iii) Consideriamo lo spazio vettoriale K [¢] dei polinomi nella variabile ¢ a coef-
ficienti in K. L’insieme infinito B = {1,¢,¢%,...,t", ...} & una base di K[t],
infatti:

sia p(t) = ar t™ + aryt™ + ... + @, t"* un generico polinomio di K [¢t]. Allora
esiste un sottoinsieme finito F' di B con F' = {¢™,¢™,...,t"=} tale che

p(t) = ar t™ + aryt™ + ...+ ap 7
ossia B genera K [t]. Per provare che B & indipendente consideriamo
At + Ayt 4 o ap tT =0 = 0" + 0™ + ... 4 0t"
Per il principio di identita dei polinomi si ha
Opy =Qpy = ... =0y, =0

e quindi la tesi. La base B = {1,¢,¢*,...,t", ...} di K[t] ¢ detta base canonica di
K[t].

iv) L’insieme {A;, Ao, A3} con

10 0 1 0 0
w=(oo) w=(00) 2= (07)

¢ una base per il sottospazio delle matrici simmetrice di ordine 2 in quanto
ogni matrice simmetrica S di ordine 2 si puo’ scrivere in modo unico come
combinazione lineare delle matrici A;.

Sia V' uno spazio vettoriale su K finitamente generato.

Teorema 61 Se i vettori w1, ..., Up sono linearmente indipendenti ed apparten-
. — —
gono al sottospazio L(V'1,..., V') allorap <r

. . N = — — — . . .
Dim. Poiche ¥y, ..., v, generano L = L(V'1,..., V'), ogni vettore di L si
scrive come combinazione di v'q, ..., v',.. In particolare si potra scrivere

Ui =MV14 ..+ A0,

Almeno uno dei coefficienti Aq, ..., A, deve essere diverso da zero, altrimenti si
avrebbe U, = o (e di conseguenza 1, ..., U, sarebbero dipendenti). Siccome
in un insieme di generatori 'ordine non conta, non & restrittivo supporre che
sia Ay # 0. Allora segue che 7’1 ¢ combinazione lineare di ' e dei restanti

78



v3,..., V. In questo modo, per il corollario 32, abbiamo costruito un nuovo
sistema di r generatori per L:

E = E(ﬂ)l, ?27 eeey ?r)

. . . . — . I Nwrd — — . N
Ripetiamo il procedimento per uo. Poicheé w1, v, ..., v’ generano L, si potra
scrivere

— — — — —
U = [y UL+ PVt U3 V3. + [y Uy

Almeno uno dei coefficienti ps, ..., 1, deve essere diverso da zero, altrimenti si
avrebbe w9 = p; vy contro 'ipotesi di lineare indipendenza di 'y, ..., w,. Al
solito non ¢ restrittivo supporre u, # 0. Si ha allora che v'2 & combinazione
lineare di vy, w2, v's, ..., v, € quindi abbiamo costruito un nuovo sistema di
generatori di L:
- = — —
L=L(UW1, U2, Usyer, Vy)

Supponiamo ora, per assurdo, che sia p > r. Se seguiamo il procedimento
. . .. . —> — .
descritto r volte, eliminiamo uno dopo l'altro tuttii vy, ..., v, e troviamo alla
. . . . . — —
fine un sistema di generatori per £ costituito da 'y, ...,

‘C = ‘C(Wla 727 ey 77)

. — N . . . L - — N
Ma allora il vettore «,;; & combinazione lineare di «i, wo,..., &, contro
I'ipotesi di indipendenza lineare dei vettori u i, ws,..., wp. M

Teorema 62 Tutte le basi di V' sono composte dallo stesso numero di vettori.
Dim. Siano
B= {71, ,771} e B/ = {71, ...,77”}

due basi di V. Poiché Wy, ..., W,, sono m vettori linearente indipendenti ap-
partenenti a V 5(71,...,771), per il teorema precedente, si ha m < n.
Analogamente, 71, ..., U, sono n vettori linearente indipendenti appartenenti
aV=L(U1,....,Up)dacuin<mequindin=m. m

=l

Definizione 63 Se V ¢ uno spazio vettoriale su K finitamente generato, si
definisce dimensione di V il numero n dei vettori che ne costituiscono una
qualsiasi base.

Si scrive dim V' = n e si utilizza anche la notazione V,, per indicare uno
spazio di dimensione n.

Si pone dim {6)} = 0. Se lo spazio V non ¢ finitamente generato si dice che

V' ha dimensione infinita.
Se dim V' = n allora:

- n @& il massimo numero di vettori linearmente indipendenti in V. (Segue dal
Teorema 38).
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- n & il minimo numero di generatori di V' (Segue dal Teorema 38)
Sia H un sottospazio vettoriale di V', allora
dim H < dim V' (Segue dal Teorema 38)
Nel seguito considereremo per lo piu spazi vettoriali di dimensione finita.

Teorema 64 della base incompleta. Se 71,...,717 con p < n sono vet-
tori linearmente indipendenti di V,,, € possibile determinare altri n — p vettori
v Uy di Vi, tali che {w Uy, U v j b di'V,

U ptly ooy Un di Vi tali che {W1, ..., Wy, VU pt1,..., Un} Sia una base di V,,.

Dim. Sia {v'1,..., v} una base di V,,, da cui V = L(7'y,..., vy). Da
— — — — = — s .
Wi,y Up € V segue che V = L(W1,..., Up, V1,..., Uy) per il Corollario 32.
Applichiamo ora un metodo, detto degli scarti successivi, per scegliere gli n —
. — — . — — . . o
p vettori tra v'y,..., v, da aggiungere a uy,..., 4,. Consideriamo l'insieme
— — =
{u17"'7upvvl}

se {W1,..., Wp, U1} ¢ lin.dipendente allora scartiamo v’
. . — —  — —
e ripartiamo da {1, ..., Wp, Va,..., Uy,

— — — NE L . . . —
se {W1,..., Wp, U1} & lin.indipendente allora accettiamo v’y

e ripartiamo da {W1,..., Wp, V'1,..., ¥} esaminando la dipendenza lineare di

V' rispetto a {Uq, ..., ﬂ)p, 7’1} Un ripetuto uso del Corollario 32 conduce a

— — = — — — = —
LW, ., UWp, U1,y vn)zﬁ(ul,..., Upy Uiy ooy ’Uinip)

con 1 < ig,.,in—p < n. 1 vettori Wil,...,?in_p sono i ?pﬂ,...,?n vettori
cercati.

Continuiamo con questo procedimento fino a quando avremo n vettori lin-
earmente indipendenti. ®

Proposizione 65 Relazione di Grassmann. Sia V uno spazio vettoriale di
dimensione finita e siano H e K due suoi sottospazi. Allora

dim(H + K) =dim H +dim K —dim H N K

Dim. Poich¢ H N K, H e K sono sottospazi vettoriali di uno spazio fini-
tamente generato, essi avranno dimensione finita. Poniamo dim H N K = p,
dimH = h e dimK = k. Sia {W1,..., W,} una base di H N K e quindi un
insieme di vettori linearmente indipendenti sia di H che di K, a partire da
questa base costruiamo, applicando il teorema della base incompleta, una base
{1,y UWp, Vpits e, Upt di H ed una base {W1, ..., Wp, Wpi1, ..., Wi} di K.
Se proviamo che {1, ..., Wp, UV pi1s ey Uhy Wi, -, Wy} & una base di H+ K
avremo come conseguenza che

dim(H+K)=p+(h—p)+(k—-p)=h+k—p=dmH+dmK—-dmHNK
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e quindi la tesi.
Ora {W1, ..., Wp, Upily ey Uhy Wpid, -, Wi} & una base di H+ K se e solo

se
— — = — = —
DAY, o, Wy, Uptt, ooy U, Wptt, ..., Wi} generano H + K
2) {W1,...., Wp, Vpt1y.e, Uh, Wpt1, ..., Wi} sono linearmente indipendenti.
Proviamo la 1). Sia 7 € H + K, allora esistono v € H e w € K tali che
.

T =0U4+W.Se v € Hallorav = oqﬂ’l+...+ap7p+ap+17p+1+...+ah7h e
analogamente da w € K segue W = 6171+...—|—ﬂpﬂ)p+ﬁp+1ﬁ)p+1—l—...—i—ﬂkwk
e
T=V+W=(1U1+ .+ aUp+ Qpi1Vpp1+ .. +apvp)+
— — — —

+ (81U + ot B, Up + By Wyt + o+ B W) =
= (oq—l—ﬁl)71+...+(ap—|—ﬁp)ﬂ)p+ap+17p+1—|—...+ah7h+ﬂp+1ﬁp+1+...+ﬁkﬁ)k

A — — = — = —
ossia T € LW, ..., Up, Vptisees Uhy Wpit, ooy W)
Proviamo la 2). Consideriamo

— — — — — — g
UL+ ... Fap U+ apr vp_H+...+ahvh+ﬂp+1wp+1+...+ﬂkwk: 0
Vogliamo provare che tutti i coefficienti della combinazione lineare sono nulli.

— — — — — — g
LU+ ap Uy op vp+1+...+ahvh+ﬁp+1wp+1+...+ﬂkwk =0 =

= (1171 —+ ...+ Oépﬂ)p + Oép+17p+1 4+ ...+ Oéh?h = —ﬂpﬂﬁ’pﬂ — .= ﬁkﬁ)k
Posto fﬁpHE}pH —...— B W} = W si ottiene che W appart_i)ene a K ed essendo
uguale ad un vettore di H, appartiene anche ad H, allora w € H N K da cui
W= ﬁlﬂ)l + ... —|—ﬂpﬂ)p
e quindi
— — — —
—Bpi1Wpi1 — oo — LW = By us + ..+ B, Uy

ossia
-
Brtr+ o+ By Uy + By Wppr + oo+ B0 = 0

Poiche i vettori w1, ..., W p, Wpy1, ..., Wy costituiscono una base di K, essi sono
linearmente indipendenti e quindi se una loro combinazione lineare & nulla segue
che 8, = ... = 5, = 0. Tornando alla combinazione lineare di partenza

— — — — — — -
a1u1+...+apup+ap+1vp+1+...+ahvh+ﬁp+1wp+1+...+5kwk: 0

si ha N
— — — —

Ui+ tapUytap Vppr + .o+ ap vy =0
Analogamente i vettori w1, ..., ﬂ)p, ?pﬂ, ..., U, costituiscono una base di H e
quindi sono linearmente indipendenti. Segue allora a; = ... = o, = 0 e quindi
la tesi. m
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3.3.1 Rango di una matrice.

S. — _ - — _

lano 71 = (a117 a2, ---7a1n) , T2 = (a21, aA22,y ...y af?n) yeey T'm = (a'rnlyam% ceey a'rnn)
m vettori di K”; essi individuano una matrice A € K™ di cui costituiscono le
righe, ossia

ail ai12 e A1n
a21 a2 e a2n
A=

am1 Am2 - . . (Gmnp

ail a12 A1n

a1 a22 a2n

. — — N
le cui colonne ¢'; = . , Cog = . yey Cp = . sono n
am1 Am2 Amn

vettori di K™.

Teorema 66 Il massimo numero di vettori riga linearmente indipendenti di
una matrice A coincide con il massimo numero di vettori colonna linearmente
indipendenti.

La dimostrazione del teorema consiste nel far vedere che il massimo numero
p di vettori riga linearmente indipendenti di A non supera il massimo numero ¢
di vettori colonna linearmente indipendenti e viceversa.

Poniamoci nel caso particolare p = 2 e A € K** e proviamo ad esempio che
q < p. Consideriamo

a11 a2 a3 ai4
A= a21 Aa22 (23 (24
a3z1 agz G33 Aa34

e supponiamo che 71 e 7 siano linearmente indipendenti mentre
T3 =AT1+uT2
ossia
az1 = Aai1 + pa21  agz = Aaiz + pagze  asz = Aa13 + pazz  asq = Aaiq + pagy

da cui

a1 a12 a13 a14
A= a21 a22 az3 24
Aai + paz1 Aaiz + pase  Aaiz + pagz Aaig + pags
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ossia

a1 1 0 ai12 1
asy = an| 0 | +axn| 1 azy | =ai2| 0 | + a2
as1 A 12 a3 A
ai13 1 0 14 1
ass3 = ai3| 0 | +as| 1 azy | =aws| 0 | +an
a33 A I a4 A

cioé i quattro vettori colonna di A sono combinazione lineare dei due vettori
colonna

1 0
0 e 1
A %

e quindi il massimo numero ¢ dei vettori colonna ¢'1, ¢'o, €3, ¢4 di A linear-
mente indipendenti non & superiore a 2.
Dato il Teorema precedente si puod introdurre la seguente

Definizione 67 Si definisce rango di una matrice A di tipo (m,n) e si in-
dica con rgA, il massimo numero di vettori riga T 1, T 9,..., T m 0 colonna
Cc1, Ca,..., Cpn della matrice A linearmente indipendenti.

Possiamo quindi dire che
Tg(A) =dim L (71, ?2, ceey ?m) =dim L (?1, ?2, ceey ?n)

Osservazione. Si puo provare che la definizione precedente & equivalente
a quella data nel Capitolo 1 in cui il rango di una matrice & stato introdotto
come l'ordine massimo dei minori estraibili da A con determinante non nullo.
In effetti, se nella matrice A il massimo numero di righe o colonne linearmente
indipendenti ¢ p, allora in ogni minore di ordine maggiore di p esistono righe o
colonne che sono combinazioni lineari delle altre e quindi il minore ha determi-
nante nullo. Invece, considerate p righe (o p colonne) linearmente indipendenti
¢ possibile provare che almeno uno dei minori che intersecano le p righe (o le p
colonne) ha determinante diverso da zero.

3.4 Funzioni tra spazi vettoriali.

In questo paragrafo andiamo a considerare un particolare tipo di funzioni tra
due spazi vettoriali, le Appicazioni Lineari, ossia applicazioni che conservano
le operazioni di somma e prodotto e dunque conservano la struttura di spazio
vettoriale.

Siano V' e W due spazi vettoriali sullo stesso campo K esia f:V — W
un’applicazione.

Se U & un sottoinsieme di V' chiamiamo immagine di U tramite f 'insieme

FO)={f@)| 7T eU}={y eW|TT €U f(7) =7}
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Se Z & un sottoinsieme di W chiamiamo immagine inversa di Z tramite f
I'insieme
f7U2)={7 e V| f(T)eZ}
In particolare se Z = {7y } allora f~1(%/) := {7 € V| f(T') = ¥ } e 'immagine
inversa di 3 non si riduce all'insieme vuoto se e solo se 5 € f(V).

Definizione 68 Siano V e W due spazi vettoriali sullo stesso campo K e sia
f:V = W un’applicazione. Si dice che f ¢ lineare o un omomorfismo se

FZ+7) = F@)+f) VT, o eV
fOT) = M(T) VZ eV eVieK

o equivalentemente

Dalla definizione segue che f(0y) = 0y infatti
Oy =7-7=/(0v)=f(T - 7)

—

FOV)=f(T - T)=f(T) - f(T)= 0w

Se V. = W allora I'applicazione lineare f : V — V & detta endomorfismo.
Un endomorfismo notevole & I’applicazione identita o identica.

I1:V->V

T I(T)="7

Osservazione.
L’insieme delle applicazioni lineari

Lin(V,W)={f:V - W|f lineare}
& uno spazio vettoriale rispetto le seguenti operazioni

Vf,g € Lin(V,W) (f +9)(
Vf € Lin(V,W) e VA € K (A f(?)

Vale la seguente proposizione

Proposizione 69 Siano V e W spazi vettoriali con V finitamente generato.
Sia B = {V'1,..., U} una base di V e siano Wwy,...,w, € W. Allora esiste
un’unica applicazione lineare f : V. — W tale che f(v;) = w; peri=1,...,n.
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Dim. Sia 7 € V allora © = 2101 + ... + £, U . Poniamo

e quindi f(7';) = w; peri=1,...,n.
- f ¢ lineare, infatti:

=
x

f(T+2) = fl(mi+2)V 1+ .+ (2 +20)00) = (21 + 2)W1 + oo + (2 + 20) W, =

P
x

= (W14 ..+ 2, W) + (@ W+ ..+l W,) = F(2) + f(2)

analogamente si verifica la linearita rispetto al prodotto per uno scalare.
- f & unica, infatti:
supponiamo che esista

g:V — W tale che g(7';) = W, peri =1,...,n
allora per ogni @ € V si ha

(@) = g(@) = a1 f(01) + o+ 20 f(V0) = (@19(V1) + oo+ 209(V'0)) =
— — — — -
=1 Wi1+ ..+, Wy —1W1 — ... —TpWy =0
ossia f(7) =g(7) perogni 7 € Vdacui f=g. =

Osservazione.

In generale per conoscere un’applicazione f : V' — W & necessario conoscere
f(Z') per ogni @ € V, se invece I'applicazione f ¢ lineare allora ¢ sufficiente
conoscere I'immagine di un numero finito di vettori, infatti:

siaB={v1,.., V,}unabasedi Vesia ¥ =V +...+x, v, un generico
vettore di V, allora

per la linearita di f. Quindi dalla conoscenza dell’immagine degli n vettori della
base B si ricava I'immagine di un qualsiasi vettore 2 dello spazio V.
Un’altra notevole proprieta delle applicazioni lineari ¢ data dalla seguente

Proposizione 70 SianoV e W spazi vettoriali sulK ed f : V — W un’applicazione
lineare. Allora

S sottospazio di V. = f(S) sottospazio di W
T sottospazio di W = f~Y(T) sottospazio di V'

Dim. Sia S sottospazio di V' e siano ¥,y € f(S) tali che f(T) = ¥ e
— — - =
f(')=1vy con 2,2’ €8

— —

T4y = (@) + (&)= [(T+7) € [(S)
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essendo 7 + ? un vettore di S. Analogamente si ha
T = M(T) = [0F) € £(S)

essendo A7 un vettore di S. .

Sia T sottospazio di W e siano @, 2’ € f~1(T'), allora

[ +2") =)+ f(a) eT
-
essendo f(7'), f(2') € T per definizione di immagine inversa. Da cio segue
—

742 e fTHD).

Analogamente sia @ € f~1(T) e A € K si ha

fOZ)=Af(T)eT

essendo f(7') € T. Da cio segue A7 € f~H(T). m
Tra tutti i sottospazi di V' e W ne esistono due particolarmente significativi.

Definizione 71 Si chiama nucleo di f, e si indica con ker f, il sottoinsieme
dei vettori © di V tali che

(@) =Tw
Ossia _
ker f = f_l( Ow)

Segue che ker f non & vuoto in quanto contiene almeno il vettore nullo di V'
ed inoltre & un sottospazio vettoriale di V.

Definizione 72 Se il nucleo dell’applicazione lineare f ha dimensione finita,
tale dimensione si dice nullita di f e si indica con nl(f).

Definizione 73 Si chiama tmmagine di f, e si indica con Im f, il sottoin-
steme

Inf={Y eW|IZT ecV:f(Z)="y}=FfV)

Segue che Im f & un sottospazio vettoriale di W.

_
o . . . . . —
Proposizione 74 Sia f : V — W un’applicazione lineare e siano =, x’ € V.

Allora

_
)= 07 —a ckerf

=

F@)=fd) e f(T)- (/) =T0 & /(T -

Da cio segue che f & iniettiva se e solo se ker f = {6)}, infatti:
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Sia f iniettiva e sia 2’ € ker f.

0)=>7=0

?Ekerféf(?)zﬁ)zf( ) =

—

. . g . — 7 ..
Viceversa sia ker f = { 0 } e sia f(@') = f(2'). Dalla proposizione precedente

segue © — x' € ker f con ker f = { 0 } ossia © = 2’ e quindi f ¢ iniettiva.

Osserviamo che se f: V — W ¢ un’applicazione lineare allora
f e suriettiva < Imf=W

Lemma 75 Siano V e W spazi vettoriali su K ed f : V — W un’applicazione
lineare. Allora

U= L(T1, s T1) = FU) = LT, oo (D))

La dimostrazione del Lemma & lasciata per esercizio.
Dal Lemma precedente segue che se B = {'1,..., v, } & una base di V allora
f(V)=Imf=L(f(V1),.... f(Vy)) da cui dimIm f < dim V e, in particolare,

dimIm f =dimV < f & iniettiva.

Infatti:

se f & iniettiva
AT DA f(Tn) = 0 = fFO T 1AM Tn) = £(0) = M T 14t An T = 0
Poiché¢ B = {%'1,..., v} & una base di V, si ha A\ = ... = A\, = 0 da cui
segue che f(v'1),..., f(VU ) sono linearmente indipendenti, ossia dimIm f =
n=dmV.

Viceversa sia dimIm f = nesia @ €kerfcon T = M\ 01+ ... + Ay Une
Allora

F@) = fOaT 14 o+ A Tn) = MF(T) + oo+ A f(Tn) = 0

MITD) 4 o+ A f(T) =0 = A =.. =\, =0
per la lineare indipendenza dei vettori f(v'1), ..., f(¥ ) e quindi @ = A\ 01
M T = 0. Per larbitrarieta della scelta di = si ha che ker f = {6)

ossia f & iniettiva.

\ ; +

Teorema 76 (Teorema Fondamentale) Siano V e W spazi vettoriali su K
con V' finitamente generato. Sia f:V — W un’applicazione lineare, allora

dimker f + dimIm f = dim V'
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Dim. Sia {€1,..., €,} una base di V. La tesi & immediata nel caso in cui
ker f = {6}} perché abbiamo provato che questo equivale a dire che dimIm f =
dim V. La tesi ¢ altrettanto immediata nel caso in cui ker f = V percheé in questo
caso f ¢ lapplicazione nulla e quindi Im f = {6)}

Consideriamo quindi gli altri casi. Sia {1, ..., ¥ ,} una base di ker f con 0 <
p < n. Abbiamo gia osservato che dimIm f < dimV, sia quindi {W1, ..., W4}
una base di Im f con 0 < ¢ < n. Inoltre per ogni i = 1,...,q esiste ©'; € V tale
che f(7';) = W;. Se proviamo che {W1,..., UWp, V1,..., U4} & una base di V,
abbiamo che

dimV =p+ q=dimker f + dimIm f

ossia la tesi.
1) Wiyeeey Wpy, U1y ey U g generano V.
Sia @ €V, allora f(7') € ImV

= fMU1+ .+ A7y

da cio segue
T oM T4 AN Ty € er f

e quindi
— — — — —
T :)\1U1+...—|—)\qvq+u1u1—|—...—|—,upup
2) W1,...) Up, U1,..., U4 sono linearmente indipendenti.

Consideriamo una loro combinazione lineare nulla
— — — —
Ut toapuyt+ vt +8,0,=0

da cui -
f(alﬂ)l + ...+ O[pﬂ)p + [31?1 + ...+ 5(1?,1) = f( 0 )

ossia
R
o f(UW1) + o+ apf(Up) + Brf(V1) + o+ B, f(Tg) = 0
con f(u;) = 0 per ogni j = 1,...,p, essendo u; € ker f, ed f(7';) = W; per
ogni i =1,...,q. Ne segue
—
Bif(V1) 4.+ B, (V) =B W1+ ...+ B,Wg= 0

da cui segue 5, = 0 per ogni i = 1,...,q per la lineare indipendenza dei vettori
W;. Quindi

AT1+ ot QT+ BT 14 o+ B, T g = 1Ty + o+ Wy = 0

da cui segue a; = 0 per ogni j = 1,...,p per la lineare indipendenza dei vettori
— . T . . — —  — —
u ;. La lineare indipendenza dei vettori 'y, ..., wp, ¥'1,..., ¥y &€ provata. ®
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Definizione 77 Si dice rango di un’applicazione lineare f di uno spazio vetto-
riale di dimensione finita V' in uno spazio vettoriale W, che si indica con rg(f),
la dimensione di Im f.

Il Teorema che abbiamo appena dimostrato mette in relazione il rango di f
con la sua nullita, per questo motivo & noto anche con il nome di Teorema del
Rango.

3.4.1 Isomorfismi.

Definizione 78 SianoV e W spazi vettoriali sulK. Se f : V. — W ¢é un’applicazione
lineare e biunivoca allora f si dice isomorfismo.

Se f & un’applicazione biettiva tra spazi vettoriali distinti V' e W, ’applicazione
inversa f~! & 'unica applicazione di W in V tale che

flof=1Idy fof'=Idw
dove Idy e Idw indicano I'applicazione identica nei relativi spazi.

Proposizione 79 Se f ¢ un isomorfismo da V in W allora anche f~1 ¢ un
isomorfismo da W in V.

Dim. Ovviamente f~! & invertibile e la sua applicazione inversa & f. Dob-
biamo allora provare che f~! & lineare, ossia che VA, u e KeVZ, 7y € V

FHOT +p0y) = MH@) +uf 1Y)

Poiche f & iniettiva, i due membri dell’'uguaglianza precedente sono uguali se lo
sono le loro immagini mediante f. Ora banalmente

FUTIOT +5y)) =27 + 0y
e per la linearita di f
FOSY@) +puf ) =M@ +uf(FHY) =27 +u7y
da cui la tesi. =

Definizione 80 Due spazi vettoriali V e W si dicono isomorfi, in simboli
V=W, se esiste un isomorfismo f:V — W.

Teorema 81 Siano V e W spazi vettoriali di dimensione finita. Allora
VewWedmV =dmW

Dim. Supponiamo sia V' = W allora esiste un isomorfismo f : V — W.
Dall’iniettivita di f segue ker f = {6)} e dalla suriettivita segue Im f = W.

Utilizzando il Teorema fondamentale si ha:

dimV =dimker f +dimIm f = dim W
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Viceversa supponiamo sia dim V' = dim W = n e siano B = {7, ..., v,,} una
base di V e B = {W,..., w,} una base di W. Consideriamo un’applicazione
lineare f : V — W tale che f(¥';) = w; per i = 1,...,n. Per la proposizione
46 sappiamo che la funzione f ¢ univocamente determinata, ci resta da provare
che ¢ biunivoca.
1) f & iniettiva.
. — — — — = ;= ;=
Slano_zc,x eVeonos=xv1+...+z,v,ecx =x101+..+x, VU,
Se @ # o’ allora esistono z;, ¥ con x; # ! per almeno un 1 < i < n. Per la
definizione di f si ha
— — — H/ /= /
f(@)=mWi1+ ...+, W, e f(a')=ziw,+..+2a,
N
AT, S W 2, Wy AW F .2 W, = f(T) A f(2)
e quindi la tesi.
2) f @& suriettiva.
Sia 7 € W con 7 = ylwl + .+ ynﬁn. Posto @ = y171 + ...+ ynﬁn si
ha
f(@) =W+ @ =7

e quindi la tesi. m
Esempi.

i) Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n su K, allora V' = K". Sia
B={"1,..,v,} una base di V, I'isomorfismo tra V e K™ ¢ quello che al
generico vettore @ € V associa le sue coordinate (z1, ..., z,,) rispetto alla
base B.

Cp:V —-K"

T (21, ., xp)

ii) Lo spazio dei polinomi K, [t] = {p(t) = ao + a1t + ast® + ... + a,t" | a; € K}
¢ isomorfo allo spazio vettoriale K™ *! tramite 'isomorfismo p(t) — (ao, ..., an)

SeV=Wedf:V — W & un’applicazione lineare e biunivoca allora f si
dice automorfismo.

La totalita degli automorfismi di V, rispetto alla composizione tra appli-
cazioni & un gruppo (in generale non commutativo) detto Gruppo Generale
Lineare di V ed indicato con GL(V).

3.5 Matrici ed Applicazioni Lineari.

Abbiamo fin qui affrontato lo studio delle applicazioni lineari tra spazi vettoriali.
Nel caso in cui gli spazi vettoriali abbiano dimensione finita, vedremo come
tali applicazioni possono essere rappresentate da matrici e le diverse operazioni
tra applicazioni lineari sono tradotte nelle operazioni tra matrici studiate nel I
capitolo.
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Siano V e W spazi vettoriali su K con dimV = n e dimW = m e sia
f:V — W un’applicazione lineare. Fissiamo una base B = {€1,..., €,} in V

/ _I> _/) B L — _—
e una base B’ = {e 1y eeny € m} inW. Sia @ =z, €14+...+x, €, un qualunque

vettore di V, per la linearita di f, abbiamo gia visto che

() =21 f(€) + ...+ znf(€0)
e quindi conoscendo f(€;) per ogni i = 1,...,n siamo in grado di calcolare
I'immagine di un qualsiasi vettore di V. Ora f(€1) € W e quindi

-\ _ = i =
f(e€1) =anei1+anes.+amen

analogamente f(€3) € W con

f(?z) = a12?1 +a22?2 +a Z
e m2 m

in generale f(€;) € W con

. £ - -
f(ei) =aqai;€1+a9€ 2... +Ami€ m

m

_
. —_— . . .
Ossia f(e;) = g aj; € ; , possiamo allora introdurre una matrice A = (a;;)
Jj=1
con aj; € K
ailr 612 A1n
A= a1 a2 ... QG2p
am1 Am2 ... Gmn

in cui gli elementi della i-sima colonna (i = 1, ...,n) sono le componenti di f(¢;)
rispetto alla base B’. La matrice A ¢ detta matrice associata ad f rispetto alle
basi B e B’ e si indica con A = ME'(f) o semplicemente con A = M(f) ove le
basi siano date. -

Dato_)un qualunque vettore T =x1€1+...+x, €, di V, sia 7 =y 1+
<.+ Ym € 1 la sua immagine tramite f, ossia ¥ = f(Z'). Si ha

— — —

=x1f(a11€1+as€a+ame m)+...taiflaie1+azie o . +amie n)+
— — — =

/ ! !
et znflaine 1+aspe o +amne m)_): (z1a11 4 ...+ xia1;,+ ...+ xna1,) € L
!

+(zramit . FTiamit o A Tnamn) € m = (Tra11+..FTia1,+ ... FTpar,) €1+
—
wt (@1am1 + o F T + e+ T Qi) €
Usando la notazione matriciale si ha Y = AX con

T hn
X=| ® [ey=| *
Tn Ym
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matrici colonna che rappresentano rispettivamente le componenti del vettore

T rispetto alla base B e le componenti del vettore 3 rispetto alla base B'.

Esplicitando si ha

U1 a1 a2 ... Qip x1
Y2 _ a21 Q22 ... Q2n T2
Ym am1 Am?2 o Amn Tn

Si osservi che I'applicazione lineare f ¢ rappresentata univocamente da una
matrice solo se sono fissate le basi B e B’ degli spazi vettoriali V e W. Se si
cambia una o entrambe le basi, cambia in generale anche la matrice associata
ad f.

Viceversa, data una matrice A € M™"(K) e fissate due basi B e B’ rispet-
tivamente di V' e W, I’applicazione

f:V-=w
X— AX

& ’applicazione lineare che fa corrispondere al vettore con componenti X rispetto
alla base B, il vettore con componenti AX riapetto alla base B’.

Se V=K" e W = K™ scrivendo f4 si usa assumere tacitamente che B ¢ B’
siano le basi canoniche rispettivamente di K" e K.

Esempio.

La matrice A = < i :g . ) rappresenta un’applicazione lineare f4

fa: K — K2

1 -2 3 Y\ z-2+3:
4 5 -7 Z “\da+5y—172
Siano V, W, U spazi vettoriali con dimV = n, dimW = m e dimU = p e
siano B, B’ e B" basi rispettivamente di V,W e U. Se

essendo

f: VoW e g: WU
sono applicazioni lineari, allora
h:=gof:V->U
¢ lineare e per le matrici associate vale

ME () = ME () ME (f)
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ove il prodotto tra matrici & righe per colonne.
Ponendo

ME (B =Cekr", ME (g)=Bekrm, ME(f)=AcKm™n
si ha
C=BA

infatti:
f: VoW e g:W-=>U

X—Y=AX Y— Z=DBY
posto Z = CX si ha
Z =BY =B(AX)=(BA)X =C=BA
utilizzando il seguente lemma

Lemma 82 Siano F e G due matrici. Se per ogni matrice X per cui sia pos-
sibile effettuare i prodotti si ha FX = GX allora F =G.

Dim.
VX FX=GX=VX (F-G)X=0=r9(F-G)=0=F-G=0=F=G

]

Alla luce di quanto detto possiamo dare un ulteriore esempio di spazi vetto-
riali isomorfi.

Siano V' e W spazi vettoriali su K con basi rispettivamente B = {€1,..., €}

— —
e = {e’ Lyeees € m}. Consideriamo lo spazio vettoriale Lin(V,W) ={f : V — W |f lineare},
si dimostra che
Lin(V,W) 2 K"™"
Infatti I’applicazione
ME - Lin(V,W) — K™
& un’isomorfismo.

In particolare per W = V fissata una base B di V e posto B = B’ possiamo
identificare un automorfismo con una matrice quadrata invertibile ad elementi
in K, ossia

GL(V) =2 GL(n,K)

L’applicazione identica Id di V ¢& rappresentata dalla matrice identita di
ordine n.

Si noti che se f & un automorfismo di V', poiche

fof™=f"lof=1d

segue

da cui



Teorema 83 Siano V e W spazi vettoriali su K con dimV =n edimW =m
e sia f: V. — W un’applicazione lineare. Il rango di f coincide con il rango
della matrice M(f).

Dim. Sia B={¢y,..., €,} una base di V, sappiamo che rg(f) = dim Im f
elmf = L(f(€1),...,f(€,)). Daltra parte f(€1),..., f(’€,) sono le colonne
di A quindi rg(A) = dim L(f(€1), ..., f(€n)) da cui la tesi. m

Se consideriamo il sottospazio vettoriale ker f | la sua dimensione ¢ legata al
rango di A dalla seguente relazione

dimker f =dimV —rgA

che discende dal Teorema fondamentale.

3.5.1 Cambiamenti di base.

Sia V' uno spazio vettoriale su K e B = {’¢’1,..., €,} una sua base, sia B’ =
— —
{e’ Tyemrs € n} una nuova base di V.

Ogni elemento di B, in quanto vettore di V, si potra scrivere come combi-
nazione lineare dei vettori della base B’ e viceversa ogni elemento di B’ si potra
scrivere come combinazione lineare dei vettori della base B. In forma compatta

n N N n
— b / /o —
€L = k€ € € ;= Crj €p
j=1 r=1

La matrice B = (bj;i), le cui colonne sono le componenti dei vettori della base
B rispetto alla base B’, ¢ una matrice invertibile per il Teorema 60, ed & esatta-
mente la matrice M5 (Id). Analogamente C = (c,;) = Mj (Id). Si ha

ME(Id) - M5 (Id) = ME(Ido Id) = ME(Id) = I

Ne segue che M5 (Id) = (Mg/ (Id)) . Se X sono le componenti di un vettore
rispetto alla base B, BX saranno le componenti X’ dello stesso vettore, in
quanto applicando ’applicazione identica il vettore resta lo stesso, rispetto alla
base B’, si ha cioe BX = X'. 1l passaggio dalle componenti rispetto a B’ alle
componenti rispetto a B ¢ CX’ = X e B e C sono una l'inversa dell’altra.

Considerati V' e W spazi vettoriali su K con dimV = n e dimW = m,
vediamo in che modo si trasforma la matrice associata ad un’applicazione lineare
f:V — W per effetto di un cambiamento di base in V e/o in W.

Siano B = {¥'1,..., v} eC = {W1,..., W} duebasidi Ve W. Supponiamo
che in V si operi un cambiamento di base da B a B’ ¢ in W un cambiamento di
base da C a C'.

Allora si ha

ME (Idw)ME (f)ME (Idy) = M§, (Idw o f o Idy) = Mg (f)  (x)

94



Questa ¢ la formula che indica come cambia la matrice associata ad un’applicazione
lineare quando si cambia base.

Nel caso particolare di un endomorfismo f:V — V, sia A= ME(f). Se si
passa dalla B alla base B’ allora la (%) diventa

ME (1) ME(f)ME (1d) = M (f)  (xx)

Posto P = Mg (Id) si ha che M (Id) = P~' e quindi se A’ = Mg/(f) vale la
relazione

A =P tAP

Definizione 84 Siano A, B € K™™. FEsse si dicono simili se esiste una ma-
trice invertibile P tale che B = P~'AP

Vale quindi il seguente

Teorema 85 Mairici associate ad uno stesso endomorfismo rispetto a basi di-
verse sono simili.

Osservazione. La similitudine tra matrici &€ una relazione di equivalenza,
infatti:

i) A ¢é simile a se stessa (proprieta riflessiva). Basta porre P = T
ii) Se A ¢ simile a B allora B & simile ad A (proprieta simmetrica).
Da B =P 'AP segue A= C 'BC con C = P!

iii) Se A ¢simile a B e B ¢ simile a D allora A & simile a D (proprieta transitiva).
Da B= P 'AP e D = E~'BE segue

D=E'BE=E"(P'AP)E = (E"'P~') A(PE) = (PE) ' A(PE)
Proposizione 86 Siano A, B € K™" allora
A simile a B=rgA=1rgB e det A=det B

Dim. Vogliamo quindi dimostrare che il rango di una matrice ed il suo
determinante sono invarianti per similitudine. Siano allora A e B due matrici
simili e sia f ’endomorfismo ad esse associato (a meno di un cambiamento di
base).

Si ha

rgA =dimIm f =rgB

D’altra parte, dire che A e B sono simili equivale a dire che B = P71 AP
con P matrice invertibile. Utilizzando la regola di Binet si ha

1
det B = det (P~ AP) = det P~ det Adet P = ——— det Adet P = det A
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n
Osservazione.

rgA=rgB e det A=det B+ Ae B simili

() en=(22)

condet A=1=detBergA=2=rgB.
Se A e B fossero simili allora si avrebbe B = P~1 AP con P matrice invert-
ibile, ma

infatti, siano

B=PlAPp=pPlIPp=pP P =17

e questo & assurdo.

3.5.2 Sistemi ed Applicazioni Lineari.

Lo studio dei sistemi lineari a coefficienti e termini noti in un campo K & forte-
mente connesso con la teoria delle applicazioni lineari tra spazi vettoriali di
dimensione finita V,,, W,,, sul campo K. Questo legame & evidente nel teorema
di Rouche-Capelli che ora andiamo a dimostrare.

Teorema 87 Teorema di Rouché-Capelli. Sia AX = B un sistema lineare
con A = (a;;) € K™™ matrice dei coefficenti, X € K™ colonna delle incognite e
B € K™ colonna dei termini noti.

il sistema AX = B ¢ compatibile < rg(A) =rg(A|B)

dove A|B ¢ la matrice completa ottenuta aggiungendo ad A la colonna B dei
termini noti. Inoltre

p=n una sola soluzione

serg(A) =rg(A|B) = p si hanno i sequenti casi: { p<n " P soluzioni

dove con "oo™ P soluzioni” si intende infinite soluzioni dipendenti da mn — p
parametri indipendenti.

Dim. Associamo alla matrice A I'applicazione lineare f4 ove A = Mgl(fA)
con C e C' basi canoniche di K™ e K™ rispettivamente. Si ha

fa K" - K™
X fa(X)=AX
Ora

il sistema AX = B ¢ compatibile < 3X, € K" tale che AXy = B
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ossia
il sistema AX = B & compatibile < 3X, € K" tale che fa(Xo) =B

N
ma questo equivale a dire che b € Im f4 essendo B la matrice colonna delle
—
componenti di b .
Siano ora @, , @iy, .., 71‘1, p colonne indipendenti di A che generano Im f4

- -  — — - — — - — —
b € ImfA:E(ail,aiQ,...,aiP)éﬁ(ail,aiQ,...,aip):ﬁ ail,aiz,...,aip,b <~

A Tg{7i177i27"'77ip :Tg{7i177i27"'77ip7€)} <:>T9(A) :Tg(A|B)

Per dimostrare la seconda parte del teorema supponiamo che rg(A) = rg(A|B) =
p. Per la compatibilita del sistema esiste almeno una soluzione @ o € K" tale
N —
che fa(To)=b.
Detto S I'insieme delle soluzioni del sistema AX = B, proviamo che

S = ?o—l—kerfA

Sia 2’ € S, allora fa(7Z) = D da cui

Ja(Z = 70) = fa(Z) — fa(To) =

ossia 7 — T € ker f4. Orada 2 = 2o+ (7 — 7
segue z € T+ ker fa.

Viceversa sia 2 € o + ker f4 ossia 2 = To+ @ con T € ker fa

FA(Z) = fa(To+T)=fa(To)+ fa(T)=b+0 =10

ossia Z € S.

Osserviamo che @ € ker fa se e solo se fa(7) = 0 ossia, in termini di
matrici, se e solo se AX = O con X matrice colonna delle componenti di 7.

Tutte le soluzioni del sistema AX = B si ottengono quindi aggiugendo ad
una soluzione particolare di AX = B le soluzioni del sistema omogeneo associato
AX = 0.

Abbiamo gia provato che 'insieme A delle soluzioni di un sistema omogeneo
& un sottospazio vettoriale di K" e dal teorema del rango segue che

dmA=n—rgA=n—p

ossia il sistema ammette infinite soluzioni dipendenti da m — p parametri in-
dipendenti.

Nel caso particolare di n = p ci si riconduce ad un sistema quadrato di n
equazioni in n incognite con matrice dei coefficienti di rango massimo. In tal

— . . . . . N .
caso ker fq = { 0 } e il sistema ha un’unica soluzione che si pud determinare

usando il teorema di Cramer. m
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3.5.3 Sottospazi affini.

Definizione 88 Sia V uno spazio vettoriale e v un fissato vettore di V. Si
chiama traslazione definita dal vettore v, Uaplicazione

tz: V-V

?»—>t7(?):?+?

Si osservi che se v # 0, t— non & lineare, infatti t7(6>) = # 0.

Indichiamo con T (V') I'insieme di tutte le traslazioni di V. Si ha:

—

)
i) se ¥ = 0 t5(F) = T = [d(T) e siha tg oty =ty =tz oty (Id ¢

elemento neutro rispetto a o)

iv) se consideriamo la traslazione t— allora esiste la traslazione ¢_- tale che

s =to =t poty

ty ot

<l

0
ossia esiste I'elemento simmetrico.
Abbiamo cosi provato che (T'(V'),0) & un gruppo abeliano.

Definizione 89 Si chiama applicazione affine di uno spazio vettoriale V in sé
ogni applicazione ¢ tale che
p=tgyof

con f:V —V applicazione lineare.

Esempio.
Sia
¢ :R? - R?
(@,y) = (-2 +2y — 1,52 —y +7)
¢ & un’applicazione affine, cioé ¢ =t o f con v = (—1,7) ed
f:R*? 5 R?
(z,y) = (= +2y,52 —y)

La matrice A associata ad f &



Da det A # 0 segue rgA = 2 = dimIm f e quindi Im f = R? ossia f &
suriettiva. _

D’altra parte dimker f = 2 — dimIm f = 0 e quindi ker f = { 0 } ossia f &
iniettiva.

Dunque f & un isomorfismo e si pud provare che anche ¢ =t o f ¢ in
questo caso invertibile.

Se U ¢ un sottospazio vettoriale di V ed @ un vettore non nullo fissato di
V, il sottoinsieme

S=tz(U)=7+U={T €V|Z =7+ conu €U}

¢ detto varieta lineare o sottospazio affine di V. Se ¥ ¢ U, t—(U) non ¢ un
sottospazio vettoriale. Si pud pero definire la "dimensione di U", in breve dim U,
ponendo

dim S = dim U

Ad esempio lo spazio S = T + ker f4 delle soluzioni di un sistema lineare
non omogeneo ha dimensione pari alla dimensione dello spazio delle soluzioni
del sistema omogeneo associato, in quanto ¢ un suo traslato.

Sia ora S = ¥ + U un sottospazio affine di V, f : V — V un endomorfismo
e ¢ & un’applicazione affine. Valgono le seguenti proprieta:

1) f(S) = f(V') + f(U). Infatti:

Y o€ fSeY=f(7)con TS T =7+1U s
& Y =[fT)=f(0U+U)=f(V)+ f(U) con f(U)e[fU)=
& Y e f(V)+fU)

2) () ¢ un sottospazio affine di V. Infatti:
da S =uW+Ueqp=tyo fsegue

0(S) = (twof)(S) =tz (f(9)) =tz (f(W +T))
=tz (f(W) + f(U) =V + f(W) + f(U)

con 7 = v + f(W) e V.

3) Sia g : V. — W un’applicazione lineare, sia wo € W un vettore fissato
tale che g~! (W) # @. Sia ¥ € V tale che g(v) = wo. Allora g~'(wy) &
un sottospazio affine di V. Infatti:

T e g (Wo) e g(T)=Wo=g(To) & g(T) - g(To) =0 &
& g(?fﬁo):ﬁ@?fﬁﬁ)errg@?E?OJrkerg
ossia g7 (wo) = Vo + kerg
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3.5.4 Endomorfismi notevoli.

Vogliamo ora analizzare degli endomorfismi di particolare importanza in Geome-
tria, partendo da alcuni esempi.

Esempio n.1

Sia V uno spazio vettoriale, U e W suoi sottospazi supplementari, cioé tali
che V.=U @ W. Allora per ogni © € V

J|Zue€Ved| 2y €Wtaleche @ = 7'y + T

Consideriamo
V-V
T = Tudt To f(T) = Tu

f & detta proiezione su U fatta parallelamente a W ed & un’applicazione
lineare.
Ad esempio possiamo considerare V =R? U = 7., e W = assez ed

f:R} S R?

(x7 y7 z) = ("'[’.7 y? 0)

che rappresenta la proiezione sul piano xy eseguita parallelamente all’assez.
In questo caso

T = (x,y,z) :?u""?w con ?u = (-’anao) € E\,w = (0507Z)

Esempio n.2
SiaV=U@We

s: V=V
- = — — — —
T=Ty+ Tuwr—s(T)=Ty— Ty

s & un endomorfismo detto simmetria rispetto ad U eseguita parallelamente
aW.
Ad esempio possiamo considerare V =R3 U = 7., e W = assez ed

s:R3 - R3
(LE, Y, Z) = (177 Y, 72:)
che rappresenta la simmetria rispetto al piano xy.

Definizione 90 Un endomorfismo p : V. — V si dice proiezione se p*> = p
(cioé se pop =p).

L’applicazione definita nell’Esempio n.1, la funzione nulla e ’identita sono
esempi di proiezioni.
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Teorema 91 Sep:V — V ¢ una proiezione allora

a) V. = Imp@kerp. In particolare p é del tipo definito nell’Es. n.1

b) L’unica proiezione invertibile ¢ l'identita

Dim. a) Dobbiamo provare che V = Im p @ ker p ossia che

V=Imp+kerpe Impnkerp = {6)}

Sia @ € V, poniamo T = p(7) + @ — p(7). Si ha banalmente p(Z’) € Imp
ed inoltre
p(T —p(7)) = p(T) — p(p(7)

ed essendo p una proiezione

~—

p(T) = p(p(T)) = p(T) —p(T) = 0
da cui 7 — p(7) € kerp.
S

Per provare che Imp Nkerp = {6)} consideriamo un generico vettore 3

Imp Nkerp. Allora esiste 7 € V tale che i = p(7') ed inoltre p(y) = 0 da

cui
—
0 =p(y)=pp(@)=p(z)="y
Inoltre p ¢ del tipo dell’Es. n.1 se si pone U = Imp e W = ker p infatti.

T =Ty+Tweon T,=p(T)e Ty=10—p(T)

e
f(@) =7, =p(7)
b) Per ipotesi p ¢ invertibile e p? = p.
p invertibile = Ip~ ! t.c. ptop=1Id
quindi

p’=p=Id=p lop=plop’=(plop)op=p

da cui la tesi. =
Osservazione.
Se p & una proiezione allora anche p; = Id — p & una proiezione, infatti:

pi=Id—p)o(Id—p)=Id—2p+p’=I1d—2p+p=Id—p=p
Inoltre ker p; = Im p infatti:

7T € kerplﬁpl(?):?@(ld—p)(?): 0«
—
T

s T-p(T)=0«
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Analogamente Im p; = ker p, infatti:
Y ekerp e p(y) =0

da p; = Id — p segue p = Id — p; e quindi

—

0=p(y)=Ud=p)(¥) =7 —p(V)
ossia ¥ =p1(y) € Impy.

Abbiamo cosi verificato che se p & la proiezione di U rispetto a W allora p;
& la proiezione di W rispetto ad U.
Definizione 92 Un endomorfismo ¢ : V — V si dice involuzione se ¢2 = Id.
Teorema 93 Sia ¢ : V — V un endomorfismo. Allora

a) se ¢ & un involuzione allora — ¢ é un involuzione

b) se ¢ ¢ un involuzione allora ¢ € un automorfismo e p =9

¢) ¢ € un involuzione se e solo se ¢ € una simmetria
Dim. a) Per ipotesi
¢ involuzione = ¢* = Id
da cui

ossia —¢ € un involuzione.
b) Sia ¢ un endomorfismo involutorio.

NT)=9(V) = ¢*(T)=*(Y) =T =7
ossia ¢ ¢ iniettiva.
Sia ora 3/ € V, consideriamo 7 = ¢(7/), si ha
(T)=o(¢(V) =*(¥) =7
ossia ¢ é suriettiva e quindi ¢ € un automorfismo.
Inoltre
¢ = Id=¢ top’=¢ told=
= (¢l og)op=0lmp=¢"
¢) Sia ¢ una simmetria, allora da ¢(Ty + Tw) = Tu— Twcon V=USW

segue

¢2(?u + ?w) = ¢(¢(?u + ?w)) = Qs(?u - E>w) = E>u + ?w

ossia ¢ & un involuzione.
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Viceversa supponiamo che ¢ sia un involuzione e poniamo

L+¢(?) T € V}

U:{Z’EV‘E’: :

)= —>_?_¢(?)—>
W=<3vy eV y—fmeV

U e W sono sottospazi vettoriali di V ed inoltre V =U @ W infatti VZ € V

S _THo@) | T 9(3)

N 2 + 2
inoltre sia 7 cUNW, allora 371, @2 € V t.c. 7 = ?1+<§(71) = ?2_‘3(?2)
da cui
T+ ¢(?1) =2y =75 — ¢(?2)
e quindi

O(T1) + (7o) = 79— 74

da cui, applicando ¢ ad ambo i membri, si ottiene

{ (7)) + ¢(E:2) = zz
T X1

come volevasi dimostrare.
Infine ¢ = s dove s & la simmetria definita nell’Es. n.2. Infatti:
— — — —
((F) = Tum T = 2 0@) T Z0@) _ iy

2 2

Definizione 94 Un endomorfismo ¢ : V. — V si dice nilpotente se 3h € N
t.c. gi)h = 0 (applicazione nulla). Il minimo h tale che ¢h = 0 st dice ordine
dell’operatore nilpotente.
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3.5.5 Autovalori ed autovettori.

L’argomento che andiamo ora ad introdurre é tra i piu utilizzati nelle appli-
cazioni dell’algebra lineare e ci permette di approfondire il seguente problema:
Dato un endomorfismo f dello spazio vettoriale V', trovare una base B di V'
che semplifichi il piu possibile la matrice associata ad f.
Nel seguito consideriamo V' spazio vettoriale di dimensione finita n su K ed
f:V =V un endomorfismo.

Definizione 95 Un vettore T # 0 di V si dice autovettore di f relativo
all’autovalore \ € K se si ha

F(T) =27

Osservazione.
Qualunque sia A € K si ha

£(0) =

per la linearita di f, per questo motivo nella definizione di autovettore si suppone
—
esplicitamente =" # 0.

-0

=l

Puo invece esistere 'autovalore A = 0, infatti se ker f # {6)} allora tutti i
vettori non nulli di ker f risultano essere autovettori relativi all’autovalore A = 0.

Se ponessimo ’attenzione sull’autovalore piuttosto che sull’autovettore, potremmo
dare la seguente definizione che é del tutto analoga alla precedente.

Definizione 96 Un elemento A € K ¢ detto autovalore di f se esiste un vettore
non nullo @ tale che

(@) =27
Sia A un autovalore di f e sia 7 un autovettore relativo all’autovalore A,
allora
(@) =27
da cui -
f(Z) = Xd(Z)= 0
ossia

T € ker(f — M d)

Se indichiamo con V() l'insieme costituito dal vettore nullo e dagli autovettori
di f relativi all’autovalore A si ha

V(A) = ker(f — \Id)

ossia V() & un sottospazio vettoriale di V' di dimensione > 1. Esso & detto
autospazio di f relativo all’autovalore \.

Il numero naturale dim V' (\) & detto molteplicita geometrica di A. Nel seguito
indicheremo con g, la molteplicita geometrica di A.
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Teorema 97 Autovettori relativi ad autovalori distinti sono linearmente in-
dipendenti.

Dim. Procediamo per induzione sul numero p di autovettori relativi ad
autovalori distinti.

Per p = 1 essendo 'autovettore non nullo per definizione, esso ¢ linearmente
indipendente.

Supponiamo vera la tesi per p — 1 autovettori relativi ad autovalori distinti
e dimostriamo che é vera per p autovettori.

Siano allora 7’1, @ o, ..., ?p autovettori relativi agli autovalori distinti A1, Ag, ..., Ap
e siano Ty, T, ..., ?p_l linearmente indipendenti. Se per assurdo i p vettori
fossero linearmente dipendenti allora si avrebbe

?p :Ozl?l —‘rOZz?g—l—...—i—Oép,l?p,l (*)
da cui
f(?p) = f(a171+042?2+...—|—Ozp_1?p_1) = alf(?l)—‘r()égf(?g)-i-...+Oép_1f(7p_1)

ossia
— — — —
)\pxp:al)\lxl+a2)\2x2+...+ap_1)\p_1xp_1 (1)

d’altra parte per (*) si ha
)\p?p = Oél)\p?1 + ag)\p?g —+ ...+ ap—l)\p?p—l (2)

e quindi sottraendo membro a membro la (2) dalla (1) si ha

—

041(/\1 — )\p)?l + 0&2()\2 — /\p)?g + ...+ Otp_l(/\p_l — /\p)?p—l =0

Ora=i, To,..., E}p_l sono linearmente indipendenti e gli autovalori A1, Az, ..., A,
sono tutti distinti, quindi la relazione precedente ¢ soddisfatta solo per

alzagz...:ap,1:0

N
ma questo implica ?p = 0 contro l'ipotesi che ?p sia un autovettore. m

In modo analogo a quanto fatto nella dimostrazione precedente si pud veri-
ficare che

Xi# A= Vo) nvy) = {0}
Infatti sia @ € V(\;) NV (},), allora
— — = — =
(f=XNIT =(f = NIV =0 = (f—NId— f+NId)V = 0

da cui segue (\; — X)) 0 = 0 e quindi v = 0 essendo Aj — Ay # 0 poiche
Xi # Aj.

Siaora f : V — V un endomorfismo ed A = (a;;) € K™" la matrice associata
ad f rispetto ad una fissata base B={¢1,..., €, }.
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Un vettore @ = 21 € 1+...4+2, € » & un autovettore di f relativo all’autovalore
A €K, se f(T') = A\ ossia se le sue componenti, non tutte nulle, soddisfano le
seguenti relazioni

a11r1 + a2 + ... + a1ty = AIL‘l
a21x1 + agssxs + ... + aop Ty = )\1'2

1 %1 + noZo + oo + ApnTn = ATy
Il sistema precedente puo essere riscritto anche nella forma

(a11 — Nz1 + a2 + ... + a1, =0
a21r1 + (a22 — )\).’172 + ...+ a9z, =0

an1%1 + apae + ... + (apn — N)zy, =0
che in forma compatta diventa
(A-XHX=0

Affinche tale sistema omogeneo di n equazioni nelle n incognite (z1,Za, ..., Zn)
abbia soluzioni non nulle, deve essere

det(A— AI) = O

Abbiamo cosi dimostrato che gli autovalori di f sono le soluzioni, appartenenti
al campo K, dell’equazione det(A — AI) = O detta equazione caratteristica di f.
Chiamiamo invece polinomio caratteristico di f il polinomio nella variabile
A
pa(A) = det(A — AI)

che, sviluppando il determinante, diventa
PAN) = Cr (AN + Cp 1 (AN 4 . 4+ CL(A)N + Co(A)

dove C;(A) sono funzioni degli elementi della matrice A.
In particolare

Co(A) = det A

Osserviamo che essendo C,,(A) # 0 il polinomio p4(A) & un polinomio nella
variabile A\ di grado n.
Se Ao € K & uno zero di p4a(A) di molteplicita k ossia

pa(d) = (A= 20)" Q) con Q(Xg) # 0

allora si dice che Ay & un autovalore di molteplicita algebrica k. Nel seguito
indicheremo con ay, la molteplicita algebrica di Ag.
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Osservazioni.

- Se K = C allora I’equazione det(A — AI) = O ha n radici in C, pertanto f
ha n autovalori, ciascuno contato con la sua molteplicita.

- Se K =R allora gli autovalori di f sono le soluzioni reali dell’equazione
det(A — AI) = O. In particolare se n ¢ dispari allora f ammette almeno una
soluzione reale e quindi un autovalore.

Teorema 98 Se A ed A’ sono due matrici simili allora
pa(A) =pa(A)

Dim. Se A ed A’ sono due matrici simili allora esiste una matrice invertibile
B tale che A’ = B~'AB. Ora

par(A) = det(A'—X)=det[(B™'AB) — X (B 'IB)] =
= det [B~'(A—A)B] = det B~ 'det(A — A)det B =

= ﬁ det(A — M) det B =det(A — AI) = pa(N)

]

Non ¢é vero perd il viceversa, possono esistere cio¢ matrici che hanno lo stesso
polinomio caratteristico pur non essendo simili.

Ricordando che matrici simili rappresentano lo stesso endomorfismo rispetto
a basi diverse, possiamo allora parlare di polinomio caratteristico di un endo-
morfismo f, che indichiamo con p;(A), come del polinomio caratteristico di una
qualsiasi matrice associata all’endomorfismo stesso.

3.5.6 Endomorfismi semplici.

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n su Ked f : V — V un
endomorfismo.

Supponiamo che esista una base {1, ..., W, } di V costituita da autovettori
di f relativi agli autovalori, non necessariamente tutti distinti, A1, Ag, ..., A,,. Ci0
significa che

@) = MTr f(T2) = AT f(Tn) = AnTim

Rispetto alla base di autovettori, ’endomorfismo f ¢ quindi rappresentato dalla
seguente matrice diagonale

A0 0
D 0 A2 0
0 O An

Viceversa, se f & rappresentato, in una certa base, da una matrice diagonale,
tale base ¢ una base di autovettori.
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Definizione 99 Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n su K. Un
endomorfismo f di V si dice semplice se esiste una base di V costituita da
autovettori per f.

In termini di matrici la precedente definizione diventa:

Una matrice A € K™" si dice diagonalizzabile se esiste una matrice D
diagonale simile ad A. In altre parole se, considerato ’endomorfismo f di V'
associato ad A, esiste una base di V' costituita da autovettori per f.

Osservazione.

Sia V' uno spazio vettoriale su K, B={¢1,..., €,} una sua base ed

f V-V

un’applicazione lineare rappresentata dalla matrice A.
Se A ¢& diagonalizzabile allora esiste in V' una base costituita da autovettori
di f che indichiamo con A. Essendo A = ME(f) si ha che

D = Mg (Id)ME (f)M5(1d)

¢ la matrice associata ad f rispetto alla base A e quindi ¢ diagonale. Posto
P = M{(Id) sihache D = P~'AP. La matrice P ha per colonne le componenti
degli n autovettori indipendenti di f relative alla base B ed & solitamente detta
matrice diagonalizzante.

Non tutte le matrici sono diagonalizzabili cosi come non tutti gli endomor-
fismi sono semplici.

Vediamo ora alcuni risultati che ci permetteranno di introdurre un criterio
per stabilire se un endomorfismo f & semplice oppure no.

Proposizione 100 Se f ¢ un endomorfismo di V,, con m autovalori distinti,
esso ¢ semplice.

Dim. Supponiamo che f abbia n autovalori distinti A1, Ag, ..., A, e siano
U1, ..., Uy gli autovettori relativi. Essendo n autovettori relativi ad autovalori
distinti, essi sono linearmente indipendenti e quindi costituiscono una base di
autovettori per f. m

Proposizione 101 Sia A un autovalore per f, endomorfismo di V,, e siano gx
e ay, rispettivamente, la molteplicita geometrica e la molteplicita algebrica di A.
Allora

1<gx<ay

Dim. Si ha gy > 1 poiche in V() esiste almeno un autovettore non nullo
per definizione.

Sia ora g un autovalore di f e g, = dim V'(u). Siano AT ?q una base di
V(1) avendo posto ¢ = g,,. Per il teorema della base incompleta, V' ha una base
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del tipo {7y, ..., Wq, ?q+1, ..., €} e la matrice associata ad f rispetto questa
base & del tipo

L
A= B
L
o) C
con C' matrice del tipo (n —q) x (n —q) e
W= A
A—\ = =
w—A
O C -

Operando successivi sviluppi rispetto alle prime ¢ colonne si ha
det (A—XI) = (u—X)?det (C — )
Se ne deduce che a, ¢ almeno g da cui g, < a,. ®

Teorema 102 (Criterio di Semplicita) Sia V,, uno spazio vettoriale su K ed f
un endomorfismo di V,,. Le seguenti proposizioni sono equivalenti:
1) f ¢ semplice,
2) a) tutti gli zeri A1, A, ..., \r di pg(N\) appartengono a K
b)gr, =ay, Vi=1,..,r<n
N)Vu=VA)@®V(A)®...BaV(\) con A\, Aa, ..., N\ autovalori distinti di

Dim. 1) =2)

a) Se f & semplice allora esiste una base B={¢71,..., €,} di autovettori
per f. Siano A, Ag, ..., A, gli autovalori distinti di f e sia by, il numero degli
autovettori di B relativi all’autovalore A;. Si ha

by, +bxy + ..+ by, =7
ed essendo ay, > g, > by, Vi ne segue
pr(N) = (A1 — NP1 (g — NP2 (A, — A)0r
Poiche degps(A) = n e quindi py(A) ha al piu n radici, ¢ necessariamente
ax, = g, = by,
percio

pr(A) = (A1 — A% Qg — N2 (A, — A)or

109



Pertanto tutti gli zeri A1, Ag, ..., A, di ps(A) appartengono a K.

2) =3)

Siano A1, Ag, ..., A, gli autovalori distinti di f . Per quanto dimostrato prece-
dentemente, se consideriamo la somma V(A1) + V(A2) + ... + V(A,), questa ¢
diretta. Sia ora

S=VA)aeV)a..eV(A)

si ha
dimS = dimV(A)+dimV(Ag)+...+dim V(X)) =gx, +9r, + ... + 92, =
= Q) tay, +...F+ax. =n

e quindi S =1V,

3) =1)

Per ipotesi V,, = V(A1) BV (A2)®...&V (). Consideriamo B; base di V()\;),
si ha

B=B1UByU..UB,

& una base di V,, costituita da autovettori, ossia f & semplice. m

4 Spazio vettoriale euclideo.

All’inizio di questo capitolo abbiamo trattato in maniera piu approfondita lo
spazio V3 dei vettori ordinari. In esso abbiamo definito il prodotto scalare
attraverso i moduli dei due vettori coinvolti ed il coseno del loro angolo, tutti
elementi deducibili dalla rappresentazione grafica, una volta che si sia fissata
un’unita di misura per le lunghezze dei segmenti.

A partire da questa definizione geometrica abbiamo messo in evidenza le
proprieta del prodotto scalare, anch’esse dedotte da considerazioni geometriche,
che tra l'altro consentono il calcolo del prodotto scalare in componenti.

Quello che andiamo a fare nel seguito & generalizzare il concetto di prodotto
scalare per spazi vettoriali reali di dimensione qualsiasi in cui ad un vettore non
corrisponde, in generale, un segmento.

Definizione 103 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo R. Si
chiama prodotto scalare ’applicazione:
g:VxV—-=R
(W, 7) = g(w, )
che ad ogni coppia di vettori w, v di V associa un numero reale, che indicher-
- — . — — . . SN
emo con uw - v (e silegge U scalare v ) che oddisfa le sequenti proprietd:

W-7="-u Vu,v €V (prop. commutativa)

2)W- (VW)= -v+u-w Yu, v, w €V (prop. distributiva)

3)MNT)- V=AU -V)=u-(\V) Vu,v eV eVrXER (prop. di
omogeneita)

4) U U >0 VU # 0 ( g ¢é definita positiva )
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Definizione 104 Si dice spazio vettoriale euclideo uno spazio vettoriale V
sul campo R, di dimensione finita, dotato di un prodotto scalare g.

Osserviamo che dalla proprieta 4) segue che
T U=06U=0

ed inoltre
_

VU EV WU =0=u=0
basta porre @ = v.
Il numero

1%, == V@ -7 >0

si dice norma, o lunghezza, o modulo di W rispetto a g.
—
Per la proprieta 4) si ha ||U||g >0se uw # 0 ed anche

INT g = VAW - AU = |A] [ |

Un vettore di norma 1 si dice versore (o vettore unitario), se w # 0, il

vettore ﬁ si dice versore di .
g

Esempi.

1. Lo spazio V3 dei vettori geometrici ¢ un esempio di spazio vettoriale
euclideo.

2. In R? si consideri la legge che a due vettori @ = (z1,22) ed ¥ = (y1,2)
associa il numero

T Y = daiyr + 21y2 + Tayr + 2T2y0

Si verifica facilmente che ’applicazione cosi definita ¢ un prodotto scalare.
Ad esempio

T T = 4;10% + 22129 + 233%

dove il secondo membro ¢ un polinomio omogeneo di 2° grado con dis-
criminante negativo e quindi =" - @ > 0 per = # 0

In uno spazio vettoriale euclideo (V,g) valgono proprieta ben note per i
vettori di V3, motivo per cui si estende a V' la terminologia usata per Vs.

Si dice che due vettori ', v € V sono ortogonali (rispetto a g) se g(w, v) =
0 e si scrive 1y o oanche W L .

In questo caso vale il seguente Teorema di Pitagora per spazi vettoriali
euclidei

2 2 2
I+ Wl =y + 171l
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Teorema 105 (Disuguaglianza di Schwarz)

1) lg(a, D) < 12, 17,

2) lg(@, V)| = 7|, |7l &« | &
Dim. 1) Se W = 0 oppure v 0 la disuguaglianza €& banalmemte

= il
verificata. Supponiamo allora @ # 0 e ¥ # 0 e consideriamo il vettore

% + AU con A €R. Siha
0< [T + AT = g(W+AT, WH+AT) = g(T, W) +Ag(W, V) +Ag(T, W) +g(A\ T, A7)
per le proprieta del prodotto scalare si ha

9(W, W)+ Ag(W, V) +Ag(V, W)+ g\, AT) = [T +229(0, @) + A2 || 7|

ora A’ ||7||2 +22g(V, W) + ||ﬂ)||i ¢ un polinomio di 2° grado nella variabile A
e quindi da
NTI2+ 2297, @) + T2 >0 VYAER

segue
A 2 2
Vil g(v, @) = |7, 1w, <0
da cui
— — — —
lg(a, )| < |, I,

2) Supponiamo @ || ¥ allora @ = k7 e si ha

2
(@, 0 = gk, )| = [kl g(v, v)| = [k [ V], =
= (K= 0,) 171, = 120, 171,
Viceversa supponiamo sia |g(u, v')| = Hﬂ)Hg [ V][, ossia
A 2 2
&= o WP W = 0
da cui N
__g(w,v)
=2
Iv'llg
¢ 2 2 2
17+ X[, = X [T, +229(V, @) + [, = 0
ossia W = —\U. m

Proposizione 106 (Disuguaglianza triangolare)

1w+, < Il + 171,
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= 9@+, W +V) =TI+ 297, W) + |V} <

+
2
Iy +219(%, @) + [ V]

IN

Q@ N

per la Disuguaglianza di Schwarz
1T 219, DT < 1122170, 170, +1 71 = (171, +171,)°
ug gv,u vg_ug ugvg Ug— ug ’Ug

da cui la tesi. m
Dalla disguaglianza di Schwarz segue anche che
9(T.7) _ (T, T)
= = =
[xal 17,

g g9 g

quindi, se W # 0 e v # 0, possiamo definire il coseno dell’angolo W v" ne
seguente modo:

== g(v', )
cos(U V) 1= s
Il 17271l

essendo il secondo membro compreso tra —1 e +1.
Vale il seguente Lemma:

Lemma 107 Se w1, Ws,..., U sono vettori non nulli di uno spazio vettoriale
euclideo tra loro ortogonali, allora essi sono indipendenti.

Dim. Sia -
— — —
aru1t+aUus+...+apup=0

moltiplichiamo scalarmente ambo i bembri per 0 :
g(alﬂ)l + 04272 + ...+ ahﬂ)h, 71) =0

applicando le proprieta del prodotto scalare si ha
gl + o UWo+ .+ Wn, w1) = arg(uy, W)+ aog(Wa, We) + .. + ang(Wp, 1) =

O¢1g(71771) =0

essendo g(u,, W ;) = 0 per i # j.

Da u; # 0 segue necessariamente a; = 0. Ripetendo un procedimento
analogo per gli altri vettori us, ..., w, si ottiene g = ... = o, = 0 e quindi la
tesi. m

Definizione 108 Una base B = {€ 1, €2, ..., €n} dello spazio vettoriale euclideo
V. st dice ortonormale se

— ?j)_{ 0sei+#j

Tl 1sei=3j
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Teorema 109 Ogni spazio vettoriale euclideo V,, ammette almeno una base
ortonormale.

Dim. La dimostrazione consistera nell’illustrare un metodo, noto con il
nome di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt, che permette di ottenere una
base ortonormale {€'1, €9, ..., €,} di V, apartire da una base qualsiasi { w1, Wa, ..., Uy},
una tale forma di dimostrazione & detta costruttiva.

. — e
Poniamo €1 = ——~—.
1711,

Dobbiamo ora scegliere un vettore v'5 che sia ortogonale ad €1 e tale che

— = — =
E(el, UQ) :E(ul, UQ)

— — — N
Vo= Ua—g(uWs, €1)€

Osserviamo che v’y L €'y, infatti:

— = — e - = e
g(Va,€1) = g(uz—g(Ws, €1)€r, €1) =g(u2, €1) —g(g(u2, €1)€r, €1) =
= g(UWy, €1) —g(Wa, €1)g(€1,€1) = g(Wa, €1) —g(UW2,€1) =0
essendo g(€1, €1) =1
—
Si pone €9 = ”?”22” . In generale al passo h-simo si scegliera
g
h—1
— — — =\
VUp= Up— g(Wh, €i)€;
=1
e si porra e = ”gih’” [ |
Osservazione. !

Se in uno spazio vettoriale euclideo V,, fissiamo una base ortonormale allora,
come gia visto nello spazio Vg, il prodotto scalare g e la norma assumono una
forma piu semplice:

n

9(7,Y) = Y wiyi=X'Y
=1
n

IZl, = daf=x'x
=1

Sia U un sottospazio vettoriale di V,,, si definisce complemento ortogonale di
U il sottospazio, indicato con UL, cosi definito:

Ut ={Z eV|g(Z,¥)=0 Yu U}

Verificare che U~ & un sottospazio vettoriale & semplice, proviamo ad esempio
che U+ ¢ chiuso rispetto la somma di vettori:
siano 7',y € Ut allora g(7,w) =g(y,u)=0 Vu €U

9T+ 7Y, u)=g(T, W) +g(¥,uW)=0 Vu €U
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dacui @+ 7y € UL
Osservazione.
Fissata una base {71, e ﬂ)h} di U, per determinare U~ ¢ sufficiente chiedere
— — ; .
che g(Z',u;) =0 Vi=1,..., h ossia

g(T,W)=0 VU eUsg(x,u;)=0 Vi=1,..,h

infatti:

se (¥, W) =0 VYu € U allora in particolare sara g(z',u;) = 0 Vi =
1,...,h

viceversa supponiamo ¢(7,u;) =0 Vi=1,..,hesia v € U da cui v =

— —
a1 U1+ ... +apup

— — - —
T, T, u

9@, W) =g(Z, oW1+ ... +app) =o1g(@,u1) + ... + ang(T,wp) =0

perché in ogni addendo g(@',u;) = 0 per ipotesi.
Teorema 110 Per ogni vettore © €V esiste ed ¢ unico il vettore Ty € U tale

che @ — Ty € UL. Il vettore T iy si dice proiezione ortogonale di T su U.

Dim. Consideriamo una base ortonormale { €1, ..., €} di U, il vettore Z s,
se esiste, sara un vettore del tipo TU=ME€1+...+ M\ p. Sitratta allora di
determinare opportunemente i coefficienti \; imponendo che il vettore 7 — 2 ¢r
appartenga ad U-~.

T-7Ty € Utey?-Zu,e)=0 Vi=1,.,hs
& g(x,el)—g(?U,e—[)—O Vi=1,...,h

h
—s — . .
essendo X'y = E A; €' si ottiene

j=1
h
j=1 j=1
poicheé {e;} ¢ una base ortonormale g(e;, ¢;) = { L se 77" e quindi
0sej#
h
9(T, &) = > Ny, &) =g(T, &) =X =0
j=1

da cui \; = g(7, &).
Abbiamo cosi provato che per ogni vettore Z € V esiste ed ¢ unico il vettore
Ty eUtaleche @ — Ty e UL

Tu=9(7T,€1)€1+...+9(T,€n)en
I coefficienti ¢g(7',€1),...,9(@, €}r) sono detti coefficienti di Fourier di o

: — —
rispetto al base ortonrmale {€’1,...,€p}. =
Come conseguenza di questo teorema si ha che V = U @ U+ da cui il nome
"complemento" ortogonale per U=,
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