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Capitolo 1

Decomposizioni matriciali

Nel calcolo numerico le matrici rivestono un ruolo fondamentale. Numerosi metodi numerici
sfruttano la possibilità di decomporre una matrice nel prodotto di matrici più semplici.

1.1 Decomposizioni per similitudine

Definizione 1 (Similitudine)
Due matrici A,B ∈ Cn×n si dicono simili se esiste una matrice U ∈ Cn×n con detU 6= 0 tale
che

B = U−1AU.

In particolare, A e B si dicono unitariamente simili se esiste una matrice U ∈ Cn×n unitaria
tale che

B = UHAU.

Ancor più in particolare, se A,B ∈ Rn×n, allora A e B si dicono ortogonalmente simili se
esiste una matrice U ∈ Rn×n ortogonale tale che

B = UTAU.

Uno dei motivi dell’utilità delle similitudini è dato dalla seguente

Osservazione 1
Se due matrici A,B ∈ Cn×n, sono simili mediante U ∈ Cn×n, allora hanno gli stessi autovalori
e gli autovettori vengono trasformati anch’essi tramite U . Sia infatti x un autovettore di A con
autovalore λ. Allora

BU−1x = (U−1AU)U−1x = U−1Ax = U−1λx = λU−1x,

cioè U−1x è autovettore di B con autovalore λ.

1.1.1 Decomposizione di Schur e diagonalizzazione

Teorema 1 (Decomposizione di Schur in C)
Ogni matrice A ∈ Cn×n è triangolabile in C, cioè è unitariamente simile a una matrice
triangolare superiore T ∈ Cn×n.

Ancora più conveniente sarebbe la similitudine con una matrice diagonale, che tuttavia non
esiste sempre.
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6 CAPITOLO 1. DECOMPOSIZIONI MATRICIALI

Teorema 2 (Diagonalizzabilità in C)
Una matrice A ∈ Cn×n è diagonalizzabile su C, cioè simile ad una matricie diagonale
D ∈ Cn×n, se e solo se A non ha autovalori difettivi, cioè aventi molteplicità algebrica diversa
da quella geometrica.

Il precedente teorema fornisce una caratterizzazione della diagonalizzabilità su C, cioè una
condizione necessaria e sufficiente, che tuttavia non è comoda da un punto di vista operativo,
specie quando A ha grandi dimensioni. Spesso è dunque utile la seguente condizione, solo
sufficiente per la diagonalizzabilità.

Teorema 3 (Teorema spettrale su C)
Una matrice A ∈ Cn×n è normale (cioè verifica AAH = AHA) se e solo se è unitariamen-
te diagonalizzabile, cioè unitariamente simile ad una matrice diagonale. Esistono inoltre
matrici non normali che sono diagonalizzabili, ma non unitariamente diagonalizzabili.

La distinzione tra diagonalizzabilità e unitaria diagonalizzabilità si riflette nella distinzione
tra autovettori destri ed autovettori sinistri. Partiamo con la definizione per poi mostrare il
risultato.

Definizione 2 (Autovettori destri e sinistri)
Data A ∈ Cn×n, un numero λ ∈ C si chiama autovalore di A se esiste y ∈ Cn×1 detto
autovettore (destro) relativo a λ tale che

Ax = λx, (1.1)

o equivalentemente se esiste y ∈ Cn×n detto autovettore sinistro relativo a λ tale che

yHA = λyH . (1.2)

Proposizione 1
Sia A ∈ Cn×n una matrice diagonalizzabile. Allora A è unitariamente diagonalizzabile se e
solo se gli autovettori destri coincidono con gli autovettori sinistri (e ancora, grazie al teorema
spettrale, se e solo se A è normale).

Dimostrazione. La matrice A è unitariamente diagonalizzabile, cioè esiste U ∈ Cn×n unitaria
tale che UHAU = Λ = diag(λ1, . . . λn), se e solo se valgono simultaneamente

UHA = ΛUH ; (1.3)

AU = UΛ, (1.4)

ma la (1.3) è equivalente al fatto che le colonne u1, . . .un di U siano autovettori sinistri relativi
a λ1, . . . , λn, mentre la (1.4) equivale al fatto che u1, . . .un siano autovettori (destri) relativi a
λ1, . . . , λn.

Abbiamo visto che per una matrice diagonalizzabile non normale c’è necessariamente qualche
autovalore λ per cui i rispettivi autovettori destro x e sinistro y non coincidono, tuttavia è
sempre vero che y e x non sono ortogonali, come mostrato nella seguente proposizione.

Proposizione 2
Sia A ∈ Cn×n diagonalizzabile e siano x,y ∈ Cn×1 autovettori rispettivamente destro e sinistro
relativi ad un autovalore λ semplice di A. Allora

yHx 6= 0. (1.5)
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Dimostrazione. Dalla diagonalizzabilità di A segue X−1A = ΛX−1 dove le colonne di X sono
una base di autovettori destri di A, e quindi posto Y H = X−1 abbiamo Y HA = ΛY H , cioè le
colonne di Y sono una base di autovettori sinistri di A. Per costruzione risulta Y HX = I e
quindi yH

i xj = δij per i, j = 1, . . . , n. Siccome gli yi cos̀ı costruiti non sono necessariamente
a norma unitaria, normalizzando si ha yH

i xi = αi 6= 0 per i = 1, . . . , n con leggero abuso di
notazione. Siccome xi e yi sono rispettivamente l’unico autovettore destro e sinistro relativi a
λi (che è semplice per ipotesi), segue la tesi.

La decomponibilità di Schur è più delicata nel caso delle matrici reali.

Teorema 4 (Decomposizione di Schur in R)
Data una matrice A ∈ Rn×n, allora

1. A è triangolabile in R, cioè ortogonalmente simile ad una matrice T ∈ Rn×n triangolare
superiore, se e solo se tutti i suoi autovalori sono reali.

2. A è sempre quasi-triangolabile, cioè ortogonalmente simile ad una matrice Q ∈ Rn×n

quasi-triangolare della forma

Q =



λ1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . .
.

. . . · · · · · · · · · · · · . .
. ...

λk · · · · · · . .
. ...

...

<µ1 =µ1

...
...

...

−=µ1 <µ1

...
...

...
. . .

...
...

<µm =µm

−=µm <µm



,

dove λ1, . . . λk sono i k autovalori reali di A e µ1, µ̄1, . . . , µm, µ̄m sono le m coppie coniu-
gate di autovalori complessi di A, con k + 2m = n.

Teorema 5 (Diagonalizzabilità in R)
Una matrice A ∈ Rn×n è diagonalizzabile in R, cioè simile ad una matrice D ∈ Rn×n

diagonale, se e solo se valgono simultaneamente le seguenti condizioni

• tutti gli autovalori di A sono reali;

• nessun autovalore di A è difettivo.

Ancor più che nel caso complesso, il teorema di diagonalizzabilità è difficilmente utilizzabile
come criterio operativo. Anche in questo caso si ricorre spesso al teorema spettrale come
condizione solo sufficiente per la diagonalizzabilità.

Teorema 6 (Teorema spettrale in R)
Una matrice A ∈ Rn×n è simmetrica se e solo se è ortogonalmente diagonalizzabile in R,
cioè ortogonalmente simile ad una matrice diagonale. Esistono inoltre matrici non simmetriche
che sono diagonalizzabili, ma non ortogonalmente diagonalizzabili.
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1.1.2 Decomposizione di Jordan

Abbiamo visto che, anche in campo complesso, non tutte le matrici sono diagonalizzabili. Tutte
le matrici quadrate ammettono tuttavia un tipo di decomposizione per similitudine, più vicino
possibile alla diagonalizzazione, e che la comprende come caso particolare. Si tratta della
decomposizione di Jordan.

Definizione 3 (Blocco di Jordan)
Dati λ ∈ C e k ∈ N, si definisce blocco di Jordan di ordine k associato a λ la matrice
Jk(λ) ∈ Ck×k i cui elementi sono definiti da

(Jk(λ))ij =


λ j = i;

1 j = i+ 1;

0 altrimenti,

i, j = 1, . . . , k. (1.6)

In particolare, se k = 1, allora J1(λ) = λ, altrimenti per k > 1 si ha

Jk(λ) =


λ 1

λ 1
. . .

. . .

λ 1
λ

 .

Definizione 4
Sia A ∈ Cn×n. Sia ` ∈ N il numero di autovettori distinti di A (` ≤ n) e siano λ̃j, j = 1, . . . , `,
gli autovalori corrispondenti (non necessariamente distinti). Siano invece λj, j = 1, . . . ,m
gli autovalori distinti di A (m ≤ `) e siano aj ≥ gj ≥ 1 le loro molteplicità algebriche e
geometriche. Si chiama forma canonica di Jordan di A la matrice J ∈ Cn×n diagonale a
blocchi definita da

J := diag(Jk1(λ̃1), . . . , Jk`(λ̃`)), (1.7)

dove le dimensioni kj dei blocchi sono determinate come segue. Per ogni j = 1, . . . ,m si
assegnano

• 1 blocco di Jordan di tipo Jaj−gj+1(λj);

• gj − 1 ≥ 0 blocchi di Jordan di tipo J1(λj).

Esempio 1
Supponiamo che una matrice A ∈ C4×4 abbia i seguenti m = 2 autovalori distinti con le
rispettive molteplicità:

λ1 = 2; a1 = 3; g1 = 2;

λ2 = 4; a2 = 1; g2 = 1.

Costruiamo i blocchi di Jordan.

1. All’autovalore λ1 = 2 corrispondono:

• un blocco di tipo Ja1−g1+1(λ1) = J2(2);

• g1 − 1 = 1 blocco di tipo J1(λ1) = J1(2),

2. All’autovalore λ2 = 4 corrispondono:
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• un blocco di tipo Ja2−g2+1(λ2) = J1(4);

• g2 − 1 = 0 blocchi di tipo J1(λ2) = J1(4).

Complessivamente, gli ` = 3 blocchi sono: J2(2), J1(2), J1(4), da cui si ottiene

J =


2 1
0 2

2
4

 .
Il legame tra una matrice invertibile e la sua forma canonica di Jordan è dato dal seguente

Teorema 7 (Teorema di Jordan)
Ogni matrice A ∈ Cn×n è simile alla sua forma canonica di Jordan, cioè esiste X ∈ Cn×n

invertibile tale che
J = X−1AX. (1.8)

Osservazioni

• Il numero di blocchi di Jordan costruiti nella Definizione 4 è effettivamente `. Infatti, per
ogni j = 1, . . . ,m viene costruito un numero di blocchi pari a

gj − 1 + 1 = gj, (1.9)

pertanto il numero totale di blocchi è

m∑
j=1

gj =
m∑
j=1

dim ker(A− λjI) = `, (1.10)

dove nell’ultima uguaglianza si è sfruttato il fatto che autospazi relativi ad autovalori
distinti hanno sempre intersezione banale.

• La forma canonica J di una data matrice è univocamente definita a meno di permutazioni
dei blocchi diagonali. Naturalmente, per tali permutazioni cambia anche la matrice di
similudine X che appare in (1.8).

• Dalla costruzione di J segue che se A non ha autovalori difettivi, allora la sua forma di
Jordan J è diagonale, e dalla (1.8) segue che A è diagonalizzabile. Viceversa, se A è
diagonalizzabile (D = X−1AX), allora segue AX = XD, cioè le colonne di X sono una
base di autovettori per A, e quindi A non ha autovalori difettivi. Abbiamo dimostrato che
il teorema di diagonalizzabilità in C è un caso particolare del teorema di Jordan.

• Dalla struttura di J discende la seguente regola per il calcolo delle colonne x1, . . . ,xn della
matrice X della (1.8). Con le notazioni introdotte nel Teorema 7, per j = 1, . . . , `, il j-
esimo blocco di J è costituito dalle colonne numerate da sj :=

∑j−1
i=1 ki fino a sj + kj − 1.

Le corrispondenti colonne di X soddisfano

Axsj = λjxsj ; (1.11)

Axk = λjxk + xk−1, k = sj + 1, . . . , sj + kj − 1, (1.12)

pertanto la prima colonna xsj del blocco j-esimo è un autovettore relativo a λj, mentre,
se il blocco ha più di una colonna (kj > 1), allora le altre colonne sono ottenute dal
xsj risolvendo ricorsivamente la (1.12), che è un sistema lineare con matrice singolare
A− λjI. Questa procedura può essere numericamente instabile.
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Da un punto di vista numerico, il tallone d’Achille del calcolo della forma canonica di Jordan
è illustrato dal seguente esempio.

Esempio 2
Per ε ∈ R consideriamo la matrice

Aε =

[
1 1
ε 1

]
.

Il suo polinomio caratteristico è dato da P (λ) = (1−λ)2−ε e pertanto gli autovalori e la forma
di Jordan Jε sono dati da:

• Per ε > 0 si ha ` = 2, λ1,2 = 1±
√
ε e Jε =

[
1−
√
ε 0

0 1 +
√
ε

]
;

• Per ε = 0 si ha ` = 1, λ1 = 1 e Jε =

[
1 1
0 1

]
;

• Per ε < 0 si ha ` = 2, λ1,2 = 1± i
√
−ε e Jε =

[
1− i

√
−ε 0

0 1 + i
√
−ε

]
.

Osserviamo che per ε → 0 il numero ` di blocchi di Jordan subisce una discontinuità, ed in
particolare l’elemento in posizione 1, 2 subisce una discontinuità di prima specie.

Il precedente esempio dimostra che il calcolo della forma canonica è numericamente instabile
quando la matrice considerata è vicina ad un punto di biforcazione per i suoi autovalori. Questa
proprietà si può formalizzare come segue.

Proposizione 3
La mappa J : Cn×n → Cn×n, A 7→ JA, che ad ogni matrice A associa la sua forma di Jordan
JA, è discontinua.

1.2 Altre decomposizioni

1.2.1 Decomposizione ai valori singolari (SVD)

Abbiamo visto che non tutte le matrici si possono diagonalizzare, tuttavia vedremo ora che
è possibile ridurre qualunque matrice (anche non quadrata) ad una matrice diagonale me-
diante una trasformazione che generalizza opportunamente la similitudine. Si tratta della
decomposizione ai valori singolari, comunemente abbreviata come SVD.

Teorema 8 (Esistenza della SVD)
Data A ∈ Cm×n, esistono due matrici unitarie U ∈ Cm×m e V ∈ Cn×n tali che

UHAV = Σ = diag(σ1, . . . , σp) ∈ Cm×n, (1.13)

dove p := min(m,n) e σ1 ≥ · · · ≥ σp ≥ 0 sono detti valori singolari di A. Le colonne di U e
V sono dette rispettivamente vettori singolari sinistri e vettori singolari destri di A.

Proprietà

• Data A ∈ Cm×n, i suoi valori singolari e i p autovalori dominanti di AHA sono legati
dalla relazione σi(A) =

√
λi(AHA), i = 1, . . . , p.
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Dimostrazione. Dal Teorema 8 sappiamo che A = UΣV H , da cui AH = V ΣUH , pertanto
AHA = V ΣHUHUΣV H = V ΣHΣV H , dunque AHA è simile a ΣHΣ e pertanto

λi(A
HA) = λi(Σ

HΣ) =

{
σ2
i i = 1, . . . , p;

0 i > p.

• Le colonne di U e di V sono rispettivamente gli autovettori di AAH e di AHA.

Dimostrazione. Basta osservare, come nella dimostrazione precedente, cheAHA = V ΣHΣV H

e AAH = UΣΣHUH .

• Se A ∈ Cn×n è hermitiana (i.e. A = AH), allora σi(A) = |λi(A)|, i = 1, . . . , n.

Dimostrazione. Per una proprietà precedente abbiamo, per ogni i = 1, . . . , p = n:

σi(A) =
√
λi(AHA) =

√
λi(A2) =

√
λ2
i (A) = |λi(A)|. (1.14)

• Se si verifica σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0 e σr+1 = · · · = σp = 0, allora il nucleo e l’immagine di A
sono dati da kerA = span{vr+1, . . .vn} e ImA = span{u1, . . . ,ur}, pertanto rgA = r.

Dimostrazione. Per ogni i = r + 1, . . . , n abbiamo

Avi = UΣV Hvi = (UΣV HV ):,i = (UΣ):,i = UΣ:,i,

ma l’i-esima colonna Σ:,i di Σ è nulla in quanto abbiamo assunto che σi = 0 per i =
r + 1, . . . , n. Segue che Avi = 0 e quindi vi ∈ kerA per ogni i = r + 1, . . . , n, da cui
span{vr+1, . . .vn} ⊆ kerA e in particolare dim kerA ≥ n− r. Sia ora Ṽ := V ΣH e siano
ṽ1, . . . , ṽm le sue colonne. per ogni i = 1, . . . , r risulta che

Aṽi = (UΣV H Ṽ ):,i = (UΣV HV ΣH):,i = (UΣΣH):,i = σ2
i ui,

pertanto ui ∈ ImA per ogni i = 1, . . . , r e quindi span{u1, . . . ,ur} ⊆ ImA e in particolare
dim ImA ≥ r. Abbiamo ottenuto dim kerA+ dim ImA ≥ (n− r) + r = n = dim kerA+
dim ImA, per cui non può valere la disuguaglianza stretta e quindi valgono le uguaglianze
insiemistiche kerA = span{vr+1, . . .vn} e ImA = span{u1, . . . ,ur}.

• Se A è reale, lo sono anche U e V .

Dimostrazione. Per esercizio. Suggerimento: usare una delle precedenti proprietà.

Definizione 5 (Pseudoinversa di Moore-Penrose)
Data A ∈ Cm×n, sia UHAV = Σ la sua decomposizione SVD, sia r = rgA e siano σ1 ≥ · · · ≥
σr > σr+1 = · · · = σp = 0 i suoi valori singolari. Definiamo la matrice

Σ+ := diag
( 1

σ1

, . . . ,
1

σr
, 0 . . . , 0

)
∈ Rn×m. (1.15)

Si definisce pseudoinversa di Moore-Penrose la matrice

A+ := V Σ+UH . (1.16)
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Numericamente, il calcolo della pseudoinversa può essere estremamente instabile quando la
matrice considerata ha qualche valore singolare non nullo ma molto piccolo in modulo, come
illistrato dal seguente esempio.

Esempio 3
Per ε ≥ 0 consideriamo la matrice

A =

[
1 0
0 ε

]
.

Inoltre, siccome A è diagonale, si verifica immediatamente che la sua decomposizione SVD è
A = IHAI, cioè Σ = A e U = V = I, da cui segue anche i i valori singolari di A sono σ1 = 1
e σ2 = ε. Risulta semplificato anche il calcolo della pseudoinversa dato che A+ = IΣ+I = Σ+.
Pertanto, per ε > 0 si ha

A+ = Σ+ =

[
1 0
0 ε−1

]
= A−1,

mentre per ε = 0 si ha

A+ = Σ+ =

[
1 0
0 0

]
.

Osserviamo che per ε → 0 l’elemento in posizione 2, 2 subisce una discontinuità di seconda
specie.

Dall’esempio precedente discende la seguente proprietà.

Proposizione 4
La mappa P : Cn×n → Cn×n, A 7→ A+, che ad ogni matrice A associa la sua pseudoinversa
A+, è discontinua.

1.2.2 Decomposizione QR

Abbiamo visto che non sempre una matrice è triangolabile. Tuttavia vedremo che è possibile
ridurre qualunque matrice (anche non quadrata) ad una matrice triangolare superiore mediante
una trasformazione non per similitudine. Si tratta della decomposizione QR. Come vedremo, la
decomposizione QR ha diverse applicazioni, tra cui la risoluzione di sistemi lineari indeterminati
o impossibili a rango pieno.

Teorema 9 (Esistenza della decomposizione QR)
Ogni matrice A ∈ Cm×n con m ≥ n ammette una decomposizione QR, cioè una decomposi-
zione del tipo

A = QR, (1.17)

dove Q ∈ Cm×m è una matrice unitaria e R ∈ Cm×n è una matrice trapezoidale superiore, cioè
tale che Rij = 0 per i > j. In particolare, se A è reale, lo sono anche Q ed R e Q è ortogonale.

Nel caso in cui m > n, cioè in cui A ha più righe che colonne, è possibile ridurre le dimensioni
di Q ed R. Infatti, siccome le ultime m − n righe di R sono nulle, è possibile eliminare una
porzione ridondante di Q ed R, come illustrato nella seguente proposizione.

Proposizione 5
Sia A ∈ Cm×n con m ≥ n e siano Q, R le matrici di una sua fattorizzazione QR. Allora le
sottomatrici

Q̃ := Q(1 : m, 1 : n); (1.18)

R̃ := R(1 : n, 1 : n); (1.19)
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costituiscono ancora una fattorizzazione di A della forma

A = Q̃R̃, (1.20)

detta fattorizzazione QR ridotta, in cui R̃ è triangolare superiore. In particolare, se rgA =
n, allora la decomposizione (1.20) è unica e i vettori colonna di Q̃ sono ortonormali, cioè

Q̃HQ̃ = In (ma non necessariamente Q̃Q̃H = Im).

Vedremo ora che la fattorizzazione QR può essere usata per ortonormalizzare una base di
vettori, e viceversa, si può calcolare con l’algoritmo di Gram-Schmidt. A tal fine richiamiamo
l’algoritmo di Gram-Schmidt. Sia dunque A ∈ Cm×n con m ≥ n e rgA = n e siano a1, . . . , an

le sue colonne. L’algoritmo produce una matrice Q̃ ∈ Cm×n le cui colonne q1, . . . ,qn sono
ortonormali e sono costruite come segue:

q1 =
a1

‖a1‖2

; (1.21)

zk = ak −
k−1∑
i=1

(qH
i ak)qi, k = 2, . . . , n; (1.22)

qk =
zk

‖zk‖2

, k = 1, . . . , n. (1.23)

Proposizione 6 (Equivalenza tra decomposizione QR e ortonormalizzazione di Gram-Schmidt)
Sia data A ∈ Cm×n, m ≥ n con rgA = n. Allora

“⇒” Se A = Q̃R̃ è la decomposizione QR ridotta di A, allora le colonne di Q̃ formano una
base ortonormale per ImA;

“⇐” Viceversa, se Q̃ ∈ Cm×n è la matrice prodotta dall’algoritmo di Gram-Schmidt, allo-
ra la matrice R̃ := Q̃HA ∈ Cn×n è triangolare superiore e forma, insieme a Q̃, la
decomposizione QR ridotta di A.

Dimostrazione.
“⇒” Dalla (1.20) segue che R̃ è invertibile perché se per assurdo fosse rg R̃ < n avremmo

rgA ≤ min(rg Q̃, rg R̃) < n che contraddice l’ipotesi. Pertanto AR̃−1 = Q̃, ma siccome le

colonne di R̃−1 sono una base di Cn, allora le colonne di Q̃ = AR̃−1 sono una base di ImA.
Infine, siccome le colonne di Q̃ sono ortonormali per la proposizione 5, si ha la tesi.

“⇐” E’ noto che i qk ottenuti con l’algoritmo di Gram-Schmidt costituiscono una ba-
se ortonormale per ImA. Inoltre, dalle (1.21)-(1.22) segue che per ogni k = 1, . . . , n, qk è

combinazione lineare delle prime k colonne di A, questo basta a dimostrare che A e Q̃ si corri-
spondono mediante una trasformazione A = Q̃R̃, dove R̃ ∈ Cn×n è triangolare superiore, cioè
una decomposizione QR ridotta. Inoltre siccome Q̃ è unitaria, otteniamo anche R̃ = Q̃HA.

L’algoritmo di Gram-Schmidt ha il vantaggio di essere semplice ed intuitivo, ma tende ad
essere numericamente instabile. Una variante più stabile è il seguente algoritmo di Gram-
Schmidt modificato. Sia A ∈ Cm×n, m ≥ n e siano a1, . . . , an le sue colonne. Ad ogni
iterazione k = 1, . . . , n l’algoritmo produce una nuova matrice A(k) ∈ Cm×n le cui colonne
a

(k)
1 , . . . , a

(k)
n sono definite da:

a
(k)
k =

a
(k−1)
k

‖a(k−1)
k ‖2

; (1.24)

a
(k)
j = a

(k−1)
j − ((a

(k)
k )Ha

(k−1)
j )a

(k)
k , j = k + 1, . . . , n. (1.25)

Infine si pone Q̃ := A(n). Per costruzione, la k−esima colonna di Q̃ risulta essere combinazione
lineare delle prime k colonne di A, pertanto la Proposizione 6 continua ad essere valida se si
usa l’algoritmo di Gram-Schmidt modificato.
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1.3 Applicazione 1: sistemi lineari non determinati

Le decomposizioni SVD e QR si rivelano strumenti utili per la risoluzione di sistemi lineari

Ax = b, (1.26)

dove A ∈ Rm×n e b ∈ Rm, non determinati, cioè in cui A non è quadrata invertibile. Allora
consideriamo un tipo di soluzioni, più deboli, che esistono sempre a prescindere dalla struttura
della matrice A: le soluzioni ai minimi quadrati. Diciamo che x∗ ∈ Rn è una soluzione ai
minimi quadrati di (1.26) se1

x∗ ∈ Q := arg min
x∈Rn

‖Ax− b‖2
2. (1.27)

In altre parole l’insieme Q delle soluzioni ai minimi quadrati è l’insieme dei punti che minimiz-
zano la funzione

Φ(x) = ‖Ax− b‖2
2 = (Ax− b)T (Ax− b) = xTATAx− 2xTATb + bTb. (1.28)

Il gradiente e l’Hessiana di Φ sono date rispettivamente da

∇Φ(x) = 2ATAx− 2ATb; (1.29)

HΦ(x) = ATA. (1.30)

Osserviamo in particolare che l’Hessiana è costante e semidefinita positiva, pertanto la condi-
zione necessaria di ottimalità ∇Φ(x) = 0 è in questo caso anche sufficiente, ed è equivalente al
sistema delle equazioni normali :

ATAx = ATb. (1.31)

Esiste sempre almeno una soluzione ai minimi quadrati2 e quindi Q non è mai vuoto. Tale
soluzione è unica se e solo se ATA è invertibile. Se ATA non è invertibile, occorre considerare
considerare una particolare soluzione ai minimi quadrati che è sempre unica a prescindere dalla
struttura di A: diciamo che x̂ ∈ Rn è la soluzione ai minimi quadrati di norma minima di
(1.26) se

x̂ = arg min
x∗∈Q

‖x∗‖2
2, (1.32)

dove Q è l’insieme delle soluzioni ai minimi quadrati definito in (1.27). La soluzione ai minimi
quadrati di norma minima esiste ed è sempre unica3. Ora, a seconda delle dimensioni e del
rango di A, distinguiamo diversi casi. In ciascuno di questi casi presenteremo una strategia per
trovare la soluzione ai minimi quadrati (quando è unica) o la soluzione ai minimi quadrati di
norma minima usando la decomposizione QR o la decomposizione SVD.

1La notazione arg minx∈S f(x) indica per definizione il sottoinsieme di S (possibilmente vuoto) dei punti che
minimizzano f(x). Pertanto la scrittura x∗ ∈ arg min in luogo di x∗ = arg min indica che tale punto di minimo
può non essere unico.

2Si può sempre decomporre b = b‖+b⊥, dove b‖ ∈ ImA e b⊥ ∈ (ImA)⊥. Pertanto si può esprimere b‖ = Av
per un opportuno v ∈ Rn. Da qui abbiamo ‖Ax − b‖22 = ‖A(x − v) + b⊥‖22 = ‖A(x − v)‖22 + ‖b⊥‖22 per il
teorema di Pitagora. Concludiamo che ‖Ax− b‖22 ammette x = v come punto di minimo, non necessariamente
unico.

3Facendo seguito al commento precedente, tutti i punti di minimo di ‖Ax − b‖22 sono del tipo x = v + w
al variare di w ∈ kerA. La soluzione ai minimi quadrati a norma minima, dunque, non è altro che il punto a
norma minima dello spazio affine (o iperpiano) v + kerA, che ovviamente è unico.
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1.3.1 Caso m > n, rgA = n

Siccome rgA = n, allora ATA è invertibile e quindi la soluzione ai minimi quadrati esiste ed è
unica. Inoltre, ATA è simmetrica e definita positiva, per questo, come sappiamo, le equazioni
normali (1.31) si possono risolvere usando la fattorizzazione di Cholesky di ATA, cioè ATA =
LLT con L triangolare inferiore. Ma la fattorizzazione di Cholesky di ATA si può ottenere come
sottoprodotto della fattorizzazione QR di A. Sia infatti A = Q̃R̃ la fattorizzazione QR ridotta
di A. Segue che

ATA = R̃T Q̃T Q̃R̃
Prop.5

= R̃T R̃, (1.33)

da cui L = R̃T . Sostituendo (1.33) nelle equazioni normali (1.31) otteniamo

R̃T R̃x∗ = ATb = R̃T Q̃Tb. (1.34)

In questo caso vale ovviamente che R̃ è invertibile e quindi possiamo moltiplicare a sinistra per
(R̃T )−1 ottenendo

R̃x∗ = Q̃Tb, (1.35)

un sistema triangolare superiore che si può efficacemente risolvere per sostituzione all’indietro.

1.3.2 Caso m < n, rgA = m

Siccome rgA = m, allora rgATA = m < n e quindi ATA non è invertibile. Quindi la soluzione
ai minimi quadrati non è unica e pertanto cerchiamo la soluzione ai minimi quadrati di norma
minima. Per la precisione, in questo caso il sistema originario (1.26) ammette infinite soluzioni
grazie al teorema di Rouché-Capelli, pertanto la soluzione ai minimi quadrati di norma minima
è in realtà la soluzione esatta di norma minima. Possiamo pertanto semplificare i conti cercando
la soluzione a norma minima di Ax = b anziché delle equazioni normali (1.31). Sia AT = QR
la decomposizione QR di AT . Otteniamo

RTQTx = b. (1.36)

Ponendo y := QTx e ricordando la struttura di R abbiamo[
R̃T 0

] [y1

y2

]
= b, (1.37)

dove y1 contiene le prime m componenti di y e y2 le restanti n−m. Ora, y1 è univocamente
determinata da

R̃Ty1 = b, (1.38)

mentre y2 non contribuisce al risultato e pertanto e libera. Poiché dunque

‖y‖2
2,Rn = ‖(R̃T )−1b‖2

2,Rm + ‖y2‖2
2,Rn−m , (1.39)

allora minimizzare ‖y‖2
2 equivale a prendere y2 = 0. Ora ricordando la definizione di y e

tenendo conto che Q è ortogonale abbiamo

x = Qy =
[
Q̃ 0

] [
(R̃T )−1b

0

]
= Q̃(R̃T )−1b. (1.40)

Siccome infine Q è ortogonale, allora ‖y‖2 = ‖QTx‖2 = ‖x‖2 e pertanto minimizzare ‖y‖2

equivale a minimizzare ‖x‖2. La soluzione a norma minima è pertanto data da

x̂ = Q̃(R̃T )−1b. (1.41)
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Nella pratica non si esegue il calcolo dell’inversa di R̃, ma si ottiene x̂ efficientemente come{
R̃Tz = b;

x̂ = Q̃z
, (1.42)

cioè un sistema triangolare inferiore e un prodotto matrice-vettore.

1.3.3 Caso rgA < min(m,n)

Questa volta ATA non è invertibile e la decomposizione QR non è più di aiuto. Usiamo pertanto
la decomposizione SVD data da A = UΣV T , da cui AT = V ΣTUT e ATA = V ΣTΣV T . Le
equazioni normali pertanto diventano

V ΣTΣV Tx = V ΣTUTb. (1.43)

Siccome V è invertibile possiamo moltiplicare a sinistra per V −1 ottenendo

ΣTΣV Tx = ΣTUTb. (1.44)

Ora, Σ è una matrice diagonale non invertibile (in quanto rgA < min(m,n)) e non necessa-
riamente quadrata, pertanto bisogna procedere con cautela. Poniamo V Tx = y, UTb = c e
ΣTUTb = d. Il sistema diventa

ΣTΣy = d. (1.45)

Ora ΣTΣ è una matrice quadrata e, se i primi r = rgA valori singolari di A sono non nulli, la
soluzione di (1.45) è data da

yi =


di
σ2
i

i = 1, . . . , r;

libero i = r + 1, . . . , n,
(1.46)

cioè le prime r componenti di y sono fissate e le altre sono libere. La scelta che minimizza la
norma 2 di y è pertanto

yi =


di
σ2
i

i = 1, . . . , r;

0 i = r + 1, . . . , n,
(1.47)

Ricordando ora che d = ΣTc, otteniamo

yi =


ci
σi

i = 1, . . . , r;

0 i = r + 1, . . . , n,
(1.48)

In termini matriciali, questo significa che

y = Σ+c. (1.49)

Ricordando la definizione di y e c otteniamo

x = V Σ+UTb = A+b. (1.50)

Infine, ricordando che y = V Tx con V ortogonale e quindi ‖y‖2 = ‖x‖2, si ha che minimizzare
la norma di y equivale a minimizzare la norma di x. Abbiamo dunque ottenuto la soluzione ai
minimi quadrati a norma minima:

x̂ = A+b. (1.51)

Osserviamo che la formula (1.51) è valida anche nei casi precedenti in cui rgA = n, ma ricor-
diamo che la pseudoinversa va usata con parsimonia in quanto come abbiamo visto il calcolo
di questa è instabile.
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1.4 Applicazione 2: compressione delle immagini

Vediamo ora come la SVD viene comunemente utilizzata per la compressione delle immagini,
cioè per memorizzarle utilizzando la minor quantità possibile di memoria mantenendo una
buona qualità. Quale che sia il formato dell’immagine (png, jpg, tif ), la struttura sottostante
è la stessa: ogni immagine è una matrice di pixel. Ogni pixel ha un colore rappresentato da
una tripletta (R,G,B) ∈ R3. In aritmetica di macchina, R,G,B sono tipicamente interi senza
segno a 8 bit (uint8 se visti come tipo numerico Matlab) compresi cioè tra 0 e 255 = 28 − 1.
Tornando alla rappresentazione matematica di un’immagine, supponendo abbia dimensioni
n×m, essa è dunque equivalente a 3 matrici

AR ∈ Rm×n, AG ∈ Rm×n, AB ∈ Rm×n,

relative ai canali R, G, B. Quanto appena detto vale in particolare per le immagini a colori.
Se un’immagine è in bianco e nero, pur essendo ancora valida la precedente costruzione, si può
usare la rappresentazione in scala di grigi, che richiede un’unica matrice

ABN ∈ Rm×n.

In questo caso, un pixel è rappresentato da un numero BN ∈ {0, ..., 255}. La memoria occupata
da una immagine a colori a 8 bit è

3mn bytes = 24mn bits, (1.52)

mentre per una immagine in bianco e nero è

mn bytes = 8mn bits. (1.53)

L’obiettivo è di diminuire la quantità di memoria occupata dalle immagini senza perdere in
qualità, e per semplicità affrontiamo questo problema nel caso delle immagini in bianco e nero.
Per fare ciò si utilizza la decomposizione SVD. Sappiamo che, data una matrice A ∈ Rm×n, la
sua decomposizione SVD è del tipo A = UΣV T , con U ∈ Rm×m,Σ ∈ Rm×n, V ∈ Rn×n. Inoltre,
U, V hanno colonne ortonormali, mentre Σ contiene sulla diagonale i valori singolari. Pertanto,
se la matrice A ha un’occupazione di memoria pari a nm bytes, memorizzando invece U , Σ, V ,
l’occupazione sale a

m2 + n2 + p bytes, (1.54)

dove p := min{m,n}. Per dimostrare che (1.54) sia una quantità maggiore di mn (lo spazio
occupato dalla matrice A) utilizziamo seguente lemma.

Lemma 1 (Disuguaglianza di Young)
Per ogni m,n ∈ N vale che

mn ≤ m2

2
+
n2

2
. (1.55)

Dimostrazione. Osservando che (m− n)2 ≥ 0, sviluppando il quadrato di binomio si ottiene:

m2 + n2 − 2mn ≥ 0 =⇒ 2mn ≤ m2 + n2

da cui la (1.55).

La disuguaglianza di Young mostra che l’occupazione di memoria (1.54) dopo la SVD è
almeno il doppio di quella richiesta dall’immagine originale (1.53). L’idea è di troncare la
decomposizione SVD abbassando l’occupazione di memoria delle matrici U,Σ, V mantenendo
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però il prodotto UΣV T il più vicino possibile alla matrice di partenza A. Sappiamo che la
matrice Σ ha la forma

Σ =


σ1

σ2

. . .
. . .

σp

 ∈ Rm×n, p = min{m,n}, σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σp ≥ 0.

Vogliamo conservare i valori singolari più grandi, da σ1 fino ad un certo σq, per un opportuno
q ∈ {1, . . . , p}. In termini matriciali ciò equivale a sostituire alla matrice Σ la matrice

Σ̂ :=



σ1

. . .

σq
0

. . .

0


∈ Rm×n. (1.56)

A questo punto definiamo la matrice modificata

Â := UΣ̂V T . (1.57)

Le matrici U , Σ̂, V occupano complessivamente m2 +n2 +q bytes, meno di (1.54) ma comunque

più di mn, che è l’occupazione di memoria di A. La struttura di Σ̂ suggerisce di troncare anche
le matrici U, V T . Infatti, dette u1, . . . ,um le colonne di U e v1, . . . ,vn le colonne di V e definite
le matrici troncate

Û =

u1 · · · uq 0 · · · 0

 ∈ Rm×n, V̂ =

v1 · · · vq 0 · · · 0

 ∈ Rm×n, (1.58)

vale che

Â = UΣ̂V T = ÛΣ̂V̂ T , (1.59)

e dunque le colonne di U e di V , dalla (q + 1)-esima in poi, non contribuiscono a determinare

Â. Quindi, se Â occupa mn bytes, le matrici Û , Σ̂, V̂ occupano complessivamente

(m+ n+ 1)q bytes, (1.60)

assumendo che le colonne nulle di Û e V̂ non vengano memorizzate. Si noti che i valori sin-
golari non sono necessariamente interi e potrebbero dunque occupare più di un singolo byte.
Per semplicità assumiamo che un valore singolare occupi sempre un byte, considerando che il
contributo maggiore all’occupazione di memoria dipende dalle matrici Û e V̂ . Per q abbastanza
piccolo, vale che mn > (m + n + 1)q e pertanto l’immagine compressa, cioè la tripletta (Û ,

Σ̂, V̂ ), occupa meno memoria dell’immagine originale A. Allo stesso tempo, però, si vuole
assicurare che l’immagine compressa non perda troppa qualità rispetto all’originale. Per que-
sto, determiniamo ora una stima dell’errore relativo di compressione in norma di Frobenius.
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Scegliamo questa norma per semplificare i conti, in quanto essa gode della proprietà di essere
invariante per trasformazioni unitarie:

Erel(q) =
‖A− Â‖F
‖A‖F

=
‖UΣV T − UΣ̂V T‖F

‖UΣV T‖F
=
‖U(Σ̂− Σ̂T )V T‖F
‖UΣV T‖F

=
‖Σ− Σ̂‖F
‖Σ‖F

=

(∑p
i=q+1 σ

2
i

) 1
2

‖Σ‖F
.

(1.61)

Per minimizzare l’occupazione di memoria (1.60) tenendo Erel(q) al disotto di una certa tol-
leranza tol ∈ (0, 1) cerchiamo il più piccolo q ∈ {1, . . . , p} tale per cui Erel(q) < tol, cioè
cerchiamo

qottimale := min{q ∈ {1, . . . , p} | Erel(q) < tol}. (1.62)

Siccome Erel(q) è decrescente in q, il qottimale definito in (1.62) si può efficientemente determinare
con una ricerca dicotomica, che richiede O(log p) passi.
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Capitolo 2

Approssimazione di autovalori ed
autovettori

In questo capitolo si studierà da un punto di vista numerico il problema agli autovalori che
consiste, data una matrice A ∈ Cn×n, di trovare x ∈ Cn×1 detto autovettore e λ ∈ C detto
autovalore tali che

Ax = λx. (2.1)

Iniziamo considerando alcuni casi particolari in cui la risoluzione del problema agli autovalori
risulta semplificata:

• Se A è diagonale o triangolare, gli autovalori di A coincidono con i suoi elementi diagonali,
cioè λi = aii, i = 1, . . . , n;

• Se è noto un autovettore x, per trovare il corrispondente autovalore λ basta porre y = Ax
e osservare che y = λx, che vale anche componente per componente, cioè yi = λxi,
i = 1, . . . , n, da cui λ = yi

xi
per ogni i = 1, . . . , n per cui xi 6= 0. Ad esempio, per

minimizzare l’instabilità numerica,

λ =
yk
xk
, k := arg max

i=1,...,n
|xi|. (2.2)

Tuttavia, se A ha grandi dimensioni, la tecnica (2.2) può comunque risultare instabile. Se
ad esempio x = [ 1√

n
, . . . , 1√

n
] ∈ Rn×1, allora per ogni i = 1, . . . , n, si ha che |xi| = 1√

n
→ 0

per n→∞. Una tecnica più stabile si ottiene premoltiplicando la (2.1) per xH , ottenendo
xHAx = λxHx = λ‖x‖2

2, da cui segue

λ =
xHAx

‖x‖2
2

, (2.3)

detto quoziente di Rayleigh.

Consideriamo ora il problema di stimare l’errore nel calcolo degli autovalori ed autovettori.
Come per la risoluzione di sistemi linerai, studieremo stime dell’errore a priori e a posteriori.
Le stime a priori quantificano quanto gli autovalori ed autovettori esatti di una matrice siano
influenzati da perturbazioni sulla matrice stessa. Pertanto, le stime a priori prescindono dal
metodo numerico poi usato per l’effettivo calcolo di tali autovalori ed autovettori. Per contro,
le stime a posteriori valutano la bontà di autovalori e autovettori trovati con qualche metodo
numerico.

21
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2.1 Localizzazione geometrica degli autovalori

Definizione 6 (Norme matriciali consistenti)
Una norma matriciale ‖ · ‖ : Cm×n → R+ (definita per ogni m,n ∈ N) si dice consistente con
una norma vettoriale ‖ · ‖ : Cn → R+ (definita per ogni n ∈ N) se comunque date una matrice
A ∈ Cm×n e un vettore v ∈ Cn, allora

‖Av‖ ≤ ‖A‖‖v‖. (2.4)

Definizione 7 (Norme matriciali indotte)
Data una norma vettoriale ‖ · ‖ : Cn → R+, l’applicazione ‖ · ‖ : Cm×n → R+ definita da

‖A‖ := sup
v 6=0

‖Av‖
‖v‖

, (2.5)

è effettivamente una norma matriciale detta norma indotta.

Osservazione 2
Ogni norma matriciale indotta è consistente con la norma vettoriale da cui è indotta.

Esempio 4
La norma matriciale di Frobenius definita da

‖A‖F :=

(
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2
) 1

2

, (2.6)

non è una norma indotta, ma è consistente con la norma-2, infatti:

‖Av‖2
2 =

m∑
i=1

(
n∑

j=1

aijvj

)2

≤
m∑
i=1

(
n∑

j=1

a2
ij

n∑
j=1

v2
j

)
=

(
m∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij

)
n∑

j=1

v2
j = ‖A‖2

F‖v‖2
2. (2.7)

Teorema 10
Se ‖ · ‖ è una norma matriciale consistente, allora ogni autovalore di A soddisfa

λ ≤ ‖A‖. (2.8)

Dimostrazione. Se v è un autovettore relativo all’autovalore λ, allora

|λ|‖v‖ = ‖λv‖ = ‖Av‖ ≤ ‖A‖‖v‖. (2.9)

Teorema 11
Data A ∈ Cn×n decomposta come A = H + iS, dove H := A+AH

2
e S := −iA−AH

2
, gli autovalori

di A soddisfano le stime

λminH ≤ <λ ≤ λmaxH; (2.10)

λminS ≤ =λ ≤ λmaxS. (2.11)

Dimostrazione. La matrice H è hermitiana e pertanto ammette una base ortononormale di
autovettori {vi}ni=1 con rispettivi autovalori (necessariamente reali) {µi}ni=1 ⊂ R. Esprimo
qualunque vettore u nella base {vi}ni=1:

u =
∑

αivi. (2.12)
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Dalla (2.12) segue che il coefficiente di Rayleigh uHHu soddisfa

uHHu =
n∑

i=1

|α|2iµi‖vi‖2 ∈ R. (2.13)

Analogamente, siccome anche S è hermitiana, abbiamo

uHSu ∈ R. (2.14)

Ma siccome
uHAu = uHHu + iuHSu, (2.15)

scegliendo per u un autovettore normalizzato di A relativo ad un autovalore di λ, e stimando
singolarmente i due termini uHHu e uHSu, segue la tesi.

Quindi possiamo stimare gli autovalori di una matrice a partire da due matrici hermitiane.

Definizione 8 (Cerchi riga e cerchi colonna)
Data A ∈ Cn×n, i cerchi riga e cerchi colonna sono rispettivamente definiti da

Ri :=

{
z ∈ C

∣∣∣∣∣|z − aii| ≤∑
j 6=i

|aij|

}
, i = 1, . . . , n; (2.16)

R̃j :=

{
z ∈ C

∣∣∣∣∣|z − ajj| ≤∑
i 6=j

|aij|

}
, j = 1, . . . , n. (2.17)

Teorema 12 (Primo teorema di Gershgorin)
Data A ∈ Cn×n, lo spettro di A soddisfa

σ(A) ⊆
n⋃

i=1

Ri; (2.18)

σ(A) ⊆
n⋃

j=1

R̃j; (2.19)

σ(A) ⊆

(
n⋃

i=1

Ri

)
∩

(
n⋃

j=1

R̃j

)
. (2.20)

Dimostrazione. Se x è un autovettore (destro) relativo all’autovalore λ, allora

∀ i = 1, . . . , n
n∑

j=1

aijxj = λxi, (2.21)

quindi

∀ i = 1, . . . , n
n∑

j=1
j 6=i

aijxj = (λ− aii)xi. (2.22)

Passando ai moduli e usando la disuguaglianza triangolare abbiamo

∀ i = 1, . . . , n |λ− aii||xi| ≤
n∑

j=1
j 6=i

|aij||xj|. (2.23)
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Scegliendo ora ī := arg maxi=1,...,n |xi| e dividendo entrambi i membri per xī otteniamo

|λ− aī̄i| ≤
n∑

j=1
j 6=ī

|aīj|
|xj|
|xī|
≤

n∑
j=1
j 6=ī

|aīj|, (2.24)

da cui segue che λ ∈ Rī e a maggior ragione vale la (2.18). La (2.19) si ottiene osservando che
σ(A) = σ(AT ) e che i cerchi colonna di A corrispondono ai cerchi riga di AT . La (2.20) è una
semplice conseguenza delle (2.18)-(2.19).

Corollario 1
Se A è a predominanza stretta per righe o per colonne, allora è invertibile.

Dimostrazione. Per il primo teorema di Gershgorin, l’origine del piano complesso non è con-
tenuto nell’unione dei cerchi riga o dei cerchi colonna, in quanto il modulo del centro di ogni
cerchio è maggiore del loro raggio.

Esempio 5
Consideriamo la matrice

A =

(
10 2
−1 2

)
. (2.25)

Dalla definizione di cerchi riga e colonna sappiamo che:

R1 = {z ∈ C : |z − 10| ≤ 2}, R2 = {z ∈ C : |z − 2| ≤ 1},

R̃1 = {z ∈ C : |z − 10| ≤ 1}, R̃2 = {z ∈ C : |z − 2| ≤ 2}.

Dalla (2.20) del primo teorema di Gershgorin gli autovalori sono contenuti nei cerchi in verde
nella Figura 2.1.

R1R2

R̃1R̃2

Re(z)

Im(z)

Figura 2.1:

Teorema 13 (Secondo teorema di Gershgorin)
Se l’unione dei primi k cerchi (riga o colonna) è disgiunta dall’unione dei restanti n−k cerchi,
allora esattamente k autovalori sono nell’unione dei primi k cerchi, mentre i restanti n − k
sono nei restanti n− k cerchi.

Dimostrazione. Senza dimostrazione.


